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INTRODUCTION. 


En livrant enfin au public le premier volume des 
Leçons de Calcul intégral, dont l'impression a été 
commencée en 1841, jai d'abord à rendre raison 
d'un si long retard. 

Deux causes principales peuvent me servir d’ex- 
cuse, et me justifient, je crois, pleinement : la pre- 
mière sera rendue évidente par la publication même 
de ce volume; pour la seconde, ceux qui ne me 
connaissent pas voudront bien me croire sur parole. 

Quandles Zeçons de Calcul différentiel parurent, 
elles étaient l'expression vraie de l’état de la science; 
on a même bien voulu reconnaître que, sur quelques 
points importants, jentrais dans une voie nouvelle. 
Je voulais qu'il en fût de même des Leçons de Calcul 
intégral; mais en prenant cette détermination, j'avais 
mal apprécié le fardeau que je m'imposais; j'ai cru 
un instant qu'il serait au-dessus de mes forces, je 
n'ai pu arriver au terme qu'avec une excessive len- 
teur et de trop pénibles efforts, 
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Pendant que le Calcul différentiel restait station- 
naire,le Calcul intégral faisait d'immenses progrès 
et changeait presque de face, à tel point que j'ai con- 
servé quelques feuilles à peine du manuscrit auquel 
je travaillais depuis plusieurs années, et dont l'im- 
pression aurait pu s'achever en quelques mois. Une 
ère nouvelle semblait s'ouvrir: des difficultés, jus- 
que-là inabordables, trouvaient une solution facile ; 
les limites devant lesquelles Euler, Lagrange, La- 
place, Legendre, avaient été forcés de s'arrêter, 
étaient AUTRE DIER loin. Un grand nombre de 
géomèêtres, MM. Cauchy, le Sturm, Binet, 
Lamé, Cataian, Blanchet, Bertrand en France; 
MM. Gauss, Jacoby, Lejeune-Dirichlet, Richelot 
en Allemagne; M. Lobatto dans les Pays-Bas; 
MM. Ostrogradzky et Bouniakowsky en Russie; 
M. Tortolini à Rome, rivalisaient d'activité et de 
bonheur. Les Recueils scientifiques, si multipliés 
aujourd'hui, m'apportaient chaque semaine plu- 
sieurs Nrénies à étudier, des théories plus géné- 
rales et plus simples à exposer, des applications 
heureuses à développer, etc., etc. : c'était toujours 
me condamner à de nouvelles études, et m’impo- 
ser une rédaction nouvelle. M. Cauchy a publié, 
à lui seul dans cet intervalle, plus de quatre-vingts 
Notes ou Mémoires sur le clou intégral, que jai 
dû analyser au moins dans ces Leçons. 

Pour suivre sans trop de retards un mouvement 
si rapide, j aurais eu besoin de beaucoup de temps: 
J'aurais dû me soustraire à toute autre occupation ; 
faire des Mathématiques l'objet exclusif de mes tra- 
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vaux; mais un prêtre ne peut pas échapper à une 
autre sorte de mouvement, qui trop souvent l’'em- 
porte, et doit l'emporter malgré lui. 

IL est, pour ainsi dire, un homme public; il se 
doit à tous, car tous, ont des droits au ministère si 
multiple qui lui a été confié. Établi de Dieu pour 
soutenir, relever, encourager et consoler, il ne peut 
rester insensible aux gémissements de l'infortune, 
du repentir ou dela douleur: il faut qu'il lutte con- 
tre l'égoisme, si commun de nos jours, contre l'in- 
différence religieuse qui, dans ces temps de peu de 
foi, règne trop en souveraine autour de lui: il essaye- 
rait en vain de se rendre étranger aux charitables 
entreprises dont le succès peut dépendre de son 
concours. 

J'ai souvent résisté à à ce noble entraînement, mais 
plus souvent j'ai été forcé de céder : je ne me repen- 
tirai jamais d'une faiblesse qui fait ma gloire. La 
Providence a béni ma coopération à quelques 
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grandes œuvres qui contribueront puissamment , Je 


l'espère, à la moralisation et au soulagement des 
classes ouvrières. 

Il fallait s'arrêter cependant, car les droits évi- 
dents de l'homme honorable qui a bien voulu su p- 
porter les frais de cette lourde publication; car les 
justes réclamations des nombreux acheteurs de mon 
premier volume, de ceux surtout qui, plus bienveil- 
lants encore, avaient voulu au’on leur livrât d'avance 
les premières feuilles des Leçons de Calcul intégral; 
car les bienveillants reproches des savants qui m'ho- 
norent de leur estime et de leur amitié, me rappe- 
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laient trop vivement l'obligation de rigoureuse jus- 
tice qui pesait sur moi. 

Je ne pouvais me faire illusion plus longtemps. 

Il fallait rompre avec cet entraînement, tout noble 
et tout saint qu'il fût; il fallait m’arracher même 
aux bras de ces milliers d'ouvriers qui m'ont fait de 
si touchants adieux; il fallait fuir jusqu'à mes meil- 
leurs amis, et me cacher dans une solitude profonde. 
Je l'ai fait. 

Là, tout entier à Dieu et à moi, j'ai repris avec 
courage d'arides, mais chères études, et me suis ef- 
. forcé d'arriver à remplir, dans le plus court délai, 
les engagements de justice et d'honneur que j'avais 
contractés. 

Voilà le secret de cette longue retraite de six 
mois qui a succédé tout à coup à une vie active, à 
une présence de tous les jours; retraite que chacun 
s'est efforcé d'expliquer à sa manière aux dépens de 
la vérité, et quelquefois même de la charité ; re- 
traite qui a compromis mon avenir, où Jai ren- 
contré des chagrins que je ne maudis point, que je 
bénis au contraire, car le seul bonheur de l'homme 
ici-bas est l’'accomplissement de son devoir, au prix, 
s'il le faut, de tous les sacrifices. 

Voilà la vérité, je la devais à mes lecteurs et à 
moi-même. J'arrive maintenant à la partie techni- 
que de cette introduction. 

J'avais annoncé que les Leçons de Calcul intégral 
ne dépasseraient pas un volume, mais je n'ai pas 
tardé à reconnaître qu'un pareil engagement entraî- 
nerait une impossibilité absolue. Pour me renfermer 
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dans des limites si resserrées, j'aurais dû me condam- 
ner à publier un ouvrage tout à fait incomplet. C'eût 
été mal servir les intérêts de la science et mécon- 
naître ses progres. 

Le grand Traité de Lacroix a vieilli et n'est pas 
encore remplacé: je n'ai pu supporter la pensée 
que, de longtemps peut-être, les amis si nombreux 
des sciences mathématiques ne pourraient qu'avec 
beaucoup de fatigues et de dépenses, s'initier aux 
travaux remarquables des géomètres modernes, 
étudier leurs savantes théories. 

Une considération bien simple m'a encore frappé: 
sien 1811 les Traités élémentaires de Calcul inté- 
oral, celui de Dubourguet par exemple, compre- 
naient un volume de cinq cents pages, n'est-il pas 
tout naturel qu’en 18/44, après tant de découvertes 
et de difficultés vaincues, cet espace soit presque 
doublé ? 

Il fallait donc deux volumes : j'aurais voulu du 
moins que le premier renfermât le Calcul intégral 
proprement dit, c'est-à-dire l'intégration des ex- 
pressions différentielles, des équations différentielles 
ordinaires et aux dérivées partielles; mais c'était 
trop encore. Le volume, tel que je l'avais conçu, 
avait soixante-deux feuilles, plus de mille pages; 
jai été forcé d'adopter une division différente. 

Je renvoie forcément à la seconde partie de ces 
Lecons l'intégration des équations aux dérivées par- 
tielles, les. applications analytiques et géométriques 
qui dépendent de l'intégration des équations différen-. 
tielles, le calcul des variations, l'application du cal- 
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cul des résidus au calcul intégral, le calcul inverse 
aux différences finies, la théorie des fonctions ellip- 
tiques, etc., etc.; enfin, une table analytique très- 
détaillée dans laquelle j'indiquerai, avec la plus scru- 
puleuse exactitude, la part qui revient, dans cet 
ouvrage, aux géomètres dont J'ai étudié les travaux, 
l'auteur. véritable de chaque théorie, de chaque 
application importante, les sources où j'aurai 
puisé, etc., etc. 

Si dans le texte de ces Lecons j'ai paru éviter 
les détails historiques, c'est que j'ai craint de nuire 
à la clarté et à l'ensemble des démonstrations. Je de- 
mande qu'on me le pardonne; bientôt je rendrai à 
tous pleine justice: on ne me verra jamais disputer à 
qui que ce soit la gloire qui lui est due. 

Je dois compte aussi à mes lecteurs de la méthode 
que j'ai adoptée. Dans la préface de l'ouvrage qui a 
pour titre : Traité élémentaire de la Théorie des 
fonctions et du Calcul infinitésimal, M. Cournot, 
inspecteur général des études, mattaque sans me 
nommer. [l me reproche une prédilection trop ex- 
clusive pour la manière d'un maître; une sobriété 
trop grande de considérations philosophiques. 

Je n'accepte pas le premier de ces reproches; je 
suis heureux, au contraire, d'avoir mérité le second. 

J'ai une prédilection évidente pour la manière de. 
M. Cauchy, jen conviens. Cette prédilection est lé- 
gitime, je l'ai justifiée, dans l'introduction aux Leçons 
de Calcul difjérentiel, par des preuves surabondan- 
tes, et ceux qui voudront bien étudier ce nouvel ou- 
vrage reconnaîtront nécessairement que, pour le Cal- 
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cul intégral comme pour tant d’autres branches des 
sciences mathématiques et physiques, la gloire du 
progrès appartient surtout à l'illustre géomètre dont 
je suis l'élève et l'ami. Mais cette prédilection n’est 
pas exclusive, bien au contraire. Je n'adopte, en la 
modifiant, la rédaction de M. Cauchy qu'autant que 
je ne trouve pas ailleurs des théories plus générales, 
des démonstrations plus simples. Toutes les fois que 
plusieurs méthodes également rigoureuses et élé- 
gantes conduisent à la solution d’une question impor- 
tante, je les mets toujours en présence, et si M. Cour- 
not veut bien comparer quelques-unes de ces Leçons 
aux chapitres correspondants de son ouvrage, les 
Lecons, par exemple, sur l'intégration des équa- 
tions différentielles linéaires, il regrettera l’accusa- 
tion qu'il a trop légèrement portée contre moi. 

Quand il fut reconnu que le puissant génie de 
Raphaël avait presque dépassé les limites du pos- 
sible, qu'à la perfection incomparable du dessin, à 
la finesse et à la fermeté du pinceau, au naturel et à 
la pureté du coloris, il joignait le sentiment le plus 
exquis du beau, ses chefs-d’œuvre devinrent dès lors 
les modèles par excellence, sa manière fut imposée 
au monde. Ce qui n'empêche pas que les artistes 
consciencieux doivent s'efforcer d'imiter du Poussin 
la belle ordonnance de ses tableaux, de Rubens l’é- 
clat du coloris, de Valentin la science profonde du 
clair obscur, de Murillo le mouvement et la vie, du 
Guide ses airs de tête si pleins d'expression, etc., etc. 

C'est la règle que j'ai suivie dans le domaine bien 
plus aride des mathématiques. 
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J'ai dit que j'acceptais sans excuse le second re- 
proche. Plus que tout autre, peut-être, je devaïs 
aimer les discussions philosophiques. Initié par mon 
éducation, par mes études, et par l’enseignement de 
la théologie, à toutes les subtilités de l’école, j'avais, 
suivant l'expression de M. Cournot, acquis le droit 
de faire ma métaphysique ; je ne l'ai pas voulu. J'ai 
repoussé bien loin ces considérations trop abstraites 
sur les infiniment petits qui viennent s'abîmer dans la 
question éternellement agitée de la divisibilité de la 
matière à l'infini, et sur lesquelles on ne sera jamais 
d'accord. J'ai renoncé même à ces comparaisons entre 
les diverses méthodes qui peuvent faire le sujet de 
quelques développements oraux, mais qui doivent 
être bannies, je le crois, d'un Traité classique, parce 
qu'elles jettent sur les principes fondamentaux une 
obscurité à laquelle l'élève n'échappe presque jamais. 
J'ai même vu qu'il y avait quelque danger à dire trop 
tôt, comme je l'ai fait, que le grand Euler regardait 
comme essentiellement nulles les différentielles dont 
M. Cauchy fait des quantités finies, parmi lesquel- 
les il trouve même une unité. Ces considérations 
métaphysiques, ces comparaisons délicates feront 
naturellement, il me semble, la matière d'un ou- 
vrage à part dont j'ai rédigé plusieurs chapitres, et 
que je publierai sil se présente une occasion favo- 
rable. Je montrerai aussi, dans ce petit Traité, l'im- 
mense parti quon peut tirer de la méthode infini- 
tésimale géométrique. Mais dans ces Leçons d’ana- 
lyse pure je n'ai dû chercher qu'une chose, la sim- 
plicité et la rigueur des démonstrations. 
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Me sera-t-il permis de croire qu'avec l’aide si puis- 
sant de M. Cauchy, j'ai fait, sous ce rapport, beau- 
coup plus que ceux qui m'ont précédé? Je n'essayerai 
pas de le démontrer par une comparaison, cependant 
facile, de mes Leçons avec des Traités estimés, celui 
de M. Cournot par exemple. 

Je passe à des considérations plus importantes sur 
la marche que j'ai suivie. 

J'ai cru, avec M. Cauchy, qu'on ne pouvait expli- 
quer nettement la dénomination et le but du Calcul 
intégral, rendre raison de ses notations fondamen- 
tales, et de sa liaison avec le Calcul différentiel, 
qu'en partant de l'intégrale définie, que je considere 
comme la limite vers laquelle converge indéfiniment 
la somme des valeurs infiniment petites que prend 
la différentielle quand on passe par degrés insensibles 
d'une première valeur réelle et finie x,, à une se- 
conde valeur réelle et finie X. J'arrive plus tard à 
l'intégrale indéfinie, dont l'existence est ainsi rigou- 
reusement démontrée, indépendamment des consi- 
dérations géométriques auxquelles on est forcé au- 
trement de recourir. 

M'éloignant ensuite de la marche suivie par 
M. Cauchy, et pour né pas effrayer dès le début, je 
renvoie à la sixième Lecon la recherche plus aride 
et plus difficile des intégrales définies. Les quatre 
Leçons qui précèdent ont pour objet l'exposition 
plus facile des méthodes d'intégration indéfinie. 

Lorsque la fonction sous le signe f cesse d’être 
finie et continue, et quelquefois aussi lorsque les 
limites de l'intégrale deviennent infinies, l'intégrale 
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définie peut devenir infinie ou indéterminée : sou- 
vent cette indétermination n'est qu'apparente, et l'in- 
tégrale n’a, en réalité, qu'une valeur unique et finie : 
souvent, au contraire , l'indétermination est réelle, 
et l'intégrale a une infinité de valeurs ; mais, parmi 
ces valeurs, il en est une plus remarquable que les 
autres, et que M. Cauchy a désignée sous le nom de 
valeur principale : enfin l'intégrale indéfinie, qui est 
en général très-petite lorsque les limites sont très- 
rapprochées, peut, lorsque la fonction sous le signe 
f cesse d'être continue, acquérir une valeur finie, et 
devenir alors ce qu'on appelle une intégrale définie 
singulière. 

Ces particularités importantes font l'objet des 
sixième et septième Leçons. La théorie des intégrales 
singulières est tres-féconde; elle fournit la valeur 
d'un grand nombre d’intégraies qu'il serait difficile 
de calculer autrement ; elle conduit même à des for- 
mules générales propres à la détermination des inté- 
grales définies. | 

Il est encore une autre remarque due à M. Cauchy, 
et qui l'a conduit à des résultats vraiment inattendus. 
Les expressions obtenues par une double intégra- 
tion peuvent différer l'une de l’autre et dépendre 
de l'ordre des intégrations lorsque la fonction de 
deux variables, placée sous le double signe ff, ou ses 
dérivées, cessent d'être finies et continues : la neu- 
vième Leçon apprend à calculer cette différence, 
dans le cas même où la fonction sous le signe ff est 
imaginaire. 

J'ai peine à comprendre que cette remarque im- 


INTRODUCTION. XXXI 


portante soit encore si pes connue, et que tous les 
jours des géomètres exercés se Peomerent d'interver- 
tir l’ordre des intégrations sans s'assurer d'avance 
que cette inversion est possible. Beaucoup de démons- 
trations deviennent par là tout à fait incomplètes. 

Pour habituer les élèves au calcul, et les mieux 
préparer à une étude plus approfondie des intégrales 
multiples, j'ai appliqué les théories qui précèdent à 
la résolution des trois grands problèmes de la recti- 
fication des courbes planes et à double courbure, 
de la quadrature des surfaces planes et courbes, de 
la cubature des solides. J’ai consacré quatre Leçons 
à ces applications fondamentales, que M. Cauchy a 
traitées avec une rare élésance. Une Note intéres- 
sante de M. Tortolini, publiée dans le Gionarle 
arcadico, m'a fourni la matière de la douzième Le- 
con. Le géomètre italien résout avec adresse ce pro- 
blème : Étant donnée la relation qui existe entre 
l’arc d’une certaine courbe-et l’une des coordonnées 
de son extrémité, trouverd'équation de cette courbe. 
J'ai appliqué avec lui sa théorie à quelques exem- 
ples bien choisis, et dans lesquels le calcul s'achève. 

J'ai repris dans la seizième Leçon le problème de 
la quadrature des surfaces et de la cubature des so- 
lides sous un point de vue plus général. Cette mé- 
thode nouvelle, que j'ai rédigée sur des Notes de 
M. Cauchy, donne non-seulement la surface ou le 
volumie compris entre certaines limites, mais toute 
autre quantité assujettie à croître ou à décroitre avec 
cette surface ou ce volume. 

Le résumé complet des travaux des péomètres 
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modernes sur la réduction des intégrales multiples 
commence à la dix-septième Leçon. Comme le pro: 
cédé de réduction le plus fécond repose sur une 
transformation de coordonnées adroitement choi- 
sies, j'ai cru qu'il fallait, pour procéder avec ordre, 
donner d'abord des notions suffisantes sur les syste- 
mes de coordonnées dont les géomètres se sont ser- 
vis avec le plus de bonheur. Je considère en par- 
ticulier celles que M. Lamé a désignées sous le nom 
de coordonnées elliptiques. Dans ce système, un 
point quelconque de l'espace est considéré comme 
l'intersection de trois surfaces du second degré dé- 
pendantes chacune d'un paramètre variable. Ces 
surfaces homofocales jouissent de propriétés re- 
marquables que je rappelle en peu de mots. 

Ces préliminaires posés, il fallait établir la formule 
sénérale à l’aide de laquelle on effectue dans le Cal- 
cul intégral un changement de variables. Une grande 
lacune existait à cet égard dans les Traités même 
complets. Je me suis efforcé de la combler. Aux 
quelques mots que l’on trouvait dans les ouvrages 
connus, J'ai substitué deux méthodes rigoureuses 
empruntées à MM. Cauchy et Catalan : je regrette 
de n'avoir pas pu exposer celle de M. Jacobi, mais 
elle aurait exigé trop de développements. 

J’aborde ensuite directement le problème de la 
transformation où de la réduction des intégrales 
multiples les plus remarquables, en apprenant à re- 
trouver un certain nombre de formules données par 
MM. Cauchy, Poisson, Liouville, Lamé, Lejeune- 
Dirichlet, Chasles, Catalan, Tortolini. 
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Les procédés suivis par MM. Dirichlet et Catalan 
sont surtout remarquables. Le premier de ces gÉO- 
mètres multiplie l'expression qu'il s'agit d'intégrer 
par un facteur dont la valeur soit égale à l'unité dans 
l'étendue que les intégrations doivent embrasser, et 
qui s'évanouisse en dehors de cette étendue. Le se- 
cond s'appuie de considérations géométriques très- 
fines qui lui permettent de substituer, à un élé- 
ment de surface ou de volume difficile à intégrer, 
un autre élément équivalent, mais qui est tel qu’on 
puisse effectuer immédiatement une ou deux intégra- 
tions. Des considérations analytiques fort simples 
étendent cette méthode au cas d'un nombre quelcon- 
que de variables. 

J'avouerai sans peine que je me suis laissé entrai- 
ner par l'originalité de ces recherches, et qu'elles 
occupent une trop grande place dans ces Leçons. 
J'apporterai pour excuse un fait qui est pour moi 
une donnée de l'expérience : on ne peut apprendre 
sérieusement le Calcul intégral qu'en échappant aux 
chemins battus, à la routine des Traités ordinaires, 
pour suivre les maîtres de la science dans les voies 
nouvelles qu'ils parviennent à se frayer. 

La méthode de réduction de M. Dirichlet re- 
pose sur une formule très-féconde donnée d’abord 
par Euler, et que Poisson démontra le premier ri- 
goureusement, en partant de l'intégration d’un sys- 
tème d'équations simultanées. C'était un chemin 
détourné : je n'ai pu me résoudre à renvoyer à la 
seconde partie du Calcul intégral la recherche 
pénible d'une intégrale définie que. j'avais employée 
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dans la première. J'ai mieux aimé analyser deux 
Mémoires de M. Cauchy, très-remarquables et trop 
peu connus, qui ont pour titres : l'un, Mémoire sur 
les intégrales définies, prises entre des limites imagi- 
naires; autre, Recherche dune formule générale 
qui fournit la valeur de la plupart des intégrales 
définies connues, et celles d'un grand nombre d'au- 
tres. On trouvera d’ailleurs, dans cette vingt-unième 
Lecon, et les vraies bases du passage du réel à l’ima- 
ginaire, etun procédé très-ingénieux et très-général, 

qui conduit à la détermination d’une multitude d’in- 
tégralés définies. J'ai donné comme exemple de cette 
méthode la détermination, par la curieuse formule 
de Wallis, du rapport de la circonférence au dia- 
mètre. 

J'arrive ensuite à la seconde partie du Calcul in- 
tégral ou à l'intégration des équations différentielles, 
non sans regretter de n'avoir pas consacré quelques 
Lecons à l'intégration des expressions différentielles 
à plusieurs variables. Marchant sur les traces de tous 
‘les auteurs connus, je n'ai pas assez séparé l'inté- 
gration d'une expression différentielle de l'intégra- 
tion des équations différentielles. La lecture récente 
du grand Traité que M. Raabe, professeur à Zurich, 
publie sous ce titre : Die "0 und Integral 
rechnung mit functionen mehrerer variabeln, m'a 
donné l’idée de quelques Leçons supplémentaires 
que l'on trouvera dans le volume suivant. 

Les Leçons vingt-deuxième, vingt-troisième, vingt- 
quatrième et vingt-cinquième n'offrent rien de bien 
nouveau. ; 
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J'expose dans la vingt-sixième Leçon la méthode 
rigoureuse à l'aide de laquelle M. Cauchy démon- 
tre l'existence d'une valeur propre à vérifier une 
équation différentielle du premier ordre, et ap- 
prend à calculer cette valeur avec un degré d’ap- 
proximation donné-:Cette méthode, qui fut un grand 
pas dans la science, a été imprimée, mais les feuilles 
qui la contenaient n'ont pas été livrées au public; 
elle est par conséquent très-peu connue. | 

Dans la vingt-huitième Leçon j'apprends à déter- 
miner la limite des erreurs que l’on peut commettre 
en calculant par le procédé dont je viens de par- 
ler les intégrales particulières d’une équation diffé- 
rentielle du premier ordre. 

Les solutions singulières ont des caractères spé- 
ciaux à l’aide desquels on peut les déduire immé- - 
diatement, avant l'intégration, de l'équation diffé- 
rentielle donnée, et qu'Euler, Lagrange, Laplace, 
Poisson avaient tour à tour étudiés. Ces grands 
géomètres avaient essayé de démontrer que la pro- 
priété caractéristique des solutions singulières était de 


rendre infini ou indéterminé le coefficient différentiel 
! 


Fe mais cette propriété est moins générale qu'ils ne 
l'avaient cru, et la démonstration qu'ils en avaient 
donnée dépendait de développements en séries dont 
rien ne prouve la convergence: on verra dans la 
vingt-neuvième Leçon comment M. Cauchy est par- 
venu à définir rigoureusement le caractère propre des 
solutions singulières, et à les séparer des intégrales 
particulières. 

En outre de la formule de Riccati, j'ai donné 


Co 
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comme applications, dans la trente-unième Lecon, 
l'intégration de l'équation 


(A + A'x + A"y)(xdy — ydx) — (B + B'x + B’y)dy 
— (C+ Cr +C'y)dr = 0, 


traitée récemment par M. Jacoby; et celle de l’é- 
quation 
dx D 
Var + a, 2x3 + a,x? + a3x + a; 
Je dy 
Var tan +a, y + a3ÿ Ta 


que j'intègre par diverses méthodes. 

La trente-deuxième Leçon a pour objet l'inté- 
oration des différentielles totales du premier or- 
dre, renfermant un nombre quelconque de varia- 
bles. On y trouvera une transformation élégante 
de l'expression Xdx + Ydy + Zdz, transforma- 
tion à l’aide de laquelle on met immédiatement en 
évidence le cas où ce trinôme est une différentielle 
exacte. 

J'étends, dans la trente-troisième Leçon, à un sys- 
tème de 7 équations simultanées du premier ordre, à 
n + 1 différentielles, ou à 7 dérivées, la méthode ri- 
goureuse d'intégration déjà appliquée, dans la vingt- 
septième Leçon, à l'intégration d’une équation du 
premier ordre à deux variables. Cette Lecon de 
M. Cauchy, entièrement inédite, me semble tout à 
fait remarquable par son élégante simplicité. 

C'est un fait digne d'attention qu'on‘n’arrive, dans 
le Calcul intégral, à résoudre les grandes difficultés 
quen faisant entrer immédiatement dans le calcul 
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les valeurs particulières correspondantes des incon- 
nues primitives, et des inconnues nouvelles, ou, ce 
qui revient au même, en remplaçant d'avance les 
constantes arbitraires que doit introduire l'intégra- 
tion par les valeurs particulières des variables et de 
leurs dérivées. 

On remarquera dans la trente-quatrième Leçon, 
qui traite de l'intégration des équations linéaires si- 
multanées du premier ordre, la méthode simple par 
laquelle on complète l'intégrale, dans le cas où l'é- 
quation que M. Cauchy appelle l'équation caracté- 
ristique, et dont les 7 racines conduisent aux n in- 
tégrales cherchées, offre des racines égales. 

J'ai cru qu'en traitant de l'intégration d'une équa- 
tion différentielle d'ordre quelconque, je ne pouvais 
me dispenser d'établir, d'une manière rigoureuse, 
les conditions d’intégrabilité de l'expression diffé- 
rentielle d'ordre n, F(x, y, D,7,..., D'r). Lexell, 
Lagrange, Poisson semblent avoir ignoré qu Euler 
avait établi non-seulement que la condition 
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était nécessaire, mais encore qu'elle était suffisante. 
Les méthodes par lesquelles Lagrange, Poisson et 
M. Bertrand ontessayé de démontrer la formule d'Eu- 
ler, indépendamment du calcul des variations, ne 
sont pas pleinement rigoureuses; celle que jai sui- 
vie dans ces Lecons ma été communiquée par 
M. Jacques Binet; elle est à l'abri de toute objec- 
tion sérieuse. 

Je recommande, comme plus dignes d'attention, 
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les deux Leçons suivantes, quitraitent des propriétés 
générales des équations linéaires de l’ordre n, à coef- 
ficients variables ou constants, avec ou sans second 
membre. Il me semble que j'ai résumé avec clarté 
tout ce que l'on a écrit sur ce sujet. J'ai exposé avec 
soin toutes les méthodes, persuadé que c'était une 
occasion favorable pour initier les élèves à la ma- 
nière des divers géomètres, et aux ressources si mul: 
tipliées de l'analyse. M. Liouville, dans le deuxième 
volume de son Journal, a revendiqué pour d’Alem- 
bert la gloire du procédé d'intégration que M. Li- 
bri s'était attribué, et qui repose sur cette propriété 
fondamentale: Si l'on connaît rm intégrales particu- 
lières de l'équation différentielle linéaire sans se- 
cond membre, on pourra toujours ramener l'inté- 
gration de l'équation avec second membre à l'inté- 
gration d'une nouvelle équation linéaire d'ordre 
n—m. Je nai pas été peu surpris de retrouver 
dans un auteur trop peu connu, Dubourguet, toute 
cette théorie, et jusqu'à la formule par laquelle 
on exprime, au moyen d'une intégrale multiple, l'in- 
tégrale générale de l'équation différentielle linéaire 
avec second membre, en fonction des n intégrales 
particulières de l'équation sans second membre. 

Dans la trente-huitième Leçon, qui a pour titre : 
Intégration de quelques équations linéaires de l'or- 
dre n, à coefficients variables, je signalerai surtout 
la méthode d'intégration de l'équation 


)? a Ë 
D,2 — ax" z = 0, 


ou de l'équation de Riccati, à l’aide d’une intégrale 
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définie, méthode que M. Wantzel a communiquée 
récemment comme nouvelle à l'Académie des Scien- 
ces, et que j'ai trouvée dans l'excellente rédaction des 
Lecons de M. Cauchy que fit, en 1817, M. Bugnot, 
actuellement sous-inspecteur des études à l'École 
Polytechnique. 

Le procédé par lequel M. Lobatto intègre les 
deux équations 

D;:y7 —zxy —=0, Dir + abx"y —o, 
est aussi fort instructif. 

Enfin, pour rendre plus sensibles les théories que 
J'ai exposées, pour familiariser avec les artifices de 
calcul par lesquels on est obligé de suppléer sans 
cesse à l'imperfection des théories générales, pour 
montrer l'immense parti qu'on peut tirer de trans- 
formations habilement devinées, pour mieux faire 
connaître l'état actuel de la science, j'ai cru néces- 
saire de passer en revue rapidement les diverses 
classes d'équations que les géomètres sont parvenus 
à intégrer directement ou à l'aide de procédés plus 
ou moins détournés. 

On remarquera, parmi ces applications, l'intégra- 
tion du système suivant d'équations du second ordre 


Dx= D,R, | D'y=DR,4 Diz=D.R,.…, 


à laquelle M. Binet est parvenu par des considéra- 
tions très-ingénieuses. 

On a vu, dans ce qui précède, comment on pou- 
vait ramener l'intégration d'une équation différen- 
tielle de l'ordre n à l'intégration de 7 équations si- 
multanées du premier ordre. Je montre dans la 
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trente-neuvième Leçon comment, au contraire, on 
peut ramener l'intégration d'un système de #7 équa- 
tions simultanées du premier ordre à celle d'une 
seule équation de l'ordre n. 

Lorsqu'aucune des méthodes par lesquelles nous 
avons appris jusqu ici à intégrer les équations diffé- 
rentielles ne réussit, on est forcé de recourir à l’in- 
tépration par série. J'expose sous toutes les formes 
qu'on lui a données cette nouvelle méthode, qui ne 
doit être employée qu'avec beaucoup de réserve. 

Quelques considérations sur les solutions singu- 
lières des équations d'ordre quelconque remplissent 
les dernières pages de la trente-neuvième Lecon. 

L'intégration par approximation des équations dif- 
férentielles est illusoire tant qu'on ne fournit aucun 
moyen de s'assurer, comme nous l'avons fait dans la 
vingt-septième et la trente-troisième Lecon, que les 
valeurs obtenues sont convergentes, ou que les li- 
mites dont elles s'approchent indéfiniment sont des 
fonctions propres à vérifier les équations différen- 
tielles données. La méthode que j'ai alors exposée est 
rigoureuse, et ne laisse rien à désirer sous le rapport 
de la théorie; je l'ai d'ailleurs étendue à un système 
d'équations différentielles d'ordre quelconque dont 
on peut ramener l'intégration à celle d'équations dif- 
férentielles simultanées du premier ordre. M. Cau- 
chy a depuis fait connaître un nouveau procédé d’in- 
tégration par série qui, sous le rapport pratique, et 
sous d’autres points de vue, présente de nombreux 
avantages. Lorsqu'iln'est pas possible d'obtenir les in- 
tégrales en termes finis, cette belle méthode permet 
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du moins de démontrer rigoureusement l'existence 
des intégrales générales, et de les calculer avec une 
approximation aussi grande que l’on veut, parce 
qu'elle fournit et les conditions sous lesquelles les 
séries qui représentent ces intégrales restent conver- 
gentes, et des limites supérieures aux erreurs que 
l’on commet en conservant seulement dans chaque 
série ses z premiers termes. 

C'est jusqu'ici le dernier mot de la science sur l'in- 
tégration des équations différentielles; je me suis 
arrêté là. 

Deux Notes seulement complètent ce volume : 
l'une, de M. Cauchy, rendra plus facile le calcul 
des maxima maximorum; l'autre, de M. Liouville, 
a pour objet de montrer comment, en suivant 
une indication très-remarquable, donnée autrefois 
par Poisson, et développée depuis par M. Jacoby, 
on peut, dans un grand nombre de cas, déduire les 
unes des autres les intégrales d'un système d'équa- 
tions différentielles données. 

Voilà l'aperçu complet de ce second volume; 
jaime à croire qu'on le trouvera bien rempli: il ré- 
sume près de 500 feuilles in-/°. 

Je né dirai rien des notations que j'ai employées; 
j'ai voulu qu'elles ne fatisassent pas l'œil, qu'elles 
fussent toujours simples et significatives par elles- 
mêmes; Je crois avoir atteint ce but. 

On se persuade trop souvent que la rédaction 
devient plus concise et plus claire quand on donne 
presque à chaque équation son numéro; je suis 
convaincu que c'est une erreur; on ne lit pas des 
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Mémoires ainsi rédigés: j'ai suivi une marche tout 
opposée. Je n'ai désigné par des chiffres ou par des 
lettres qu'un très-petit nombre d'équations fonda- 
mentales. J’ai pu ainsi réduire à deux feuilles in-8° 
des Mémoires de sept à huit feuilles in-4”, qui ren- 
fermaient plus de deux cents équations numérotées. 
J'ai substitué le plus souvent aux numéros les let- 
tres initiales des mots qui caractérisent les équa- 
tions: ainsi, (D) représente, pour moi, les équations 
données, (1) l'intégrale, (C) l'équation caractéris- 
tique ou de condition, (E) l'erreur commise, [E(?] 
cette même erreur, lorsque dans la série qui donne 
le développement de l’une quelconque des z variables 
indépendantes, liées à la variable indépendante par 
un système de z équations du premier ordre, on 
prend seulement les n premiers termes, etc. 

Il est dans le Calcul intégral, un principe qu'on 
doit appeler fondamental : il consiste en ce que l'in- 
tégrale définie est égale à la différence entre les li- 
mites multipliées par une valeur moyenne de la fonc- 
tion sous le signe f. Ce principe, et un grand nombre 
de résultats importants, reposent sur l'emploi si fé- 
cond du théorème suivant : Si &, &', «”’,... sont des 
quantités de même signe, la somme 
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sera égale au produit de la somme & + & + &” +... 
des quantités de même signe, par une quantité 
moyenne entre les coefficients a, a!, a”,..., Ce théo- 
réme est lui-même un cas particulier de la proposi- 
tion plus générale que je vais démontrer. 
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Si b, b!, b”,.. sont des quantités de même signe , le 
quotient que l’on obtient en divisant la somme des 


a 4 


numérateurs des fractions 7 . Gr. par la somme 
de leurs dénominateurs, est une moyenne entre ces 
mêmes fractions, c'est-à-dire une quantité plus 
grande que la plus petite d'entre elles, plus petite 
que la plus grande. 

Désignons en effet par g la plus grande de ces. frac- 
tions, et par pla plus petite, on aura 


GP QU RP EP 
cr IR HE es QUE 


et, par suite: si D, D’, b”,... sont positifs, 


a  6P a 2 bP a" vP 
LE he bre. CES 
>(b+b + bT+...)p 
/ " ; 
a+a <a RE NBA b" +...) 
a+a in 2. pp. 


ee 


DELL Le) 
si D, b', b',... sont négatifs, 


pe (4 <CGp re OR 
ile Vogel be 
; F <{b + bd + b" + +...)p 
a+ a + Late 
et, C2. HI AUERARE 
a+a+a +... Xp. 
bDHb+H DH... Le 


Corollaire.Si &,a', &”,... sont, ainsi que b, b’, b”..., 
des quantités de même signe, les dénominateurs des 
fractions 


a& a'd& 4047 


bac TANT 111) b'a 72077 Re 
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seront encore des quantités de même signe; on aura 
donc 

au + d'e + aa" +... >p 

ba + ble + ba +, Lg 
Dès lors, si l’on pose 


14 Mes TE AT nd à 


p sera la plus petite et g la plus grande des quanti 
tés a, a', a’,..., et, en désignant par la notation 
M.(a, a’, a”,...)une moyenne entre ces quantités, 
on aura 

au + ax + ae" +... —=(a+ a + ae"..) M.(a, a, a",.….) 


Une remarque encore, et j'ai fini. J'ai admis, sans 
le démontrer, comme une conséquence évidente de 
l'équation 

f(x) —f(&o) = (x — &o)f [ro + (x — Lo) |; 
qui est fondamentale dans le Calcul différentiel , que 
toute fonction f(x), dont la dérivée f'(æx) est con- 
stamment nuiîle, est nécessairement une constante; 
et, en effet, si f” (x) est toujours nulle, on aura 


Sr + ba) ] of (E) =) —='e. 


J'ajoute que la constante c est tout à fait arbitraire, 
et que si l’on permet à la fonction f(x) d'offrir des 
solutions de continuité correspondantes à diverses 
valeurs de x, il ne sera pas nécessaire qu'elle con- 
serve la même valeur depuis æ — — « jusquà 
æ— +. On pourra demander qu’elle demeure 
constante seulement entre deux termes consécutifs 
de la suite | | 
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en prenant tour à tour les valeurs c,, c,, c,,...,c,. 
Si l'on convient, avec M. Cauchy, de désigner tou- 
jours par la notation Va? la racine positive, c’est-à- 
dire +a ou —a, suivant que a est positif ou négatif, 
la fonction f(x) qui satisfera aux conditions énon- 
cées ci-dessus sera évidemment donnée par l’équa- 
tion suivante : 


daube Ain Mr T'— Li 
2 2 V/x PA x) à 
Co Star Cr ZT Po L Cm CE Cn—x di Tm 


-- AT Fi a ee —————— DU CPE R ETEr < 


S\x) = 


En effet, la fonction f (x) ainsi déterminée sera con- 
stamment égale à c, entre les limites x — — , 
x = ma cdentre les hmités Mer" xx... 
et enfin à c,, entre les limites x =x,,, x = ce. 

En terminant cette introduction, je conjure de 
nouveau les géomètres dont j'ai analysé les travaux 
de ne pas m'en vouloir si je ne leur ai pas assez rendu 
justice, si Je n'ai pas mis assez en relief ce qui leur 
appartient ; J'ai cru, Je le répète, ne pouvoir m'ac- 
quitter dignement de cette dette d'honneur et de re- 
connaissance que par la Fable analytique qui fera 
partie de mon troisième et dernier volume. 

Plus de dix feuilles de ce volume sont déjà impri- 
mées, et Jai la certitude quil paraîtra longtemps 
avant la fin de cette année. 


Paris, 15 avril 1844. 
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lignes 3et 11, au lieu de —f(x), lisez — f(x) dr. 
ligne 13, au lieu de ax + bo—=x; a&o = 1, bo = 0, 
lisez apt+bo—=1, 40—=0, bo = 1. 
: ; ax + b , ax + b, 
ligne O, au lieu de ax, + b? lisez PES ‘ 
ligne 12, aulieude cosMx, lisez cos'x, 
ligne 6, aulieude ÆHil({), lisez Æitil(s). 


+ co + f(x) 
ligne 21, au lieu de re 7 (F)42, lisez Lure dx. 


: T | T 
ligne 3, au lieu de nn lisez + —, 


4 
I 
lignes 17 et 20, au lieu de f. gai (r — xW—1dx, 


, 1 
lisez 1 xb—1 (1 — x)2—1 dx. 
OR 
ligne 12, ‘au lieude x —0o; lisez x — x. 
ligne, 16,Waulieude. x = x, isés xp —= 0. 

2 ; 1 . Un 
ligne 9, aulieude (1—e):, lisez (1—e) 3. 
lisn6Mt6, Mau lieudet rx, : lisez = 7. 
ligne", 2, saulieu de x—o, lises 7 —0. 

. | Ta 
ligne 7, aulieude — a, lisez — ne 
È r : fie 
de” de’ dead 
ligne 1, au lieude x, —0, lisez x = 4. 


ligne 3, au lieu de 


, . a . 
ligne 9, au lieu de “ lisez TE 


ligne 2, au lieude rcosucos®, lisez rsinucosé. 
ligne 8, au lieu de D; zdz, lisez Dyzdé. 

Nr lisez 
D, — é D, a. 
ligne 2, au lieu de sinucos8, lisez sinu cos u. 
lignes 1ret15, au lieu de mnpq, lisez m°n°p°q*. 
ligne 3, aulieude hky, lisez gi. 


NN —5ÿ 


ligne 12, au lieu de d£ dn dé... 
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Page 250, ligne 25, au lieu de z2—rsinusin6, lisez z—rcosusiné. 
Page 254, ligne 9, aulieude F(m)E{n), lisez F(m)F(n). 
_ Page 260, ligne 11, au lieude (1+ ax + 67 + 3z +...) 
lisez (1+ «x + C7 + 923 +...)4. 
Id., ligne 17 aulieu de de chacune des constantes, 
lisez de la somme des constantes. 
Page 268, ligne 4, au lieude kr, lisez Lx. 


L n _a (b? —c°) 
Page 259, ligne 4, aulieude K? — Ms à (a —c)? 
2 2 2 2 
à # __ LAS & # (b RG ) 
lisez °K7—= TA is (ec) rc 
m 


Î 


Id., k ligne 13, aulieude S$ È JR lisez s=a ff: 


Page 280, lignes 4etS8, au lieu de mn, lisez ab. 
Page 292, ligne 3, aulieude T(y), lisez T(k). 


Ah de 
Page 300, ligne 17, au lieu de hôaze) 
V’D,D,D, 
I NE 
d'2 7 ( Va) DREUX ot Un 
lisez LPO ue NA nn LE PE V/(E — a)(k2 — D?)(k2 — c?).… 


VD,D,D,. r(i+2) 
Page 307, ligne 3, au lieu de Uet Vie lisez » Ux, Va. 
Page 309, ligne 15, au lieu de r—0, lisez r — b, sib est positif. 
Page 317, ligne 10, au lieu de dans cette hypothèse, 
lisez dans cette hypothèse, et si F, — o. 

: œ@ oo 

Page 3:8, ligne 29, au lieu de f , lisez “h : 
À (e>] Le) 


CALCUL INTÉGRAL. 


PREMIÈRE PARTIE. 


INTÉGRATION DES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES EXPLICITES. 
— APPLICATIONS ANALYTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES. 


PREMIÈRE LECON. 


Définitions. — Intégrales définies on indéfinies. 


1. Le Calcul intégral est l'inverse du Calcul différen- 
tiel: on peut dire qu’il a pour objet principal de trouver 
la fonction qui, étant diflérentiée, reproduise une diffé- 
rentielle donnée , ou d'apprendre à revenir, des différen- 
tielles et des dérivées, aux fonctions qui leur ont donné 
naissance, ou aux fonctions primitives. 

2. La différentielle f(x)dx d’une fonction continue 
F(x) étant égale quand elle est continue et infiniment 
petite à l'accroissement de la fonction, on en conclut im- 
médiatement que si l’on fait la somme des valeurs infini- 
ment petites que prend cette différentielle quand on passe 
par degrés insensibles dx d’une première valeur réelle et 
finie x, à une seconde valeur réelle et finie X, la somme 
de ces valeurs représentera nécessairement la somme des 
accroissements que prend la fonction F(x) en passant 
de la valeur F(x,) à la valeur F(X),et sera par consé- 
quent égale à l’accroissement total F(X) — F(x,) de 
cette même fonction. On aura donc, à une constante près 
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— F(x,), la valeur de la fonction F (x) correspondante 
à une valeur réelle quelconque X, en faisant, à partir de 
%,, la somme des valeurs infiniment petites de la diffé- 
rentielle f(x)dx. Cette proposition fondamentale, dont 
la vérité ressortira, plus pleinement des considérations 
suivantes, a fait donner à la fonction primitive F(x) le 
nom de somme ou d'intégrale, ei le nom de Calcul inté- 
gral à l’ensemble des méthodes par lesquelles on revient 
de\la différentielle f(x)dx à la fonction primitive F(x) 
ou à certaines valeurs définies de cette fonction. - 


3. THéorkme 1°. Soit f(x) une fonction continue 
entre les limites x,, X; supposons que l’on divise l’in- 
tervalle X — x, en 7 intervalles x, — x,, x: — x,...., 
Ln — Xn1 =X— X,_1, et quon multiplie chaque élé- 
ment par la valeur de la fonction correspondante à l’o- 
rigine de cet élément, savoir, x; —x, par f (x), Xa—% 
par F(xi),..., X — x, par f(x, 1), la somme, ainsi 
obtenue , à 


S (ri — Lo) F(ro) + (tr — 2%) fr) + HR an) an) 
aura une valeur finie qui, d’après un théorème connu, 
sera égale au produit de la somme X — x, des quantités 
de même signe %i—%, Lo — Xy,..., X 7,14, par une 
valeur de f(x) moyenne entre les coefficients f (x,), 
Fais f (nes). 

Scolie 1°". Ces coefficients étant des valetirs particu- 
lières de l'expression f[x, + 8(X — x,)] qui correspon- 
dent à des valeurs de 9 comprises entre o et l'unité, la 
moyenne sera aussi une expression de même forme, et 
l’on aura ” 


SX = xt EUX x) 


Scolie 2€, $i l’on supposait tous les éléments de la 
différence X — x, réduits à un seul qui serait cette diffé- 
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rence elle-même, on aurait simplement 


=(X — x) ft , 
de sorte que pour passer de ce dernier cas au précédent, 
il suffit de remplacer f(x,) par une expression dela forme 


[to + 9(X — x)]. 


4. Taéonème 9°. La valeur de S dépend générale- 
ment du nombre et de la valeur des éléments x; — x,, 
Laisse, X—%,_1, et par conséquent du mode de divi- 
sion adopté ; mais si les valeurs numériques des éléments 
deviennent très petites, et leur nombre très considérable, 
le mode de division n’aura plus sur la valeur de S qu'une 
influence insensible. 

Démonstration : Supposons d’abord que le second 
mode de division soit une subdivision du premier, ou ré- 
sulte de la subdivision des éléments x, —x,, xo—%, ... 
du premier. Dans ce cas, les diflérents termes de S 


(Xr — Lo) f (os - (t — 21) F (a), …. (X — gas) À (trs 
seront remplacés respectivement (n° 3) par 


Ga) f Ent (em) (a, —20)[ (0) + «ls 
(ee) f let (ea) = (ea) LU) + a]... 3 

(KR — Zn) f [tn 10 (X—t5) X— ni) f (Zn) H£n e À 
Eos 1-4. En_1 Étant des quantités qui s’évanouissent avec 
les différences x, — x,, Xe — %1,...,X — x, 15 S de- 
viendra donc 


S'— (2, — 2) f(re) + (23 2) (cs) +.. HR — 21) (ns) 
Did) 10 (Lo — dr) 55 + Nr r) en SX —to)'s 


€ étant une moyenne entre €, £1e«- En19 Et par con- 
séquent une quantité très petite elle-même lorsque les 
intervalles x, —%x,, x; — x,,...., sont très petits, et qui 
s’'évanouit avec cés intervalles. Il est donc vrai qu'on 
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n’alière pas sensiblement la valeur de S quand on passé 
à un second mode de division dans lequel chacun des élé- 
ments déjà très petits du premier se trouve subdivisé en 
plusieurs autres. Si le second mode de division n'était 
pas une subdivision du premier, on les comparerait l’un 
et l’autre à un troisième formé de leur réunion, ou 
tellement choisi que chacun de leurs élémenis se trouve 
formé par la réunion de plusieurs éléments du troisième. 
C’est ce qui aura lieu si toutes les valeursde x, x, x2,.….., 
Xh_19 interposées dans les deux premiers modes entre 
les limites x,, X, sont employées dans le troisième. 
Dès-lors, la valeur de S restant sensiblement la même 
quand on passe du premier mode ou du second au troi- 
sième, ne changera pas non plus en passant du premier 
au second. : 

9. Scolie 1°’. Lorsque les éléments de la différence 
X— x, deviennent infiniment petits, le mode de division 
n’a donc plus sur la valeur de S qu’une influence insen- 
sible, et par conséquent si l’on fait décroître les valeurs 
numériques de ces éléments en augmentant leur nom- 
bre, la valeur de S finira par être sensiblement cons- 
tante, où, en d’autres termes, finira par atteindre une 
certaine limite qui dépendra uniquement de la forme de 
la fonction f (x) et des valeurs extrêmes x,, X attribuées 


à la variable x. Cette limite est, par rapport à la fonc- 


tion f(x), ce qu'on appelle une zntégrale définie prise 
entre les limites x,, X. 

6. Scolie 2i°%e, Chacun des termes de S ou de l'intégrale 
définie est une valeur particulière du produit 


f (x)dx — hf(x), 
dont on les déduit en posant tour à tour 
Lo Ti D LT, he 05 x 2 Sel ed 


de sorte que l’intégrale définié est réellement la limite de 


” 
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la somme des valeurs que prend la différentielle entre les 
limites x,, X; ce qui conduit à la désigner par la notation : 


°X 
J f (x) dx ; on a donc 


[76 dæ= lim.{ (x, — Lo) f (Lo) + (x; — Xi) f(2:)+ frs +(X — ne A (TETE 
= (X — 0) fre +0 (X — %)]. 


X 
7. Si dans l’intégrale définie J f(x) dx, on fait va- 


rier les deux limites, ou seulement l’une des deux, par 
exemple X , l'intégrale variera elle-même, et si l’on rem- 

: place la limite X, devenue variable, par x, on obtiendra 
pour résultat une nouvelle fonction F'(x) de x, détermi- 
née par l'équation 


x 


F(x) = : f(a)dx = (x — 20) f [to + 0 (x — Xo)], 


qui, par conséquent, s’évanouira pour Æ — %,, et sera 
continue en même temps que f(x). Nous savons d’ailleurs, 
par le Calcul différentiel, que, (x) étant la dérivée de 
F(x), on a, puisque F (x,) = 0, 


Fix) = (2 — %o) F' [to + 0 (2 — &o)]; 
on aura donc aussi 
F'[x, +0 (x — x)] = ffre 40 (x — %o) |, 
d’où l’on tirera, en faisant x = x, 
F'(%o) = f(%o), 
et puisque x, est quelconque, 
Re oi 


de sorte que l'intégrale | ; f (x) dx = F(x), considérée 
VAS 
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comme fonction de x, a pour dérivée la fonction f(x) 
renfermée sous le signe f', ce qui entraîne l’équation 


a [° flot = f(x). 


8. Si l’on désigne par F (x) la valeur générale de la 
fonction qui aura pour différentielle f (x) dx, ou la valeur 
propre à vérifier l'équation 


dE (x) =f(x) dx, 


F(x) sera nécessairement de la forme 
: 4x 
F(x)+ C= |] f(x) dx + C, 
To 


C désignant une constante arbitraire indépendante de x ; 
car la fonction F(x) a elle-même pour différentielle f (x), 
et l’on sait que deux fonctions qui ont la même différen- 
tielle ne peuvent différer que par une quantité constante. 
L’équation 


F{2) = F (x) + C 
donne , quand on y faitx — x,, 
F(to) = Ft) + C, 
d’où, puisque F(x,) = 0, 
F(z)=C; (x) = F(x)+F(x), 
F(e)= [ !Ae)de = K(2) — F(&0) 
[rte = F(x) — rx) 


‘L'intégrale définie de f (x) dx, prise entre les limites 
Zoe X, est donc bien réellement la différence des valeurs 
que prend pour x = x,, et x — X la fonction qui a pour 


différentielle f (x) dx. 
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9. La fonction F(x) qui, différentiée, reproduirait 
f(x) dx,et qui comprend, comme cas particulier, l'in- 


tégrale définie F(x) — © f(&)dx que l’on en déduit 


en faisant C — o, reçoit le nom d’intégrale indéfinie et 
est représentée dans le calcul intégral par la simple no- 


tation J f(x)dx, de sorte que la valeur générale de y, 
propre à vérifier l’équation 
dy — f(x) dx , 
est donnée par l'équation 
r= ffoés [2 fade +0, 
” Xo 


et l’on a identiquement 
d [4 (x) dés (x) dx. 


Les deux signes d et f° qui indiquent l’un la difléren- 
tiation, l’autre l'intégration, s’annullent donc ou se neu- 
tralisent , et l’on aura toujours 


fa = u + C; à fx = (Ut. 


10. Intégrer simplement une différentielle donnée 
f(x)dx, c'est chercher l'intégrale indéfinie F(x); 
intégrer à partir de x,, c’est prendre l'intégrale défi- 


nieF (x) — fe J (x)dx = F(x) — F(x,), que l’on 


obtient facilement en retranchant de l’intégrale indéfinie 
ce qu'elle devient pour x = x, Enfin, intégrer entre deux 
limites données x,, X, c’est prendre l'intégrale définie 


x 
[ J(x)dx qui est égale à la différence des valeurs de 
Lo 
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l'intégrale indéfinie correspondantes à x =x,, etx =X. 


11. Il suffit de connaître une valeur particulière F(x) 
de y, propre à satisfaire à l'équation dy = f (x)dx, pour 


en déduire immédiatement l'intégrale indéfinie 


ff dx =» (a) + C, 
et les deux intégrales définies 


ax 3X 
1 F(@)da =» (2) — + (0), f(x)dx =x(X)— r(x), 
ee” Lo Lo 

mais seulement dans le cas où, comme nous l’avons sup- 
posé, les fonctions f(x) et Fr (x) restent continues entre 


les limites de ces deux intégrales. 
dx 


I + x? 
prenant y — arc tangx, et dès-lors, puisque les deux fonc- 


Exemple : On vérifie l'équation dy — en 


tions arc tangx, restent continues entre les li- 
I 


x? ? 


mites X — — ®, Æ — + œ, On aura 
dx , use :L 
——— = arc tangz + C, HÉRIE arc dansé, 
1 + x? o 1+x 4 


La dr A ane 
h ea EN? TON 


12. L'existence de l'intégrale définie 


F(X) PRIE dr, 


si l’on pouvait la calculer sans donner à X une valeur 
particulière, entraînerait immédiatement l’existence de 
l'intégrale indéfinie que l’on en déduirait en changeant 
X en x et ajoutant à F(x) une constante arbitraire C. 
Or, quoiqu'on ne puisse pas toujours la calculer exac- 
tement, l'intégrale définie existe réellement; elle est la 
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limite finie de la somme 
S— (2:—%0)/ (to) + (T3 — 25) f (er) + HR dns) F(Æn x), 


limite dont on peut approcher indéfiniment et autant 
que l’on voudra en multipliant suffisamment le nombre 
des intervalles x;—x,, X:—%,...,ou en les rendant assez 
petits. ILest donc vrai aussi que l'intégrale indéfinie existe, 
ou qu'il y a toujours une valeur de y propre à satisfaire 
à l'équation dy = f (x) dx. 

15. On peut démontrer géométriquement l'existence 
de l'intégrale définie et par suite de l’intégrale indéfinie. 
En effet, si f(x) dx est la différentielle proposée, et que 
l’on conçoive la courbe dont l'équation seraity — f(x), 
l’aire comprise entre deux ordonnées y,, y de cette 
courbe, correspondantes aux abscisses x,, x, estune fonc- 
ion réelle F(x) de x; or on a démontré dans le Calcul 
différentiel que la dérivée de cette aire, prise par rap- 
port à l’abscisse variable x, est la fonction f(x) qui ex- 
prime l’ordonnée de la courbe. Il existe donc toujours 
une fonction F (x) dont la différentielle est f (x) dx. 

14. Réciproquement, dès qu’on connaît l'intégrale in- 
définie, on obtient immédiatement, et par une règle très 


X 
simple , l'intégrale définie quelconque à f(x) dx, ainsi 


que nous l’avons prouvé; et comme d’ailleurs la recher- 
che des intégrales indéfinies est plus sûre et plus facile, il 
est naturel de faire de cette recherche l’objet premier et 
principal du Calcul intégral. 


as Q eae— — 
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Intégrales indéfinies. — Méthodes d'intégration : immédiate, par substitu- 
tion, par décomposition et par parties. 


15. Par cela même que le Calcul intégral est l'inverse 
du Calcul différentiel, et qu’une opération quelconque 
donne naissance à une opération inverse, chacun des 
théorèmes du calcul différentiel aura son correspondant 
dans le calcul intégral. Ainsi, en partant de la définition 
de l'intégrale indéfinie, on tirera des équations connues 
d.au= adu, 

d'(u How... )=du E dtdwE...=(u+v+w.……)dx, 
d(auE be How E...)— adu E bd E cdw Æ..., 


d(u +oV—i)= du + WV —1, d(uv)—=-uds +vdu, 


1°. fadu = à [du ; 


on peut donc intégrer sans avoir égard à la constante qui 
reste simplement en facteur. 


20, ftukow£cte.)ar = fudrt | vdx Et lwdzx x etc. 


L'intégrale de la somme ou de la différence est donc égale 
à la somme ou à la différence des intégrales. 


ge. f(au+ bo Ecw etc.) dx = a fudeÆb [vd te fwdx tete. ; 
k 


ge. fe Ho) dr = | ude E WA [vds ; 


5°. uv + C= fluo + [vd = fuw'ds + fou'as, 
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ou , plus simplement, 
0 == Judo + f vdu, 


la constante C pouvant être censée comprise dans les in- 
tégrales du second membre. 


16. Lorsque dans l'expression à intégrer f(x) dx on 
reconnaît la différentielle exacte d’une fonction déter- 
minée F (x), il suffit d'ajouter à cette fonction une cons- 
tante arbitraire pour obtenir immédiatement l'intégrale 
indéfinie demandée. 


Exemple : 

? ] a gats 
fadr=ar+c; fa+i)edr=att+0c; Je — +C; 
feu +0: HA 0 

2 æ x 


dx 
+ — — C; 
IE a ic teneet fi ke oV/x + 
dx + 
fe dE 
dx à w 
= arc sinx + C= —— arc cos x + C; 


V/1— x: 2 


 — dx È 
ne AC COST C; 
z 


Jet «+0 faiade = a +0; agde = + C: 


dx 
<= arc tang x +-C ; 


foosade = sinx +, fsinade = — cosx + C; 
de NA | 
j : = tangx +C, == cote + c 
COS? x sin? x 


Dans toutes les formules qui précèdent on peut, en rem- 
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plaçant x par une fonction quelconque de cette variable, 
z = (x), obtenir de nouvelles intégrales plus générales 
que les premières. 


Exemples : 


Jet" d.@(x) = fera= LA reEE C; 


fé (æ) d.g(x) = edz — e? (æ) + C. 


ant: 

Le second membre de la formule fx" dx — El C 
m +1 

semble devenir infini pour m——1; mais comme on 


peut l'écrire sous la forme 


am ts — am +: 
BOT, 
fe x MTS + C, 


il devient réellement indéterminé ; on obtient sa véri- 
table valeur en prenant le rapport x"+'1x — a"#'la 
des dérivées du numérateur et du dénominateur, et y 
faisant m — — 1, ce qui donne 


1 Er Kibes [== 1x — la + C=ilrx +cC, 


comme on le sait à priori. 
417. Concevons qu'à la variable x on substitue une 


autre variable z liée à la première par une équation 
z=—(x), on en tirera 


x = x(z),. dr = x" (:)dz, 
Fla)de= f [x(2)] x/(2) de — F(z) de, L Fla)de = fr (ds. 


Or il arrive souvent qu’en choisissant convenablement la 
fonction p(x), on puisse trouver facilement l'intégrale 
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f(z)deF(z)dz; dès-lors l'intégrale cherchée J J (x)dx 


sera elle-même complétement déterminée, car on aura 


free [ro = 1e + 0 = rio(e)1+ 0 


FE xemples : En posant tour à tour 


TL 
Een 2 HE à 2, L'441= 23, ST Lerat 
a 
Se, es 2,100 2, 


et faisant 


fra =; f(2)) 


on trouvera | 
ffe+ ads = froa= f(x + a) + C; 
friasdds = sé 2 ff 2) di = É(az) + C; 
CE) à = a [# =n(s)e 
fre +e)é = fruit +e)+ 0 
fe fe)de= À free = Lé(a)+ G 
froaz froë=tta+c 
fet:)d= fre di = f(e*) + C; 
fcosz f(sin x) de — fe ds = f (sin x) + C; 


fina (cos s)dr= = ff) dz = — f(cos x) + C; 
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ainsi 
dx ’d I 
J De = l(e— a) + C= (x 4) +0; 
TX — «4 Z 2 \ 
f. dx la az I C- 
x — à)" am (mie as À < 
dx I dz ï 
Les == arctang (ée) + 6: 
f dx — dz Ha ns æ c: 
HAN FRS DB 7 
* xdx dz 
Je =: Jf=né+erre; 


dz 


ERTArS I ——— 
————— —= — —__—=V/m+a +C; 
LE 2 L/z : 
è (A 4 

feras = — = feë= +0; 

a 

: I I 

Jesse = — À fade = = ee +0; 
; a a 


+ I ; 
fees (ax)dx — = fes zdz = = sin ax + C; 


fsin(azar=" : fs zdz — —c0s ax + C; 
fe nt 4 ben TUE 
| *d 
[5 LES PR 
zlx 3 
dx re “pi + 1 c 
IE (Lo ati fn = ne FA 
edx d3 
= |——— — arc tang(e” LC: 
LE A ENT gl) + C; 
À d. dz I d 
FE RAC Fi ae + C= séèx + C'; 
cos? 2 COS x 
COS xx dz A 
:) SnZ  J 2 snxr 


18. Lorsque la fonetion sous le signe / peut'être dé- 
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composée en plusieurs parties, de telle manière que 
chaque partie soit facilement intégrable, on peut rendre 
l'intégration plus simple ou plus facile à l’aide des for-. 
mules 
f(du E dE dwÆ etc.) — fau E [ WE fdw Æ etc., 
f(adu Æ bdv E cdw EE = af dub f d +cfdw. 
E El : 
( x+i1 


de = [+ (LÉ = VAE aresine + C 

| Lee = —V 1 —x arc SIN xt + C; 

VAi—x = 1—2x? 

à dx sin? x + COS? x ITR NAT 

| D M A Es ., — lang r — Cotxz + C; 
sin?TCOS?Z J SIn°T COS’ æ cos? æ Sin? ? 


] D > 0 S b 2 3 
((a-+ba+en….)dr= a [dx + b [rar + 0 farde+..—art +++. 


‘19. L’équation f udv — [ uv dx = uv — fvdu ramène 
la recherche de l'intégrale f'udv à celle de l'intégrale 
fvdu qui peut, dans certains cas, être plus facilement 
déterminée. 


Exemples : 

, 0 d. 3 
fiode=ea— [2 À l(x)— [dr = (1e — i)+C, 
fera nas fee = et(x —1) + C, 


f= Ccosxzdx = x sinx — fsinrdr=x sinx + cosx + C, 
fasinréz = — x cost + sinx + C, 
fe" coszdx —= x" sinx — m [ar sin rdr. 


Cette dernière intégrale se ramènera à une autre où l’ex- 
posant de x sera m — 2, et ainsi de suite; on finira donc 
par arriver à f'sin xdx ou f cosxdx, suivant que m sera 
impair ou pair. 
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TROISIÈME LECON. 


Intégration des fonctions algébriques. 


90. Les fonctions algébriques sont rationnelles lors- 
qu'elles contiennent seulement des puissances entières de 
la variable, irrationnelles dans le cas contraire; toute 
- fraction rationnelle peut être considérée comme formée 
d’une partie entière par rapport à x, et d’une fraction 
dont le numérateur est d’un degré moindre que le déno- 
minateur. 


La partie entière s’intégrera toujours immédiatement ; 
la partie fractionnaire pourra, comme on l’a prouvé dans 
le Calcul différentiel, être décomposée en plusieurs frac- 
tions simples de la forme 


Adx : Adz AB —x1 
; RTE ee OU Je dé 
nr (x—a) x—ab V—x 
ATBV —1 XA: 
(x—a as bV/—1)" 


a, b, À,B désignant des constantes réelles ; or, l’on intègre 
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ces diverses fractions à l’aide des équations 


Adzx = Le sac: FES Adzx À c 
C—a / (x—a)" (mn) (x a) db. 


(AB V/—: )dx 21 ES CAR) EE V/—1)dx 


BE a 1 (x — a} + b? 


=) (EE + (BA) f Le 


Ne Es 
— 1(ATB Le) 1[(x — a} + b2]+(BHAV/— 1 )are tang — 10 
QT BV/—1)dx Ass VAT TE 
Ga eee © 
Exemples : 


j i fx—1\ 
fe ra (—- =) ee (+) ae 
[== = f; Are AU =) de 

3—1 3\t—1 x'+x+Hi 


arc tang = 


+ C 


(x— 1 
piles be V V2 
 Quelques-unes des formules qui précèdent se présentent 

sous une forme imaginaire, mais elles sont effectivement 
réelles, parce que les racines imaginaires sont toujours 
conjuguées deux à deux. 

21. Lorsque la fonction algébrique f(x) est irration- 
nelle, il n’y a plus de règles générales au moyen des- 


quelles on puisse évaluer l'intégrale d) f(x)dx. Il faut 


alors ou substituer à la variable x une seconde variable z, 
tellement choisie, que l'expression f(x)dx, transformée 
en F(z)dz, devienne rationnelle ; ou simplifier linté- 
grale proposée à l’aide de l'intégration par partie plu- 
sieurs fois répétée. 


HCTES ; 2 
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22. L'opération de la substitution ne réussit que dans 
un petit nombre de cas particuliers. 
Exemple : en supposant que f désigne une fonction 


rationnelle et posant tour à tour 


Ï 
" SL 


5 ax 06, ae 
\ (ax + b)" — 2, (ae re, 
Ait +0 V/(a x + b,}? + (a0Z + be } (a, æ+ D) Ave 
dx +b FN 


équations qui lient x à z par des équations du prémier 
degré et qui conduiront par conséquent à des valeurs ra- 
tionnelles de x et de dx, on rendra évidemment ration- 
nelles et intégrables les expressions 
fe @erorles fe, (EE que 
(ax TL EE 
Ta ' dot +b,) è 
[2 az +0, +V/(ax+b,} ARESUE EEA % 
{ ad bd, É 
et même l'expression 
f\z, V/{a:x+b,} + (as æ + bo)(a, x + b)| dx, 
car le radical qu’elle renferme sera aussi exprimé ration- 
nellement en x. 
Considérons en particulier l'expression 


f(x, V'Ar+Br+ Cjdx; 


on pourra d'abord la ramener à la forme 


Se, VW {ax + 6, ) +(ax+ b)(a;x + b,)lar. 
en Fan a, et b, de telle sorte que la différence 
Az? + Br CO — (a; x + 0,) — À'x? + B'x + C' 
étant de la forme (ax +6.) (a3x+b>), soit décomposable 
en facteurs réels du premierdegré. C’est ce qui aura lieu si 


B/?— {A/C! — {Ab + Ca? — 4Ba,b, + B? —: {AC > 0; 
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or on peut satisfaire très simplement à cette dernière con- 
dition en prenant, 


1°. Si B°— 4AC > 0, 
b;=o, a:=0, ! (at + bo) (ax + 0,) = Az + Br+ C;. 
2°, Si A est positif, 
PRO fr V/A; 
3°. Si C est positif, 
bi VC, HS 0! 
De plus, comme on a . 
Az? + Bz+C—(xV'A) —1x (Br +C), 
Az? +Bx + C— (VC) = rx (Az +B), 
on pourra prendre, dans le deuxième cas, 

DoL DS = Qi = 1, 0, — 0 di LE db, = Br GC! 
dans le troisième cas, 

Ge Di 0 do = le VEUT ONE dur bee Ax + B. 
Ces transformations faites, il suflira, pour rendre ration- 
nelle l'expression f (x, V/Ax? + Bx + C)dx, de poser 

ose a; x + bd; + V/(ax + b,)} + (ax + b,) (a,x + b,) 

ax + b, è 
ce qui revient à faire, 


1°. Si B°— {AC > 0, 


2 Wat + bo)(a;t + b,) 
Fin dx +00, î 
V/(aox + bo)(a,x +6,)= V'Ar +Ba+C—(2402 + bo); 
29, SAS 0; 
2x V'A+HV/Ax LBr+C, VA Br+C—z-xVA; 
215 « 
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So SEE 
— USSR EC V'/ Az LBr+C—zx—V/C. 


Il est aisé de voir, à posteriori, qu’à l’aide de ces diffé- 
rentes hypothèses, x, dæ et V'Ax?+Bxr +C , Seront ex- 
primés rationnellement en z, et que par conséquent 
l'expression f (x, V’Ax'+Br +0) dx, dans laquelle f 
désigne d’ailleurs une fonction rationnelle, deviendra 
réellement intégrable. Feu 


I. f x Van c) je fo 
À 4 VA LE Br+C 


1. À positif, on pose 
V/ Az? + Br + C — z— x VA; 
Br+C=—7—9zxV/ À, Bdx — 2243 — 24 V/ À dz— 27 V/Adx, 


d’où 
dx (B + 22V/A)—2dz (z— x V/A) = Oz V/Ax+Bx+C, 
dx PE dz 
V/ Az + Br +C RUE 14 
d 0 B 
= = (+) 
Ax? + Br + C ue VA : 
ee L(ae+ 2 + — E L/A VAE 6) + 
VA 

2. C positif, 


V/ Ax?+Bzr +C—=z2x an din Ax+B—z2x—921/C , 


Adr=7dx+22xdz —2dz2V/ CG, dx(A--z2)}—=2dr(2x — V/C)— 241 V/ Az? Br +0 


MD QUELS = 
ie A—z  J7—A 
z A\: % 
+ ñ. 


RATES a) al x | 


| 
| 
| 
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on verra facilement que cette expression revient à celle 
. déjà trouvée plus haut. 


CG positif, 


nl F dx 
1 | V/C+Bzr — 2" 
on poserait 

V/CE Br — 2° — 2x — Agrd 


et l’on trouverait 


( de 2 | _. t + € 
© — — ——1— = hararcianz 
V/C+Bxr— x? | Fra me , à 


* V/CHBxz—x VC ré 2. 
A CAN = arc sin —— + C. 


M aurait pu écrire immédiatement 


Pre y 


= Arc SIN —— 


2 
Vi +-C 
ur 


D En 


Si le trinome x° —Bx —C égalé à o avait deux racines 
réelles « et 6, on pourrait poser pour intégrer 


V/C + Br — 2 — (x — 4); 


d'où 
C+Br—a — — (x —x)(r —6) = (x —x)z, 
G—r—(x— 4), — dx = 7dx + 2 (x — «) zdz, 
dx dx 24dz 
+ or =— CIC. 


(a—a) CF Br FERA 
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III. FPS Væ+1)+cC, 


V/2 +1 
d. ALES. 
Vu TH | (x + V/x—:1) + C. 


. Un seul cas échappe à la méthode, celui où B*—4AC<o, 
A<o, C<o; alors le radical étant essentiellement ima- 
ginaire, on poserait 

V/Ax? EL Br LC — VAt V/— Az? — Br —C, 
et l’on intégrerait comme plus haut. 


Si l’on avait à intégrer 
I 


I L 
fl (ar + y, (ax + b}?, (ar + 0); |ae, 


i I I 
ax + b P ax + b g fax+bN\ | 
AE RER . [ae, 
ax + b, ax +6, a, x + b, 
on poserait 
3 ax D % oui Es — 7 


n étant le plus petit des nombres que divisent à la fois 
P,gq; r,... On rendrait rationnelle de la même manière 


MN Ur 
une fonction rationnelle des monomes x”, x7, x°, etc. 
Les expressions 


p I 
fi a", (ax + p* | or des, 


I 
as; a + D, \= 
PART PE Verte dr, 
aoæ" + D, 
se raménent encore aux formes précédentes, en posant 
Ke bg ms Ve 
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Suite de l'intégration des fonctions algébriques. — Différentielle binome. 


23. On désigne sous le nom de différentielle binome, 
les expressions de la forme x”(a + bx")? dx, dans la- 
quelle on peut toujours supposer m1 et x entiers, car si ces 
nombres étaient fractionnaires, la transformation indi- 
quée dans le numéro précédent ramènerait à une expres- 
sion semblable où les exposants de la variable seraient 
entiers. L’exposant p est fractionnaire, car s’il était entier 
on développerait (a + bx”)}?, et l’on aurait à intégrer un 
nombre fini de termes de la forme Ax”. 

On peut d'abord essayer de rendre l'expression donnée 
rationnelle en posant 


its ONE zs 
d'où 
} i 
ñ NES 
r=(° — ! = () dz, 
m +1 
1 L'ART; à ie 
x"(a + tarde = a ( b ) de; 


ATIT —- I Ê De LT . 
donc, si ——— est un nombre entier, l'expression trans- 
ñ 


4 
formée n'aura d'irrationnel que le monome z° — 2”, 
+ 
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et on la rendra rationnelle en posant z — t, ce qui re- 
vient à faire d'abord a + bx" = z". 
Comme on a 
a" (a + bax')Pdx — 2"? (ax + b\dx, 


et que le second membre, d’après ce que nous venons 


Mn pp, FA 


de dire, sera intégrable si -, et par suite 


NL 

LL is C7 2 on m—+I . : 

Sn —+ p est un nombre entier, il suf- 

7 rl ; 

fira, pour qu’on puisse intégrer l’expression 
x" (a + bx") dx, 


CUOIEM AT mm + 3 
que l’une des quantités Rae OU 


+ p soit un 


ñ 
nombre enter. 


Gette même expression x" (a + bx"}dx, quand on 
m 


dx o ï 
change x" en x, dx en ———, x" en x”, devient 
ë ) nr 1? , 


ï HR 
=, (ax + b} x” dx, 
ñ 


et n'est qu'un cas particulier de lexpression plus géné- 
rale f(ax + b)“(a;x+b,)' dx, dans laquelle p et v sont 
des nombres quelconques, et que l’on rendra évidemment 
rationnelle dans chacune des hypothèses suivantes, c’est- 
à-dire si l’une au moins des trois quantités pu, v,  +-v 
est un nombre entier : en effet, dans ces hypothèses, 
l'expression dont il s’agit se présente sous l’une des 


formes 
HT AE 
(az +6) Elaix +0) dr, (ax+b) “(a:x+0,)lar, 
+ ++? 
(ax + b) "(a;x+b,) 2 


dans lesquelles /, m, n sont des nombres entiers, et que 
l’on rendra rationnelles et intégrables en posant, pour 
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la prèmière, ax+b,=2"; pour la seconde, HE 


fr ax + b. J 
our 1a roisième —— = Z.. 
P x + bd, 


24. Lorsque les deux expressions 
far(a + ba )dr, [(ax + Dax + b,) dx, 
ne sont pas iutégrables, il reste à essayer de les ramener 
à des formes plus simples en réduisant autant que pos- 
sible les exposants m ou p, 1 ou v, à l’aide de l'intégration 
par partie, ou de l’équation 
fudv = uv — fodu, 


dans laquelle on prendra toujours pour le facteur dont 
on voudra diminuer l’exposant, et pour dy le facteur 
dont on voudra laisser intact ou augmenter l’exposant. 
Transformons d’abord la seconde expression qui est plus 
symétrique. 

1® cas : On veut diminuer x et augmenter v. 

En prenant (ax + b)" pour u, (a,x+b,)'.dx pour dv, 
on a 
(ax + ba, x +b,) FT! 
ER vas 


a | (ax + bb (a;x+b,) Fax. 


(1) js + 6)Masx + db)" dr — 


(+1) dr 
$ : On veut diminuer y en laissant v ce qu’il est. 
Dans la formule précédente on remplace (a; x + b,)"T" 
LE 
ab, — a,b 
(a&+b,){a,x+b,)=(ax+ 0) [< F. o | 


27 ca 


et, en réunissant les intégrales semblables, on trouve 


Ga) faet-byae+ bee (2 Morte) 
(ee + y +Hi)a 
(ab, — ab) 


sb RER LE LA = 1 y 
DES For Da J (ax + b) (a,æ+ b,)" dx 
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3° cas : On veut augmenter u sans toucher à v; en 
résolvant la formule précédente par rapport à l’intégrale 
du second membre et changeant en u +1, on trouvera 


‘ax __(ax+ DT Q, e + BY 
(3) fiac+ b)F(a;x + b;)" d DENT EPL) ESPN HE 


(&@+v+2)ar 1 
(AR CE QD dr 
eajchieahliate Ga ne 
En changeant, dans les formules (1), (2), (3), a, b,men 
@is P1, v, et réciproquement , on obtiendra trois nouvelles 
formules qu’on pourra employer dans les cas suivants. 
4° cas : On veut augmenter p et diminuer ». 


(ax + D (a;x + b,) 
+ db)" (a; b,) dx = ———. 
(4) {er Wa:x + b,) dx PRET 
D (ext DT (a,x + b,) 1 dx; 


on obtiendrait directement cette formule en prenant 
(ax + b;)" pour u. 
be cas : On veut diminuer y sans changer u. 
(ax + ba, x +b,)" 
(@+r+i)a 


flar+ bé (aix + b,)"—" dx. 


(5) (ax +6)" (a ai + bi) dx — 
ne. »(a;,b — ab,;) 
(æ—+r+i)a 


On déduira cette formule de la quatrième, en rempla- 
cant (ax + b)T" p | 
b, 
(ae + D (ar +0) = (ar +0 | É(ae+b + | 
6e cas : On veut augmenter y sans thachesté à LL, 
(a TX + Ai (a1X + be 
(r + 1)(a;b — ab,;) 


Li ST Je + bM(a;x+ b,)"T'ax. 


(6) f'tae+ 6) (a;x + b,) dx — 
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Cette formule s'obtiendrait en résolvant la cinquième 
par rapport à la seconde intégrale, et changeant v en v+r. 
En employant une ou plusieurs fois les formules qui 
précèdent, on ramènera l'intégrale proposée à une autre, 
dans laquelle chacun des binomes ax + b, ax + b, 
aura un exposant compris entre o et 1. Si les exposants 
u et y avaient des valeurs entières, on finirait par les 
réduire à o et — 1, et l'intégrale donnée se trouverait 
remplacée par une des suivantes : 


æ 


dx I 
faæ=2+c, LE = (az + 67 + C 


? dx I 
— —= — | 1° b,} , 
nes bi. "2; sur) 


dx ds I J ax + b ts I (2 + 6 2 c 
ax + b)(a;x+b,) ab, —a,b? (ET )= 2(ab; —a.b) (+) pre 
25. Si l’on veut simplifier immédiatement l'intégrale 

[a"(a + bx')P dx, 


on prendra d’abord x" pour w, et l’on aura 


pMm=nts | 
jen (a + ba" )Pdx — [= n (a+ bx")P br" dx 
—n"+#+: p+z AE) à 
== Le PEN 2 Hiol el TT EP “ 2 (a + ba?) Ts dx, 
nb (p+1) ab (p+1) 


et l’on en déduira : 


1°. Si l’on veut diminuer m et augmenter p, 


, : arr (a + bat) PF* 
MN HI 


Lan prie) À et RE m—n bx* rt: d ; 
AE A0) x (a + bx') æ 


2°. Si l’on veut diminuer "1 sans toucher à p, en rem- 
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plaçant (a+ bx")?+1 par (a+ dx")? (a+ bx"), 


am=nts (a + bx")P+r 
RTE 
(m—n+i)a 
DATE tu 


" fa (a+bx)rax — 


ax" Ma + bx")? dx. 


3°. Pour augmenter m sans altérer p, on résout l’é- 
quation (2) par rapport à l'intégrale du second membre, 
et l’on change m en*m+n}, ce qui donne 


1 j am a + bar)? Fi 
fe (a + bx JP ER nee RER TA) 


__b(rp+m+r—+i) Je (a ie bx')Pdx. 
a (m +1) 


(8) 


4°. Pour diminuer p et augmenter m, on prend x"dx 
pour dv, et l’on a 


ZT (a + bx" )P 
mA 


ae rpb farte(a + bar) de. 
nm +1 


æ"(a bx" )Fdx — 
(4) J rx 


5°. Pour diminuer p sans augmenter m, on remplacera 
a + ba" — a 
dans (4) x"*” par x” (ET), 
\ 


d'où 
x" Fi (a + bx")P 
m+np +1 
an 


UE PA UN ‘ s n\p=1 
on HE fara+ bxr)PTEdEE 


EC + dx") dx, — 
(8) 


6°. Enfin, pour augmenter p sans altérer m, il sufhit 
de résoudre (5) par rapport à lintégrale du second 
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membre et de changer p en p + 1, on trouve ainsi : 
À mx ban \p + 
fa" + bar Ydx — a 1 

— an (p+1) 


6 

‘4 PERL façade rt da 
an(p+1) . 
Les formules qui précèdent offrent quelquefois des 
termes infinis et ne peuvent plus être appliquées ; mais on 
s'assure facilement que dans tous les cas où cela arrive, 
l’une des conditions d’intégrabilité est satisfaite, de sorte 
que la différentielle proposée peut toujours être ramenée 

à une fonction rationnelle. 


26. Exemples : 


L ZAR Mare rer m —1 DEEE 
(rs te mr V1 =) 


L’exposant entier m étant ainsi abaïssé de deux unités, 
on arrivera en répétant plusieurs fois le même procédé, 
à l’une des deux expressions 


xdx nn 
V1 x+C —— —= arcsinxz+C, 


Vi Lie ! V1 — x? 


suivant que /n sera pair ou impair. On bac ainsi aux 
deux formules suivantes : 


Si m impair, 


== 

Cr +2 UV 3) mn 
CEDIC Er ANN e) rer er US 

| si M pair, 

| RER | 

x" dx Wie mn 2, (m—1)(m—3)...3 

— — F [> RS mp = 


(m — 1) (m Le 31: 
À mm —2)(m —{).2 


arc Sinæ + C. 
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Si l’on supposait l’exposant négatif et représenté par m, 
on le réduirait à l’aide de l'équation 


* x "dx LM an m—2o Pr-mtidy 


Va mn m1) y? 
que l’on pourra toujours employer, excepté dans le cas où 
LEE ci à intégrer est. alors a on la 

zV/1— 2x 


rend rationnelle en posant 
4 


V1 D Dar, 
et l’on trouve 


= = fer (EN er 
xV/1— 2 Z N T 


x dx DEL s r l 
IT. f Vrert intégrale qui se présente dans le 
ax — x? 


calcul des oscillations du pendule; on a 


pee TUE 2 he 3 Jr ont 
ax — x? V/ax — x? 2 V'ax x 


et en intégrant par parties, 


D = — 2m |/ aa +(m—1) [arday GERS 


f a" 2 (ax — æ1) 


e OX — x? 


2 MR RE REC dr x"dx 
— x Vaz—x+(m— 1)a 1) pars x (me Br 1) 1 
LT — 


L/ax— 2? | 


| 
| 
| 
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Substituant dans la première équation, et réduisant, il 


vient 
+ mm 

f z"dx ami V/ax — x? 2 — I EE" LA 
V'ax— x? hi 2m V/ax — x° 


L’exposant mn étant ainsi abaïissé d’une unité, si l’on ap- 
plique le même procédé à l'intégrale du second membre, 
on parviendra enfin à l'intégrale 


dx dx a — 2% 
f LR an "© JC COS —— +, 
V/ax — x? ÿ a? fa FA a 
4,2 | 
97. Pour obtenir de la manière la plus directe les for- 
mules qui servent à la réduction de l'intégrale 


vf (ax + b)# (a,æ+b,) dx, 
on peut, avec M. Cauchy, substituer l'équation 


[uvd,lo = uv — fuvd.lu 


“ 


à la formule ordinaire f'udy — us — fvdu, et supposer 
les fonctions x et v respectivement proportionnelles à 


; . ax + b 
L 0] > ne PERS 
certaines puissances de ax + b, a,x + b;, Rp en 
ayant égard aux équations 
dx a.dx 
dl DER Lt Ab) TETE 
(ax + ) ax—+-b? (ax + ) ax 0e 


ax+b (ab; —a;b)dx 


EL ax+b, (ax+b)(a;x+b,) 


On retrouverait ainsi immédiatement la formule (1) du 
n° 24, en supposant 4 proportionnel à une puissance de 
ax + b, à une puissance de a;x+6,; la formule (2), 
ax + b 


en supposant # proportionnel à une puissance de TEE à 
I I 


e 
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à une. puissance de a,x + b;; la formule (3), en sup- 


posant w PrpprR orne à eu puissance de a,x + b,, 


ax ee 
v à une puissance de = 


3 la formule (4), en suppo- 


sant 4 PT a iépnel à une puissance de a,x + b,, v à 


une puissance de ax <- b; la formule (5), en supposant 


À { è a;x 246, " 
u proportionnel à une puissance de ————, et y à üne 
st D 


puissance de ax + b; enfin la formule (6), en supposant 

u Hp epree à une puissance de ax + b, v à une 
x + b 

As Ê + ax + b, 

On pourrait traiter de la même manière l'intégrale 


puissance EE 


f "(a + dx") dx. 


Exemple : DT qu'il s'agisse de réduire l’intégrale 


ler le ess 


n désignant un nombre entier supérieur à l'unité : on 


supposera uw et ” proportionnels à des puissances de x° et 

on D 2 

de —— 
PL 


al (HE) = (ie 
x? It Ti, x(1 +x?) 


on tirera de la formule f uvd.lv—us— fuvd.lu: 


NE —2{1 +22) rs ( + x2\ 
J a a 
(1+ x)" x? ) 


es Le (ie 1+x us a( San 
(n—1)\ x? x? 
x(i+æ2) rx p l aa), 
7 2(n—:1) Sr 1) 1) 
ne Tr 27 —3 dx 
on —i) (+) FEITE (+) 


, et comme on a 


d\(x rar 


0 
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Intégration des fonctions exponentielles logarithmiques ou cireulaires. 


28. On nomme fonctions exponentielles ou logarith- 
miques celles qui contiennent des exposants variables ou 
des logarithmes, et fonctions trigonométriques ou cireu- 
laires celles qui contiennent des lignes trigonométriques 
ou des arcs de cercle. Il serait fort utile d'intégrer les for- 
mules différentielles qui renferment de semblables fonc- 
tions, mais on n’a point de méthode générale pour y 
parvenir. On est réduit à essayer deles rendre algébriques 
par une substitution de variables, ou à les ramener à des 
intégrales de même genre, maïs plus simples. 

Exemple : On rend algébriques les intégrales 

dx ; 
SFAz)—, [S(e)edx, ff(e)dx, f f(snx) cosxdx, 


[F(cosx)sinxdx, ff(snx)cosxdx, 
[f(sinx, sin2x,...,cosx, cos 2x,...)dx, 


-en égalant tour à tour 1x, e*, sinx, cosx à z. Ainsi, par 
exemple, .en faisant sinx = z, d’où 


CS AR — V'1— 2, Cos-rdr — dz, ‘dr 
l'intégrale f f(sinx, cosx)dx devient 
: LE Rs dz 
ne V'i—2) A 


et se présente sous une forme algébrique. 


RAT TC 3 


Jazyar = e (le | Re ee. LANDE ER 
À ] 1x (1x)? 3 
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29. Si Pet z sont deux fonctions de x dont la première 
reste algébrique, et dont la seconde ait seulement une dé- 
rivée algébrique z', et si de plus, en posant 


fPdr — Q, fQz'dr—R, fRz'dr —S,..., 


on obtient pour Q,R, S,.. des fonctions connues de la va- 
riable x, on déterminera sans peine, à l’aide de plusieurs 
intégrations par parties, l'intégrale f Pz"dx, dans laquelle 
n est un nombre entier. On a en effet 
 [Pz'dx=2"f Pdz-nf{2"7"z'dx X f Pdx]=Qz7—n2 f Qz'7 dx, 
[ Qz'z" dx — 2" [ Qz'dx —(n—1)f [727 dx X fQz'dx] 

= Ra — (n—1)fRzz dx. .., 
et par suite 


f Pz'dx — Qz — nRzTt + n(n — 1)S2"72 — etc. + C; 


on satisfera aux conditions énoncées en prenant pour z 
les fonctions À 1[ f(x)}, À arctang f(x), À désignant une 


constante, et f(x) une fonction algébrique dé x. 
Exemples : Supposons que, P étant égal à r, z soit dé- 
terminé tour à tour par les équations 


2 dir z — arc SsiInx, ZI arc COST, Z = (x +VEx), 


on aura 


(x) 


Î Te 14%) J'ér 


f(are sin æ)dx—(arcsin fe _ ui à He “ a(r 3 DV mA +. fe 
ë arcsinx (arcsinx) (arcsin x) | 
farccosaha=(arccns a Vice nn 1) tt 

arccosæ (arccosx) (arccosæ) ; 
=D) r] ÉTÉ. ARE RE | Re ] 
Fifa) Deere) Nepyre)P 1 


| 
| 
| 
| 
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On intégrerait encore avec beaucoup de facilité les ex- 
pressions f x" (1x})"dx, f x*='(arc sinx)dx,..., qui 


diffèrent de celles qui précèdent par la valeur de P qui 


ici estx*!, on aura, par exemple, 


faaerae=T(ay|s — HR 


Si dans les formules obtenues, on pose tour à tour 


a(n—1)...3.2.1 


CT 
ju a(\x) 


PAZ D Te es dt == C dE; 
ACIDE 2 Nr Ssin2 Na ri cos; 


arc COSZ —z, æ==cosz, dx——Ssinzdz; 
nn ee 2 Aide Le w, 
(x + Cr+Vi+e) (VA i+a x) 


Aie Te = 


on trouvera 


F7 —1)...3.2. 
ed=vel —1+ "2 1) — etc. LCI néon ae | TC 


2 gr 


72 


| (ET ae ff = x ns oh PRE 
ce. + 


Z 23 
n 
FR “pre E(tonbrLie 
a 


n(n—1).. 22 4 c 


az AE AL 


On pourrait établir directement ces diverses formules à 
l’aide de plusieurs intégrations par parties que l’on ef- 
|"  fectuerait de manière à diminuer sans cesse l’exposant 7 
pour (le faire enfin disparaitre. Ainsi, par exemple, 


Der 


— —] —92 
fsrsinads=stce[ 11 ar pis a |-sina 2 RU UT 


l+e 


| Le —1) (7 —02 
Mosadie fsins[ 1"). cose[ r O. |+c 
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l'intégrale f z" e“*dz se déduit des équations 


Zee ñn 
il z'e’dz — — — 1h ts FA 
a a 


DOTE A —1 
à cer — — il 2"? edz, etc. 


a a 


L'intégration par parties peut encore servir à fixer les 
valeurs des deux intégrales 


fe“ cosbzdz, fe“ sinbz az, 
on a en eflet 


e% cosbz  b Ô 
jl EE LCOSUzdz = | f e% sin bz dz, 
a a 


Late RE e“ sinbz  b 
à e“® sin bzdz — — — - Je cos bz dz, 
a a 


d’où 
eT 3 
Je cos bzdz — DÉSIR (a cos bz + b sin dz) +C, 


FE sin bzdz = (a sin bz — b cosbz) + C. 


t 
Scolie. La formule qui donne f z” e““dz, repose sur ce 


e 0 à ef a Fr 2, 
principe que | e“*dz — É Or cette dernière équation 


subsiste encore lorsqu'on remplace a par a + bV/—17, 
et par suite f e“*dz par 


[ derbi) a — fre (cos bz + V/—1 sin bz )da. 


Où pourra donc faire cette substitution dans la formule 
citée, ce qui donnera 


il ze (cos bz + V/— 1 sin bz) dz 


__ areri(cos bz Je VAN sin 1 sin Oz) j A(r SD .3.2.1 | 


EE Pan DE a St rte | 
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Cette formule se partagera en deux autres qui donneront 
les valeurs des intégrales 


[z'e cos bz dz, [ z'e% sin bz dz. 


30. On peut encore rendre rationnelle ou réduire au 


moins l'intégrale f'sin”x cos'xdx,, dans laquelle u et v 
sont deux quantités constantes. Si d’abord on pose 


Sid?r — 3, 
d’où 
COS?L = 1 — 7, ds \osiñr cor dr, 
l'intégrale proposée deviendra 


TEn Y—1I 


ms 


z ? (12) ? dr, 


AE 


et sera rationnelle et intégrable si les trois quantités 


m1 y — I em Eee - 

AA? doi 2 4 
se réduisent à trois nombres rationnels dont l'un au 
moins soit entier, ce qui arrivera nécessairement toutes 
les fois que u et y auront des valeurs numériques en- 
tières. S | 

Dans tous les cas, à l’aide de l'équation 
[ude — uv — fvdu, 

on pourra : 


1°. Diminuer uw, augmenter » en prenant sin”x pour 
facteur u, ce qui donne 


sin “1x cos" Tlx 
y + I 


N 


— I ES Ne 
TRS ] sin” Pr cos rt M 


(a) fsintz cos” xdx = — 
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2°, Diminuer y sans changer » en remplaçant dans la 


MT par 
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formule précédente, cos” 
cos! x x cos x — cos" ><(r — sin Pl 
et réduisant; d’où 
. sin# x cos T'x 
(2) f sin bg Cos* x dx = — 2" r  : 
L 142 —- y 


C] — ] : Ce d 
raies [sin HT cos rar: 
+ y 


3°, Augmenter p: sans changer v, en résolvant la for- 
mule (2) par rapport à l'intégrale du second membre, et 


changeant en u + 2. On trouve ainsi 
sin#Tlx cos" + lx 
(3) } sin“xcos' x dx = -——————— 
Hé + 1 


y + 2 ; 
se arr à f sin“ ?% cos’ x dx. 


— 
+1 


$ = 
En prenant cos!”x pour facteur w, et suivant la même 


marche, on pourrait : 
4°. Diminuer v, augmenter a; 5° diminuer y sans chan- 


ger p; 6° augmenter v sans toucher à x, à l’aide des for- 


mules 
Ù HI once — 1 | 
sin" æCcos" x y—1 | 
(4) J sin x cos "xdx — + —— | sin“ ?xcos" —?x dx, 
HI HA 
a : + I Vy— 1 3 
à sin" æcos"— x y —1 î A 
(5) J sin x cos” xdx — —— 1! sin“x cos" *xdx, 
| Per PE 
D : Ca me à Vi l 
k ! SIN AT COS +y+2 
(6) | sin #x cos" xdx = — "2 "> TT sin “x cos" ?zx dx. 
4 vi y +1 


On pourra dès-lors transformer l'intégrale donnée, en 


une autre intégrale de même espèce, mais dans laquelle 


les exposants de sinx et cosx, seront compris entre — 1 
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et + 1. Si les exposants p et » sont tous deux entiers, 
on les réduira à l’une des trois quantités 4-1,0, —r, et 


l'intégrale f sin“ x cos "xdx sera remplacée par l’une des 
neuf suivantes : 


fax = x + C, [ sin dx = CT + C, 


f cos dxi=.sinx.#+10, 


L 


1) 
[sin reos ré — + sin?x +0, 
*sin æ | 
[ dx = — > 1 co$?x + C, 
y COST 
COST L 
LS dot" $il.smir + ,G, 
sin x 
dx ; 
dx cos 2x s 
EUR ERA E - = >; ltang2x + C, 
COST Sin Sin æ 
cos æ 
dr Ldr L 
- — ——— — =; ltang? -+C, 
sin æ Sin +æT COS; x 2 
F 
d (a +2) 
3 L D.) HA F7 
— ————<@ = ;ltang | -+- )+cC 
cos x 7 2-4 
sin ds 


Si l’on applique ces principes à la détermination des 
intégrales 


te ; sin”x 
sin "x dx, cos "x dx, - dx, 
cos x 
cos x * dx War 
es dx, c , . n 3 
sn'x cos "x J/ Sin?r 


n étant un nombre entier, on trouvera : 
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1°. En supposant 7 pair, 


cos x 3.5...(r—3)(n—1) . 


242) ) 


L 
J Sin "rdx = — [sin LE 2e += Lsinr-3x +... + 
—% 


D | 


+ ..(2—3)(r—1) cos | 


1f COS! xdx — Ur {cos +? + 
PLAT | .(2—4)(n—2) 


os EAP NS MER 
a 


ang x  tang"Ÿx . tang"#r 
PAR CR D ———,.. Etangz rt C 
: J $ A—1 n—3 5 n—5 he me TRUE: 
ù cot"Tix  cot" 3x  cot"ix 
COLE DS RL Ep) PTT COTE LM 
J n—1 n—3 n —5 serie. 
Re SInr T : n—2 , 2.4... .(n—4)(rn—2 
f sécrrar— [séorse + sécr-g. 2021424) (n—2) 1 se C, 
—— n—3 1.3...(7—5)( RESTE 
; cos x ; 2-2 2.4...(r- ) 
1h coséc'xdx — — | cosécr- x + ——© coséc! 3x... + tue À 
RIT n-3 1.3..(2-b)( n-3) 
2°, En supposant 7 impair, 
sinrxdr =— | sinr-1x Pr TT M A rue À Le) AGE dan AL Hate Hs Mean 
| n n—2 (n—2)(n—4) 1.3...(n-4)(n-2) 
sin x n—1 (n—1)(n—3) 2.4...(n-3)(n-1) 
: n = n—1 n—3 TEEN APE n—5 
fees re n | cos PATES TS n=4) PR T3. (n4)(n-2) G 
{ Di n—3 n—$ us 27 ; 
Re DEN Éd eu AR EL PA DE MO a PURE PSI pi à lcos?x+-C, 
; : n—! nu —3 n—5 2 
cot”"—ix  cot"—-3x  cot"—-5x L'SCOPAP NE EEN 
fetrea= + 123 RSR EM Es Li x + C, 
in étend 6h Ve 3.5...(n—2) , 
fsécrea- séc is VI an teen es séc 2x 
de 1.3...(n—2), IAE: 4 
pin (5 +7 )+ 0 


o8x| = À DEA AC, 3.5...(n—2) \ 
COSEC IX + —— COSÈC XL +... + at COSÉCET 
—1 n—5 2.4...(n—3) 


n] È 
J coséc *xdx = — 


31. Pourobtenir immédiatement les six formules fonda- 
mentales dun° 30, M. Cauchy a recoursencore à l'équation 


1.3...(n—2), : 
ete NES 
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fard our = uv d'lu, 


et fait tour à tour, 1° x proportionnel à une puissance de 
sin, et # proportionnel à une puissance de cosx ; 2° u pro- 
portionnel à une puissance de tangx, et y à une puissance 
de cosx; 3° u proportionnel à une puissance de cos x et 
» à une puissance de tangx; 4° u proportionnel à une 
puissance de cosx et # à une puissance de sinx; 5° u 
proportionnel à une puissance de cotx et # à une puis- 
sance de sinx; 6° u proportionnel à une puissance de 
sinx et” à une puissance de cotx; en ayant égard aux 
équations 


Û COS x Sin æ 
d,lsinx = ——-dxr,; “d.lcosxr = — dx, 
sin æ cos x 
dx 
dItangx — — d,lcotx = -————. 
sinZ Cosx 


D'autres méthodes peuvent servir encore à la réduction 
ou à la détermination de l'intégrale f sin "x cos<"xdx, 
m et z étant deux nombres entiers. Il est d’abord évident 
qu'on réduira l'intégrale f sin "x cos-"xdx à d’autres 
plus simples , en multipliant une ou plusieurs fois la fonc- 
tion sous le signe f par sin°x + cos°x — 1. De plus 
on peut rendre rationnelle l'expression sin "x costxdx, 
1° dans le cas où 7 est un nombre impair, en posant 
sin x — z; 2° dans-le cas où m est un nombre impair, 
en posant cosx — z. Enfin l’on obtiendra très facilement 
les valeurs des intégrales 


f sin”rdx, fcos"xdx, [sin"x cos"xdx, 


en remplaçant sin”x, cos”"x, sin”x cos"x, par leurs va- 
leurs en sinx, sin2x, sin3x,...,cosx, cos 2X, cos 3x, 


A3 CALCUL INTÉGRAL. 


1 


SIXIÈME LECON. 


Propriétés diverses des intégrales définies. Méthodes pour la détermina- 
tion des valeurs de ces mêmes intégrales. 


X 
32. L'intégrale définie | f{(x)dx est déterminée par 
l'équation 
qe fr te (ee 2) () + ed) ED 
dont on se sert souvent dans la recherche des valeurs ap- | 


prochées des intégrales définies. Pour plus de simplicité 
on suppose ordinairement que les quantités 


cadre l lors 
forment une progression arithmétique. Dans ce cas, les 
éléments | 
2e = do Ts — Tips Mots 
sont tous égaux entre eux et à la fraction 


" X —%o 
— — l; 


n 


et l’on a 


free = timi Le) + (ee + À + + 2 € PR Fh 


\ 
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On pourrait aussi supposer que les quantités x,, x,...,X 
forment une progression géométrique dont la raison dif- 
fère très peu de l’unité : en adoptant cette hypothèse et 
posant 


on aura 


Gi = Xi +e), 2 =m 1 Ha)... X = (1 +) 


(re = lim (20) (1) (8) sf . 


X 
fs 
33. Dans plusieurs cas, on peut déduire de ces for- 
mules, non-seulement des valeurs approchées de l’inté- 
grale débute, mais aussi sa valeur exacte ; on trouvera, par 
exemple, 


1X J E 
à a A GE Cou Oet | 


Lo A 
(X—x) (Z+X — i) — i) __ X?—x 


| Xe 
gde = lim 2 (7, + X— à X 2 = lim ET ET ; 
Lo 2 2 2, 


1X | 
fl ddr lim i [a+ ao + go ais, en ato+{n1)] 


Lo 


re : ES SE AURA 
= lim ia*° [ai at, 4 a@ Ti] — Jim ir] | 
ii. 


— lim afo[a To], 


di 


: . (4 
et puisque lim EEE 


d’où 
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X : * | 
3°. 1 atdx = limafroti+ retira hit. Hate) tt] à 
v T 


= lime Hit (r + ei (1e) +. (re) 


n(ab:) __ a+ F 
— imageetf CEST s | Pin et [ (2 _} 
(ia) ti 1 (1+aæ) tir Lo ! 


et parce que 


A œ li I I 1X. 4 Xati— Lot ps 
De RL ne Mibisnnt eh Mr En US ps etes LA 
(tatin: (ar) a) a +1? ik a +1 À 
X d. 
4. [ He TE UE TERR 
Ÿ Xo TZ Lo : 


car, de l'équation 
; q 


on tire 
Ph (Se lime — (=) 
Zo) 1G +æ) Fo 


34. On peut souvent ramener la détermination d’une 
intégrale définie à celle d’une intégrale de même espèce : 
ainsi, de l’équation 

[7 Fa Vimtas 2) fre) -+(au2s) fe) ++ (% a) ( 
To | 


#1 


ou plus simplement encore de l’équation 


dans laquelle F (x) représente la fonction qui a pour dif- 
férentielle f(x) ou l'intégrale indéfinie 


À J (x)dx, 


on déduira les suivantes : 
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v To To+a 
x 
F(e—a)dr= f f(x) dx, 
A Xo—a 


39. Toutes ces équations peuvent encore se déduire 
d’un théorème fondamental qu'on peut énoncer comme 
il suit : si l’on substitue à la variable x une autre variable 
z déterminée par l'équation 


sh 98 | Z — Q(æ), 
d’où l’on tire 


x —=%(2), dr y(z)dz,, f(x)dx = f\x(:)]x'(e)dz; 


et qu'on appelle z,, Z, les valeurs de z correspondantes 
à æ,, X, On aura toujours 


[rt — [rte x/(z) dz = f(z) dz, 


c’est-à-dire qu’à l'intégrale définie prise par rapport à x, 
on pourra substituer l’intégrale définie relative à z. 

1° Démonstration. Appelons Z:, 2:,..., z,_, les va- 
leurs de z correspondantes à Xi, X,..., Xn_,3 EN SUppo- 
sant ces valeurs très rapprochées, l'équation 


HN eLY: (z)dz 
donnera sensiblement 


Li — Lo = H/(%o) (21 — 20); La — Ar = (21) (22 — Zi... 
X == An X/(n_1) (Z Ge Bee), 
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et par conséquent 


:X 
JE F(x)dr = lim (2; — x) f (to) + (2) f(a,)+ HR — xs) f (n-x)] 
= lim {(2:— 20) fx (20)] x! (20) + (2—2)F {x (a) ]x/ (x) + etc. } 
Z Z 
= ['fbi ro = [7 tte 
2% Démonstration. Représentons par F(x) et F(z) les 
deux intégrales indéfinies f f(x)dx, f f(z)dz, l’équa- 
tion | 
f(x)dx —,f(z)dz 
entraînera nécessairement la suivante 
Fix) = F(z) + C, 
car deux fonctions qui ont des différentielles égales ne 
peuvent différer que par une constante; or de cette der- 
nière équation, l’on tire 


F(X)— F(2)+C, F(a)— F(20) + C, 


et par suite 


X ‘Z 
F(X)—F(e) = | fr FC) —F(&)= J f (2) da. 


Zo 


En partant de ce théorème , il sufhira , dans les expres- 
sions 
fa +a), fr ah (KR — x) 
de faire tour à tour 


5 ln er Lt RS TE 4 APR NE TZ, 


pour en déduire les équations du numéro précédent. 

36. On démontre non moins facilement qu’on peut 
étendre aux intégrales définies les théorèmes déjà dé- 
montrés pour les intégrales indéfinies, Ainsi, par exem- 


Da 
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ple, l'intégralé définie de la somme sera égale à la 
somme des intégrales indéfinies, c’est-à-dire que l’on 


aura 


Let) (a) + 40) + etejdr= fl e(de+ fl x(ade+ [7 {ed +ete., 


X X X de X 
new rr. JR = udx + vdx wdx + etc., 
bon Xo To Lo 


v + à x. 
(au + bo + cw —+.…..)dx — af udx + b vd + c æ dx +- etc., 


| To Lo Lo 
| ; 
e 


à — » X SO Da X. 
u+eV ia | udx + | v dx. 
To 


Xo 


37. Intégrer l'expression f(x)dx à partir de x = x, 
c’est comme on l’a déjà dit trouver une fonction conti- 
nus de x qui ait la double propriété de donner pour dif- 
férentielle f(x)dx, et de s'évanouir pour x — æ,; dès- 
lors si l'intégrale indéfinie de f(x)dx se présente sous la 
forme | 


e(x) + faladr, 


l'intégrale définie qui doit s’évanouir pour æ = x,, sera 
nécessairement 


e(z) — e (a) + | x (a)dr. 


Aïnsi, par exemple, l'équation 
[Jude = uv — [vdu 


entraînera nécessairement les suivantes : 


DE x La + 
J udp = uv'dx = uv — uv, — o du = uv — dot | AGEN 
Lo Xo Lo Xo 
X x1 
L u do = UV —u,v, — v du, 
Æo to 
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U, Vu, #, étant les valeurs de w, », correspondantes à 
DE Note 


38. Si l’on suppose 
f(x) = @(x) xx), 


o(x) et x(x) étant deux fonctions nouvelles qui restent 
l’une et l’autre continues entre les limites x,, X , et dont 
la seconde conserve toujours le même signe entre ces li- 


X 
mites, la valeur de l'intégrale définie f f(x)dzxsera don- 


née par l'équation 
X 
| Jx)dx=lim{(r:—xe)p(to)x(ro)+(2:—2,)0(,)x(x,)+ete.]. 


La suite, entre parenthèses, est égale à la somme des 
quantités de même signe 


(x, — Zo) X (Lo) (X: — 1) x (x), etc., 


multipliée par une certaine valeur oCE) de la fonctiono(x) 
moyenne entre les coefficients (Los), PA), etc. On 
aura donc 


ve ad = 6 (9) lim (a, 20) 2(20) + (es —2,) y (œ,) ete] 


ou 


Dr) eue= [let p(x tete = 909 fx x)dx ; 


£ désignant une valeur de x moyenne entre x,, X. 


Application. Si l'on prend successivement : 


I I 
x (x) = x(x) ot x (x) == pur 
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on obtée les formules 
X px | 

[Zur = 7) oJ. de = (X — &0) fo + 0(X — 20)], 
»X 7 
see = fe F0 EE =rrie us ES GNT) 


Lo 
X— a\ 


39. Supposons maintenant qu'après avoir divisé la dif- 
férence X — x, en un nombre fini d'éléments représen- 
tés Par Li — Los Lo — Lise X — x,_;, on partage 
chacun de ces éléments en plusieurs autres dont les va- 
leurs numériques soient infiniment petites; le produit 
(ti — x) f (to) se trouvera remplacé par une somme de 
produits semblables qui aura pour limite l'intégrale 


ji f: (x) dx ; les produits F 


( Re CARACAS CRE (X ere Zner)J (Hn1)s 


seront de même remplacés par des sommes qui auront 
pour limites respectives les intégrales définies 


e x 
ARNdaR ENS f(x)dz ; 
L'; DATES 
et puisque la limite de la somme de plusieurs quantités 
est égale à la somme de leurs limites, on aura générale- 
ment 


fs PE — Fee + LV) + ë S(x)dz 
On peut donc toujours décomposer une intégrale défi- 
nie en plusieurs autres de même forme, mais prises entre 
d’autres limites. On arriverait encore au même résultat 
en remarquant que si F(x) + € est l'intégrale indéfinie 
"TT: À 
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f. f(x)dx, on aura 
(x)dx = F(x,) —F (20) [7e dx =F(x,)—F(x,), 
Mr ji S(x)dr EX) —E (2,5), 


d’où l’on tire, en ajoutant, 


ras + [7 rés + [7 rio 


Tn—i 


—F(X)—F{x,) = free 


Lorsque entre les limites x,, X, on interpose une seule 
valeur de x représentée par £, on a 


Il est facile de prouver que ces décompositions sub- 


sistent dans le cas même où quelques-unes des quantités 
Mi Lel ee es Dear lee CRSSENT (étre LCOMEDTISC ELLE Le 
X, et dans celui où les différences x; —x,, X>—X:,..., 
X — x,_1, E— x, X —E, ne seraient plus des quantités 
de même signe. So Le par exemple, que les diffé- 
rences Ë re X — £, soient de signes contraires. Alors, 
suivant qu'on RE la valeur x, comprise entre £ 
et X, ou bien X compris entre x, et £, on trouvera 


IAE af} fade + D fiaéz 
OÙ 


| Hé (x)dx Ah J (x) dx + fÉro, 


. 
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d’où l’on tirera 


X ga x 
Jef ré + f r(ree, 
ou 


mais, comme on l’a vu, n° 34, 


donc , dans tous les cas, 


je f(x) dx = fra + fe red 


40. Ces principes admis , il sera plus facile de calculer 
exactement, ou du moins à tel degré d’approximation 
qu'on voudra, une intégrale définie quelconque. Pour 


avoir dans tous les cas une valeur approchée de l’inté- 


X 
srale définie x)dx, il suffit de reprendre l’équation 
5 ai P q 


CEE Ge 


X Ti Res 1X. 
à fran ï f(x)dzx + | f (x)dx +. & {APE 
Où 


[rte mr (æ: — Lo) f [Lo 416; (æ: > Zo)| 
+ (æ 4 a}. f (es + 0; (as T7 FRE .. + etc:, 


dans laquelle x,, x,,..., x,_, sont des valeurs quelconques 
de x, intermédiaires entre x,,, X et 0, 0:,....... , des nom- 
bres compris entre o et 1. Pour plus de simplicité, on 
peut, comme nous l’avons déjà dit, supposer les inter- - 


fes 
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valles x, — X,, Xa— %,. .... , égaux entre eux et à, 
on a alors 


X 
Pit iL(Lo Hoi) + (Lo +i+ Hi). +R —i+ nr). 


Lorsque la fonction f (x) est toujours croissante, ou tou- 
jours décroissante depuis x = x, jusqu'à x — X, le 
premier membre de l’équation qui précède reste évidem- 
ment compris entre les deux sommes 


De) Dee labo) AIX il 
S'—= if f(xro + à + f(to + 2i) +......... + f(X)],. 


et par conséquent dans cette hypothèse, en prenant la 
demi-somme de ces deux valeurs, ou l’expression 


Pare) + rot) roi. + (RE RTE 


X 
pour valeur approchée de l'intégrale [ HAT) dreson 
Lo 


commet une erreur plus petite que la demi-différence 
S'—S— Hifi f(X) —+/(o)]. 


Exemple : Si l’on suppose 


I 
>? 
IH x 


on aura 


At) +7 (tt) + 2227 (Xi 
= ir HRHIHR HS) = 0,78. 


En conséquence, 0,78 est la valeur approchée de l’inté- 


1 dx ! ; 
grale —. L'erreur commise dans ce cas ne pourra 
oO V4 
pas dépasser ; (+ — +) — .:; elle est effectivement au- 
dessous d’un centième. 
Si la fonction f(x) n’était pas toujours croissante ou 


toujours décroissante, on pourrait, à l’aide de cette 


mn 
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A 
même formule, 


| Ff (æ)dx — [rene free [ flx)dx, 


Ln—x 


Ù To 


la décomposer en plusieurs autres pour chacune des- 
quelles cette condition serait toujours remplie, et l’on 
pourrait alors calculer, non-seulement des valeurs ap- 
prochées, mais encore des limites de l’erreur commise. 

4. Dans tous les cas, lors même que la fonction f (x) 
serait tantôt croissante et tantôt décroissante, l'erreur 
que l’on commettra en ph l’une des sommes $ et $ 


pour valeur de l'intégrale à f(x)dx, est évidemment 


inférieure au produit de nt — X — x, par la plus grande 
valeur numérique K que puisse obtenir la différence 


S(x + 4x) — f(x) = Axf/(x + 6Ax), 


quand on y suppose x comprise entre les limites x,, X, 
et Ax entre les limites o et z. En effet on a, par exemple, 


fade -+Pui)-/ (a ES +0, i)-f(ar) | +. 21 


| à 
et par suite 


X 
Î F(x)dx —S L'iX nK—=KR(X—%0); 


il en résulte encore que si l’on appelle k la plus grande 
des valeurs numériques de f(x) entre les limites x,, X, 
l'erreur commise sera renfermée entre les limites 
NE r,), (NET. | 
On pourra d’ailleurs, comme nous l'avons vu, calculer 
exactement la valeur de l’intégräle définie quand on con- 
naîtra l'intégrale indéfinie, et, dans quelques cas particu- 
liers, lors même que l'intégrale indéfinie restera inconnue. 
42. Exemples : En suivant les méthodes exposées et ap- 
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pliquant les formules des n° 16 et 17, on trouvera, 


(eo) 
© © à © 
J. CARE US J LRO CCR J dr 
O O O 
A D'o0C 
4 (A+ Br +Cr...)dr = A++, 
0 Dans 
m RE | 
| = I LC ee : 
o € — I 2 3 m | 
A AN TROP TER EE hr 
JL, rente LV ia a) 


at dE Re ES dx CITE | 
Do Jia -nr | 


on trouvera encore (n° 26 et 27) 


RES AT NNTI CONTES (m—1)...3.2.x j œ dx | 
Len Je Ge nee): (A 
14 SUN RER )Re 1.2.3...(7—m—1) | 

x 1.2.3...(2 — 1) ? d 

co dy. _on—3 fo dy … 1.3.52:(222=5) œæ dy 4 
f: {+2}  2n—2, o (Eye 2.4.6... (272) où 1 + 4 
à _r:3:57e (ar Se 4 

— 2.4.6...(an — 2)2° | 

co œ AS Pie PO s | 
J. me = 102.3ke 203) j 2 Es l'ame on cu 1 
0 | 0 a k Le 
œ — 10,080 07 | Ÿ 
near cos bz + V/—1 sin bz) di — — 3 L. 

". R (a+bV/—1)" + ' 


re-usin bzdz — M sin | (#+ 1) arctan | 
sf Z'€ Sin UZ FT (e+b)itt) 89 , 


vie ENT E 
fe sin bzdz —= PAM Ee 


Le 


nas noel Re eos (n+ 1 )arctan 4! 
[. ze 7% COS TOUS LE p)3 NUS 87 


co a 
Aie eT% cos bzdz = CT pa 


DR ce Re 


Û 
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Enfin (n° 30) en supposant 7 pair, on aura 


T 

Le 1.3.9...(72—4)æ 2 
J SIN TAX = ——— ( n? ——= cos "xadx, 

oO JO D le) 


1 Lt 
+ Ts tiT 


: 1 
| tang"xdx LES _— 
J 0 ‘4  —i n— 3 


et en supposant 2 impair, 


2 ES 2 
1) sin"xdx — FPE mn) == f cos"xdx, 
o _1.3.5...(7—2)n o 


‘4 I I ENS ee 
tr — - nr all 
J,rang'auz RES PRE LD ue 2 (a). 


43. On peut tirer de l'équation 


To 


| flods = fre È fe réa, 


une conséquence importante et qui souvent abrége les 
calculs. Supposons que £ soit une moyenne arithmétique 
entre x, et X, et qu'à partir de cette moyenne, en-decà 
et au-delà, la fonction f(x) reprenne des valeurs égales, 
deux à deux et de même signe, les deux intégrales 


X 
Este, fe féue, 


Le 


seront aussi égales, et l’on aura 


X £ 
' = 2 fi (x)dx, 


de sorte qu'il suffira de calculer l’une de ces intégrales et 
de la doubler pour obtenir l'intégrale donnée 
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Exemple : 


T 


T 
2 2 
ji cosxdx — 2—92 à cos dx, 


Oo 


T 


3T 12 
J SD TAT —2 J Sin °xdx ; 
(0) to 


si à partir de x — £ les valeurs de la fonction f (x) étaient 
égales deux à deux et de signes contraires, les deux inté- 


Er X À ; - 1 
grales f J(x)dx, il ; f (x)dx seraient égales aussi, mais 
Lo 
de signes contraires, et l’on aurait par conséquent 


à | Jeu te: 


Exemple : 
T 
f COSXdx = 8. 
y O0 


pre 
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1 
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Des intégrales définies dont les valeurs sont infinies ou indéterminées. 
— Valeurs principales des intégrales indéterminées. — Intégrales défi- 
nies singulières. 


44%. Dans tout ce qui précède, on a supposé que la 
fonction f (x) demeurait finie et continue entre les Li- 


mites x,, X ; l'intégrale définie 1 f (x)dx a, dans ce 
To 


cas, une valeur déterminée, et l’on peut la décomposer 
en un certain nombre d’intégrales semblables prises entre 
les hnmtés x, #1: Tri, A, au Moyenide équation 


[sœur f” repas + freres [7 te dx. 


Si les valeurs interposées se réduisent à deux, l’une très 
peu différente de x, et représentée par £,, l’autre très 
peu différente de X, représentée par £, l'équation précé- 
dente devient 
2X £0 £ | NE | 

[ F(x)dx= |” f(x)dx + je f(xjdx + là f(x)dx 
% JE : . 

— (£o— HOT. [xo+ 0(&o— Æ6)] 

h Jef tode + (RENTE (R 

(e] 


Si, dans cette dernière formule, on fait converger 6, 
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vers la limite x, et Ë vers la limite X , on entrera, en 
passant aux limites, et toujours dans l'hypothèse où la 
fonction f (x) reste finie et continue, 


ü | am é x)dx 
à  (æ)dx = lim jA “F(a)4 


Mais quand cette condition cesse d’être remplie, comme 
aussi quelquefois quand les limites x,, X cessent d’être 
des quantités finies, on ne peut plus aflirmer que l’inté- 
grale définie a une valeur déterminée, et l’on ne saurait 


'X 
plus quel sens attacher à la notation J J(x)dx. 
Lo é 


de r +id. 
Prenons pour exemple l'intégrale f “dans laquelle 
_— 


. . ] ru : J . 
la fonction sous le signe J , Savoir —, devient infinie pour 
DA 


la valeur particulière x = © comprise entre les limites 


 X—= —1, x = + 1; l'équation 
TN £  X 
{\aldx = fe fee f, L(x)dx 
0 ce Lo 
donnera 
“ii dr 16 dx ‘i dr 
1 FE = 1 Ho Er O0 

af? A OL 


et in donnée se présentera sous une forme indé- 
terminée. 
Pour lever dans ce cas toute incertitude, et rendre à la 


notation 1é f'(x)dx une signification claire et précise, 
TD 


on convient d'étendre par analogie l'équation 
3 X 
NC )dr= lim f € ° f{x) dx 


au cas où elle ne peut plus être rigoureusement démon- 


co * oo dx 
e*dx , Î , dans les- 
O x? 


LU sue m7 
trée. Ainsi les intégrales j 
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quelles lafonction f(x) cesse d’être finie et continue pour 
— œ oux —0, seront déterminées par les équations 


+ © £ ce 
hé 1 e*dx = lim Je erdæ — lim (ef — ef) — 82 — 6e? — >, 
Er + 0 


2) d 22 
(Ein (°E 2 nl SENS 2e 
LU OMR £o À £o O 


Il peut arriver cependant que la valeur de lintégrale 
définie soit réellement indéterminée. Pour le prouver, re- 


d 


ee TETE. “a 
prenons l'intégrale J —. Si l’on désigne par £ un nom- 
—1: TZ 


bre infiniment petit, par w et y deux constantes positives 
mais arbitraires, on aura 


+) 


0 dx L — 6 dx I dx , ‘1 dx 
—— lim —, — = lim — 
—1 À —1] TL o ve 


ER — pe d. 2 Y 4 RS 
J À =iim( 5 + f =) = lim (1 ar 12) 27 La 
—!} 4 # —] F à VS Gi yS% plie 


or cette valeur est complétement arbitraire ou indétermi- 
née. 

45. Si, lorsque la fonction f (x) devient infinie entre 
les limites x,, X, pour un certain nombre de valeurs par- 
ticulières , X4, Lo,-.., Xmy On désigne par € un nombre 
infiniment petit, Et Par [4, Vis (los Vas + + « 9m) Vm ES CONS- 
tantes arbitraires, on aura 


1h pisse = | F. HCMELT, il à fla)de +. ae 


=iim| 11 LES PEN TR f{adre + is far | 


Lo Li V6 LmFVmE 


et si les limites x,, X se trouvent elles-mêmes rempla- 


—— C0 


À fee = tin] rer f (x)dx + ee æ)dx fie æ)dx z |, 
f far =iim [ “et Ne D Le mr Jr |- 


. 


60 CALCUL INTÉGRAL. 


cées par — œ et + œ, 


ki 


AVE 


[code = im RE te OR te Mc + | f(æ)dx 


X,+ V,6 Lmt-Vmé 


L et y désignant deux nouvelles constantes arbitraires. 
Les valeurs des intégrales déduites de ces équations 
pourront d’ailleurs, suivant la nature de la fonction f(x), 
ètre ou des quantités finies et déterminées, ou des quan- 
tités infinies , ou des quantités indéterminées, qui dépen- 
dront des valeurs attribuées aux constantes arbitraires. 
Si, dans ce dernier cas, on réduit toutes les constantes à 
l'unité, on aura des valeurs particulières des intégrales 


re x)dx, Ta f(x) dx, 
Lo Æ 


que M. Cauchy a désignées sous le nom de valeurs prin- 
cipales, et qui sont données par les équations 


& 


1 : ’ ! n 
Exemple : Zéro, ou ce que devient LS quand on 
Û y 


fait u — 1, y — 1,est la valeur princi ale de l'intégrale 
le , P P D 


PUS ar dx 
définie 1 ; 1° est sa valeur générale, 
TL 


46. Üne intégrale définie relative à x, et prise entre 
deux limites infiniment rapprochées d’une certaine va- 
leur particulière à, attribuée à la variable, est sensible- 
ment nulle lorsque, cette valeur étant une quantité finie, 


? 
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la fonction f(x) reste finie elle-même et continue, dans 
le voisinage de x — a. Alors en effet l'intégrale définie 
est égale à la différence infiniment petite des limites de 
l'intégrale multipliée par une valeur finie de la fonction. 
Mais la valeur de l’intégrale définie pourra différer de o 
etacquérir même une valeur infinie, si & ou f (a) devenait 
infini. © 

Dans ce dernier cas l'intégrale est ce que M. Cauchy 
appelle une intégrale définie singulière. I] sera ordinai- 
rement facile d’en calculer la valeur. 

Supposons d’abord que & soit une quantité finie, maïs 
prise parmi les racines de l'équation f(x) — + o, et dé- 
signons par f la limite vers laquelle converge le produit 
(x — a) f (x), tandis que x converge vers a. 

L’équation (n° 38) 


aX Fe à . k X — a\ 
 fler =(E— (ES). 
donnera 
NC opte, Lio nf). 
A —'S a+ Ve y 


En effet, la quantité £, comprise entre a — eet a— pe, 
ou a + ve eta +e, sera sensiblement égale à a, tandis 
que le produit (£ — a) f (Ë) sera égal à (a — a) f(a) 
ou à f. L | 

Si a devenait infini, on appellerait f la limite vers la- 
quelle converge le produit x f(x), tandis que la variable x 
converge vers la limite + , et l’on aurait sensiblement, 


X. 
en vertu de l'équation (n° 38) 11 à J(x)dx = E S(E) (=) 


i I 


JE "(ad PTE, freres = fi. 


p£ 
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Al est essentiel d’observer que la limite du produit 
(x — a) f(x) ou x f(x) dépend quelquefois du signe de 
son premier facteur, et que par conséquent la quantité dé- 
signée par f change quelquefois de valeur quand « change 
de signe. 

47. La considération des intégrales définies singulières 
fournit le moyen de calculer la valeur générale d’une in- 
tégrale indéterminée lorsqu'on connaît sa valeur prin- 


X 
cipale. En effet, soit} f(x) dx l'intégrale dont il s’agit, 


et supposons qu'on fasse 


E — He un (x) de ANSE de f(x) dx, 


Lm Vme 
£ L,— 14 A 
al fade + [0 fade+. free x)dæ, 
To TL, + € 
À = limE sera la valeur générale, et B — limF la 


valeur principale de l’intégrale définie. La différence 
A—B—lim(E —F) de ces deux valeurs sera équiva- 
lente à la limite vers laquelle converge la somme des in- 
tégrales singulières 


me dx, for f(x)dx, 


L,— € Lit Vie 
Lo Ha "Tmt_£€ À 
[+ rode,…., Ÿ f{x)dz, 
V La 6 Lm-Vm£ 


et par conséquent, si l’on désigne par f,, £,,.., f, les li- 
mites vers lesquelles convergent les produits 


(œ—a)f(x), (x —2)f(x)..s (a — 2m) f (æ) 


tandis que leurs premiers facteurs convergent vers o, on 
aura 


LM NE Rate ET RS Le 


Yr Yo Vm 
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Si x, et X devenaient — et + , il faudrait poser 


L 


Mob Mr cars [5 x)dæ +. se f(x) dx, 
ME, À Lm + Vme 


I 


F— = 11. jar [PT fade. (far. 


Lm € 


Aux Sa sq singulières déjà calculées, il faudrait, pour 
avoir À — B, ajouter les deux suivantes 


He) de, | [ ns (x)dzx, 


dont la somme est sensiblement équivalente à l’expres- 


sion fl, dans laquelle f désigne la limite vers laquelle 


converge le produit x f(x), tandis que la variable x con- 
verge vers l’une des deux limites — 0, + 00. 

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de €, et 
pour des valeurs finies ou infiniment petites des cons- 
tantes arbitraires ue, v, bu, v1,...., u,, v,, les intégrales 
singulières dont dépend la différence À — B obtiennent 
des valeurs ae ou des re finies différentes de o, 


les intégrales fe 1(x)2r; es f (x)dx, sont évidem- 


ment infinies ou He née : c’est ce qui arrive toutes 
les fois que les quantités f, f,,...,f,, ne sont pas simul- 
tanément nulles. Si au contraire ces intégrales singu- 
lières s’évanouissent toutes pour des valeurs infiniment 
petites dec, quelles que soient les valeurs finies ou infini- 
ment petites des constantes Les Vy Mis Vase eo Mn Vmo la va- 


. X CR 
leur générale de l'intégrale [ sk f (x)dx est une quantité 
o 
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finie et déterminée; puisque alors la différence À — B 
étant nulle, À est sensiblement égal à la quantité déter- 
minée B. 

Ainsi, pour que la valeur générale de l'intégrale 


X 
f(x)dx soit finie et déterminée, il est nécessaire et 
Xo 


il suffit que les intégrales singulières comprises dans la 
différence A—B, se réduisent à o pour des valeurs infini- 
ment petites de €, quelles que soient d’ailleurs les valeurs 
finies ou infiniment petites attribuées aux coefficients 
Lo Vs Has Vases Dm Vmÿ © eSt CE Qui arrivera communé- 
ment lorsque les quantités f, f,, £,..., f, seront toutes 
nulles. 

Ces quantités pourraient cependant être nulles sans que 
les intégrales singulières le fussent aussi. Par exemple, 
si l’on prend f(x) = > le produit xf(x) s’évanouira 
pour æ — 0, et cependant l'intégrale définie singulière 


Ve dx 241 l 
jÉ ælz pp L) 


cessera de s’évanouir pour des valeurs infiniment petites 
de v. 
f (x) 


une fraction rationnelle. - Pour 


Exemple: Soit 


+ 00 | 
que l'intégrale 4h J(x)dx conserve une valeur finie et 
CR 


déterminée, il sera nécessaire et il suflira, 1° que l’équa- 
tion F (x) = o n’ait pas de racines réelles; 2° que le de- 
gré du dénominateur F(x) surpasse au moins de deux 
unités le degré du numérateur f(x). En effet, si la pre- 
mière condition est remplie, les facteurs f, f,,...,f, se- 
ront nuls, parce que l’existence de ces produits suppose 
l'existence de valeurs réelles de x qui rendent infinie la 


“ 
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f(x) 


fonction FE QU qui fassent évanouir F(x). En vertu de 


ts fs) 
ge Ad à : : 
la seconde condition, f ou limx F{x) s’évanouira aussi 
TL 
puisque x f(x) sera d’un degré inférieur, au moins 
d’une unité, à F(x). 
48. On trouvera facilement, à l’aide de ce qui précède, 
les intégrales suivantes: 


te ETAT 14 D xdx 
—— —]l— —— — O0 
T2 a? FE 1 &? + a? ? 


| Cal 
a 


}te=2A1É +278; 


1 APR E A BLCEET 
Ne 
1 Ve SAT z—a +, 


pe 


I 
t f A—BV/—1 A+BV/—1 Na su 
PQ SL ee er z—a+6V/—1) Rs 


& 


f(x) 
F(x) 
rationnelle dont le dénominateur ne puisse s’évanouir 


étant toujours une fonction 


Plus généralement : 


pour aucune valeur réelle de x, désignons par 


À: SA PA PR CG 8 dam en OMC me 
les racines imaginaires de l'équation F(x) — o, dans les- 
quelles le coefficient de V/Zx est positif, et par 

À; — BB, Letr, A, —B. PAL etc. 


. 


les valeurs de la fraction #1 


F{x) 


{ 


HAE. D 


correspondantes à ces ra- 
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cines, l'équation connue 


Am — Bn Ar si An+ FR Lu 


Le second membre de cette formule cessera de ren- 
fermer le facteur arbitraire 1 ®, et l’on aura en consé- 
y 


quence 


IT = 5m (B, + B, +... + Bn) 


toutes les fois que la somme À, + As ii. À, s'éva- 
nouira. Or cette condition sera remplie si le degré de 
F(x) surpasse au moins de deux unités le degré de f(x). 
En effet, on a 


f(x) 2A,(x —— a3)+2B;6: 2A,(x — a) opel, | 2An(X pal. tm) + 9Brôm 


eee TS ee 


F(a)  (æ—#) +6 RU EAN zu) Er 
f(x) __PAi(r —n,)+2B,6:][(x — 4) + C2][(x — #3) + E21...[(x — 2m) +5) + 4 
F(x) Le — a) +6] — 2.) + 651. [x — an) +6 


et 2m étant le degré du dénominateur, le numérateur se- 
rait du degré 2m — 1 si le coefhcient de x°"-!, savoir, 
2(A, + As... + À,), n'était pas nul. Il faut donc ab- 
solument que cette somme soit nulle si le degré du déno- 
minateur surpasse au moins de deux unités le degré du 


L4 
numérateur, etc. 
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49. Considérons en particulier l'intégrale di SRE 
—œ ZL?7—+1 
dans laquelle z et m << n sont deux nombres entiers : ici 
f(x) ee . x? 
FN 7 x LI 


- toutes les racines de l'équation 
Fées ae Nr T0, 


dans lesquelles le coefficient de V1 est positif, sont 
comprises dans-la formule 


——— dk +1 —— , 2x I 
NE Von = COS a CA PRE sin Se 
2n 27 


dont on les déduira, en donnant à 24 + 1 toutes les va- 
leurs impaires comprises entre © et 27. La valeur géné- 
rale de | 


2 fat Wu) Fe (œ+ SVT } 
ÉDBLA Le PORC PACE TUE ana +6V/—r pr: 


cos (24 + )2r+V —1sin(24 +1) = 7 


A —————— ——————————————. —— 


es À HT d 2 À {marc | 
cos(24 +1) ta V/—1sin(>#+ r) 
> 7 - 
en posant 
2 +1 , à 2M—2R HI | 
AS OU Ep, 
27 27 


et se rappelant que pour diviser l’une par l’autre deux ex- 
pressions imaginaires de la forme cosp + Lis sinp, 


cos q + CA sing, il suffit de retrancher les arcs, on 
trouvera 


A—BV/—1 =" [cos(a —1) (24 +1)r+ V/—isin(a—1) (24 +3)x]; 


= — _ [cos a(24 + 1)r + V/—1sina(2À + 1)r], 
L' 


68 : CALCUL INTÉGRAL. 
d'où 
I NP MURS 
A=——tcosa(24+i)r, B——sina(2# +1), 
+ on 27 
sin ar sin 3ar sin(272—1)a7 
1 — L] B,= CRLNCE | Do 3 
on on 27 


et puisque dans l'hypothèse admise, le degré du dénomi- 
nateur surpasse de plus de deux unités le degré du numé- 
rateur, On aura 


+ 2m] 
1h PEUT om (B + B, +..,+B) 
DT EI 


— 77 {sin ar + sin 3ar +...—+sin(2r — 1)ar|. 
42 


On peut calculer facilement la somme qui forme le second 
membre. Eneffet, les équations 


cos 0 + Vans sinô — A l'éur 


cos 30 + 4//—1 sin 30 — e5? Ve etc 
donneront 


[cos 0 + cos 36 + cos 50. Pet let [sin9 + sin 30+ sin50... + ete 
AVI V1 WT. + dan D —1 


ss ae — en 1 
oVerlrt Vont Ad et EE = V2 
eV —1 
dans le cas que nous examinons, 
DIN ET 
DRE Are rw" 
an 

‘et par conséquent 

er —i — {amis — cos(2m +1) + V/—1sin (am+ 1)5 = — 1 
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on a d’ailleurs 


e 
eŸ PARLE sa el PET I 
220 V1 _, V1 OV —i V1 OV 1 
eV —1 


I ; I 
ve 2V/— à sin 0 ne oV/—1sinar 


donc 


oSar + cos 3ar…—+ cos(2r — 1 \ar + V/—i[sin ar + sin 3ar.….+ sin(2r—1)ax] 


| I 1 


2 

= 
DVA—: sin ar Li Su ami 

COS 47 + COS Bar +... cOS(27 —1)ar — 0, 

1 


— 


sin ar + sin 3ar +... sin(272 —1)ar = - PPT 
SNnaT À 


— = 


Ce y sin NN OT Lil 
PAR SUR + 


f œ@ x"dx x F 
Le ? 


on en conclut, en posant z — x°”, 


— — 
mere —7— 


— == 27 — = A — = = : 
1 + z Jo I1+x?! = œ 1 + rt? . 2n +I sn ar 
SIN ——— 7 


271 


LE Fe 7 ve vo xdr 20. rdr F D: 
0 


En réduisant de même chaque intégrale indéterminée à 
sa valeur principale, on trouvera 


PR. x "dr CES Hu . 
— = — [sin 247 + sin{ar...+ sin(22— 2)ar] 
—oI—T 2 2 
F 7 
_ ntangar 2Mm+I ? 
ATANG ——— 7 
an 
‘© 22—1dz co. x © xx T 
——— ZA — = À = = ————— , 
Jo I —2Z Jo 1—x?? — do 1 — 221 tang ar 
— “ie Q + 
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L 
Détermination d’une intégrale définie, 1° à l’aide de lPintégration par 
séries; 2° à l’aide de la différentiation ou de l’intégration sous le 
signe “£ . — Propriétés fondamentales de la fonctionT. 


90, Lorsqu'on ne peut obtenir une intégrale définie 
par les moyens indiqués, on a recours à deux autres pro- 
cédés, dont l’un est l’intégration par séries , l’autre la dif- 
férentiation ou l'intégration sous le signe f', par rapport 
à une constante arbitraire ou à une seconde variable dis- 
tincte de la variable indépendante. 

L'intégration par série repose sur ce théorème fonda- 
mental : supposons que les deux limites x,. X étant des 
quantités finies, la série 

Uog Us Us. 3 Uns 
dont les différents termes sont, entre les limites x,, X, 
des fonctions continues de la variable x, soit convergente 


pour toutes les valeurs de x comprises entre les mêmes li- 
mites , la série 


°X X *X. X 
] UodX, ÿ u,dx, J UC, 204 | UndX, 
CE To Lo Lo « XG 


sera elle-même convergente, et si S est la somme de la 


X 
première série, la seconde aura pour somme | Sdx. 
V Xo 
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En d’autres termes, l’équation 
S =Uo + uU; + u, +.,..ete. 


entrainera la suivante 


D X i1X 'X 
| J Sdx —= [ uS4x + f u,dx +] u,dx +- etc. 
Lo e/ Xo To To 


Démonstration. Soit S, =u, + uw +u ... +u,., 
la somme des z premiers termes de la première série, et 
r, le reste, à partir du #7" terme, on aura 


S = Sy +7 = Uo + Us + Us ose Unr + Th 


3X X. X 1X 1X 
Saz= | UAX + [l ad +... | Un_xÀX + r, dx. 
/ To To / Xo ” Lo Lo 
»* 7 X : x à 
Or, l'intégrale À! r,dx est une valeur particulière du pro- 
Lo NS 


duitr,(X — x,), correspondante à une valeur de x com- 

prise entre les limites x,, X; donc, puisque le reste r, 

décroît indéfiniment à mesure que 7 augmente, il en 
2 


X 


sera de même de l'intégrale \. r,dx, et l’on aura 
To 


X. X :X 
Sdr = J usa Fl'u,dæ + 11,1etc. 


Le Lo Le To Xo 


Si dans cette formule on remplace X par x, on obtiendra 
les suivantes | 


3 


2 » D CAF # 
RE J uodX + ] U,AX +..., 
e/ Lo 


G Lo Lo 


f Sas = fase + frnde + fade +...+ 0 


51. On démontrerait facilement que les équations ci- 
dessus établies subsistent encore lors même que la pre- 
mière série, d'abord convergente entre les limites x,, X, 
deviendrait divergente pour l’une de ces limites ou pour 


HR ND Van LL CN GEST ts 
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toutes les deux, pourvu toutefois que les intégrales 


X °X 
T. UT, 1] u.dx , €c., 
Xo To : 


forment une série convergente. 

Le mode de démonstration consiste à désigner par 
Eos € deux quantités comprises entre x,, X, pour les- 
quelles on a, par conséquent, 


à D 
fs = J Dr + [lude +..., 
Éo £ Éo £o L 


et que l’on fera ensuite converger, la première vers la li- 
mite x, la seconde vers la limite X. Cette remarque s’é- 
tend même au cas où les quantités x,, X deviendraient 
‘ séparément ou simultanément infinies. Si l’on prend, par 
exemple, 4, —a,x", 4, étant un coefhicient réel ou imagi- 
naire; si de plus on désigne par p, la valeur numérique 
ou le module de a,, et par À la plus grande valeur que 
1114 è | 

reçoive l'expression ( Pa)" quand le nombre z devient in- 
fini ; la série u,+ui+ u, +...— a, + aix+a, x? etc. 
sera convergente entre les limites x = — =, XL —=+ _ 
et par conséquent, en laissant la variable x comprise 
entre ces limites, et posant 


S—= 4 + 4;X + a,%? + etc. 


on irouvera 


T3 


ÿ »] T2 
1 SRE Us te 4 as 
0 2 3 


Fe etc. 


Cette dernière équation subsistera encore pour les va- 


Lt I - . 
leurs x—— -, x —+-, si ces valeurs particulières ne 
à ) 
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cessent pas de rendre convergente la série 


L] 1 L 
do? + + ax? + + ax. 


52. À l’aide de ces principes, on pourra développer 
un grand nombre d’intégrales en séries convergentes qui 
fourniront des valeurs de ces intégrales aussi approchées 
que l’on voudra. C’est en cela que consiste l'intégration 
par séries. On peut même employer avec avantage cette 
méthode d'intégration pour développer en séries toutes 
sortes de quantités, et-souvent ce qu'il y a de mieux à 
faire pour y parvenir, c’est d'exprimer les quantités don- 
nées par des intégrales définies auxquelles on applique 
ensuite la méthode dont il s’agit. 

Exemples : Pour développer en séries les fonctions 
1(1 + x), arc tangx, arc sinx, on aura recours aux for- 
mules 


(1 + x) — [” , arc ange = f” 


LA à 


1+ x? 


1 FA TL Us) La 
are Sin Tr rm el I—Z2?) dx 
sf V/1—7? “à ) 1 
i a 


et comme on trouvera entre les limites x = — 1, 


X—=+I, 


1 I 
2 =I—Xx+x— etc. — = 1— 2 + xl — etc. 
tr 22 1x | £ ô 


Ge) 


l'intégration par séries donnera, entre les mêmes limites, 


sol 


a 1 1 3 
= Hs mit ia re nat etc., 


L ( a ln NE ar | 
[I +r)—= arc (ang r=x — — — —— etc, 
3 ë AUS 
HAE ps I DE 
CT Ep EE ue 0 ete, 
DO TOR L'E Eir 


Si dans ces équations on pose x — 1, les séries comprises 
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dans les seconds membres resteront convergentes , et lon 


aura 


93. L'intégration par différentiation s'appuie sur un 


théorème important dont voici l’énoncé. 


Pour différentier, par rapport à y, les intégrales 


X x 
Fendr, [ft re, 
Lo Lo 


L 


il suffit de différentier sous le signe J la fonction f(x, y). 


Démonstration. En donnant à y un accroissement Ay, 
et désignant par la notation À, l’accroissement corres- 


? s / , 
pondant d’une fonction quelconque de y, par D, sa dé- 
rivée, on trouve 


X X :X 
A, “ 7e nee) (x, y +Ar)dx — fx, y)dx 
9] [e] UV To 


pe X 
= f Lara le pr = [ae mdr; 


d’où, en divisant par AÀy et passant à la limite 


1 X IN 
D, S\x,7)dx = D, f(x, y dx, 
Lo To è 
et par suite 
Ar x 
D, [fe na=f D, fard, 
0 CO 


ou simplement 


D, f f(x, Y) dx fo Flæ, y)dx. 


SI 
QE 
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Il résulte encore de ce théorème que l’équation 


[7 y) dx — F(z, y) EC 


entraine toujours les suivantes 
IEC x)dx =D, F(x, y), J D’ (x; y)dx = D'F (x, y)dx. 


Il arrive aussi quelquefois que l’on a besoin de différen- 
ter une intégrale définie { f(x, y)dx par rapport aux 
La Lo à. 


limites x,, X. Or les équations identiques 
D flore 7e 7) 
XX € 
D. [fender D. fl, f(e nds =—f(e 7) 


donnent, quand on fait dans la première x = X, et dans 
la seconde x = x,, 


X | X 
Dx | J'(r,r)de =ftX, x) D. [_ fe r)dr = —f(To) r). 


54. Cela posé, si une intégrale définie ou indéfinie, 
que l’on sait calculer, renferme, en outre de la variable 
indépendante, une ou plusieurs autres variables ou cons- 
tantes arbitraires, chaque différentiation nouvelle effec- 
tuée par rapport à l’une ou à lautre de ces variables 
ou constantes, donnera la valeur d’une nouvelle intégrale 
que l’on n’obtiendrait peut-être que fort difficilement par 
d’autres procédés. 

Exemples : En différentiant » fois de suite, par rap- 
port à la quantité a, chacune des intégrales 


‘ dx œ- dr a 
+ 
PRE Are: À [ ER PR, fa, [ dURAZ, 
JT + a Vo LL? +—a ! 


1 
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‘on trouvera 


an ( arc tang He" 
A TA NE Va V/a . c 
en TE A €, 3 
(zx? + a} +: da” Sue? 
\ 
an ( ji 
Nr... à A Tab (27 —1) 
BASS apr ot anne "a V/ a és 
ai] __1.3.5.. Sr ne 
DOTE OS AGE Pat 
ae Ta ll C, 
da” 
AN n x 
‘D LÉ nr (re (a )__ 1.2.3... 
0 da’ art: 


99. Souvent aussi l'intégration sous le signe f fait 
connaître les valeurs de certaines intégrales définies, 
quoique l’on n'ait aucun moyen d'évaluer les intégrales 
indéfinies correspondantes. Prouvons d’abord que pour 
intégrer, par rapport à y et à partir de y — Y,, les 


expressions À f f(x, y)dx, [ * f(x, y)dx multipliées 
To Lo 
par dy, il suffit d'intégrer sous le signe f, et à partir de 
Y = Yo) la fonction f(x, y), multipliée par cette même 
différentielle, pourvu toutefois que la fonction f (x, y) 
soit continue par rapport aux deux variables x, y entre 
les limites des intégrations. 
Démonsirauon. De l'équation 


D, [°F )dæx = ["D,F (à 
; | 7 

on tire, en posant F (x, y) œ J (&, y)dy, 
! Yo 


æ, f: Pfenarar = [| fix, y)dz, 
To v o 
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puis en multipliant les deux membres de cette dernière 
par dy et intégrant par rapport à y, à partir de y — y,, 
on trouve 


l "fe né J ; [re rs 


LTovŸo Jo 


ce qu'il fallait démontrer. 
Applications. Comme on a généralement pour des va- 


. PDP 1 
leurs positives de u, J x“ ‘dx — -, on en conclut, en 
o pe 


multipliant les deux membres par du, eten intégrant 
par rapport à p à partir de u = », 


— =] 


pau dx 72 
0 1x x y 


Si l’on désigne par a, b, c des quantités positives, une 
intégration sous le signe f relative à la quantité a, effec- 
tuée à partir de a — c, et appliquée aux intégrales dé- 
finies 


Lee) I Q0 a 
J eT dr — GEL J eT% cos bxdr FE SEAT ST 
o | a Oo a? + b? 
100 b 
J CSL DA EEE 
O0 a? + b? 


produira les formules 


d@ pTCT eT2t a 
[ = dr —|l-, 


y O T ; C 
D OCT ___ PT AT - EE b? 
a cos brdr — +] ——— , 
0 x c? + b? 


co e tt Es e 1? À a C 
—— sin brdx — arctang — — arctang-, 
O0 a b b 


d’où l’on tire, en posant c — 0, a — ©, 


® dx ss dx EL AÉRIATE ET 
— = D, cos bx — = ce, sin x — = —. 
He x 2 


Où y © (o) 
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96. Lorsque dans une intégrale relative à la variable x, 
la fonction sous le signe f renferme une autre quantité 
u dont la valeur est arbitraire, on peut considérer cette 
quantité y} comme une nouvelle variable, et l'intégrale 
elle-même comme une fonction de w. Parmi les fonctions 
de cette espèce, il faut remarquer celle que M. Legendre 
a désignée par la lettre let qui, pour des valeurs posi- 
tives de pr, se trouve définie par l'équation 


l'(u) — ia LV a 


Si l’on pose 


d’où 
I = _— 
T 


et si l’on remarque que pour x = oona z — ®, pour 
æ —1, Z = 0, cette intégrale devient . 


o (e 
— f ZM le tds sl M cpdère Th): 
© (e) 


La fonction T satisfait évidemment à cette première 
équation T'(1) = 1. De plus, comme nous avons trouvé 


a©O 
(n° 42), J z'e—“dz — 1.2.3...n, on aura évidemment 
y Oo 


D(a)=1, r(3)—1.2,..., T(n)=1.2.3..(2 —1)—(2—1) (21). 


En remplaçant dans la valeur déjà donnée (n° 49) des 
intégrales 


ee) ; 
: 1.244007 
J 2e % cos bzdz — 


b 
D t — |, 
’ PART CE) cos (2 + E)arc ang” | 
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Pond N e. RES & * e. b 
J ze sin bzdz — RES OTS AAS [ (+ r)aretang = | ; 
a 


si 
0 x il 
+0)? 
n parz — 1, le produit 1.2.3...... (n — 1) par sa va- 
leur l'(7), on aura 
b 
x T (2) cos Cr arctang =) 
) 21670 COS bzdz = ————, 
0 : 
(e +) 
j b 
+ T (2) sin (re arc tang =) 
Î PAR Mi NT PEER UD ER es | 
v £ n 
(a? + db) 


(ee) 
et en changeant z en az dans l’équation 11 2er =T(u), 
, O 


fa tend _… F(#) : 
0 


a! 


Enfin, de la formule 


o (1+ax) 1.2.3..,.(7 — 1) 


ee 1.2.3...(m—1)1.2.3...(2—m—1) 


on tirera 
E ænTidx  P(m)T(n7 — mn) 
ON LUE SPORE UT 


La formule 


(® a] { 
1 er = T(#) 
0 a! 


étant vraie, quels que soient le nombre pet la quantité a, 
on pourra y faire tour à tour, 


TL 


Pl 7 RE 1 PRE 
Pi X. + 1; 


ou 


Il |] 


ju \ 


ce qui donnera , en supposant que a et D sont positifs, 


1 
1] 2216 TT 7 — Re r (a) 
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0 AN 
[are 3(14#2) 77 — AE r(b). 
e 0 (1 (1 + x}? 


et par suite 


LITE I na © 
Re J arret eg, 
(ia) T(d) 
d’où l’on tire, en multipliant par dx et intégrant par 
rapport à x, entre les limites o et o, 


® ri dr I fe ; f* 
—— T( Lt Rd” LA LAC TUL 
A EU < 1 
: re) Ta) 
Zb—s / bars 57 
, r (6) n° e (6) o z ÉTAT: 


Puisque d’après la définition HAT de la fonction F', et 
en supposant aussi b —a positif, on a 
œ 
Î DSCTÉCE AZ 2 T0 0) 
O 


on aura enfin 


UE T FE) 


fe. ax dx T(a)r(b — 4) 


7 HI ë 
,etsil'on 


Si dans cette formule on fait b — 1, a — 


a égard aux ir (n° 


“za 7 a DARGET nie axdx T 
on | —— —, Ti), 
o I +23 o A? + L Po œ Sinar | 


on trouvera 


. FGF = 


EPA Fa gites sin ar 
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De cette dernière équation on tire 
bé | » a L n 
VA = fire e dx == Es e-G+9) dr = Jo CV dr 


co 
— nr eG+<) dx + cfa exe) dr —eTt nl er Bite 


et enfin 


ee] 22X 272 24 
if eT% (e Lo ea Le 72 LC 
0 


2 


formule qui sera vraie quelle que soit la valeur réelle 
de z, et qui le sera encore quand on remplacera z par 


Z Le r. ce qui donne 


à 20 
Î er  cos2zx dr = Le V7. 


O 
57. La légitimité de ce passage du réel à l'imaginaire, 
repose sur le théorème suivant, qu’ilest facile de démon- 
trer : si pour les valeurs réelles de z comprises entre les 
limites — 7, +7, les fonctions f(x, z) et 


F(z) — as f (æ, z)dx 


sont développables en séries convergentes, ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de z; si d’ailleurs les 
sommes de ces séries, quand z devient imaginaire, con- 
tinuent d'être représentées par les notations f (x, z), F(2), 
équation 


F(z) = {° fr, 2)dx 


‘ !/ Zo 


subsistera pour les valeurs imaginaires de z dont les mo- 
dules sont inférieurs à r. Pour démontrer ce théorème, 
on partirait du principe certain que deux séries orden- 
nées suivant les puissances ascendantes et entières de z, 
ne peuvent donner la mêmie somme qu’autant que les 
coeflicients des puissances semblables de z sont égaux: 


AA 6 
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dans les deux séries. De cette égalité ou identité des coef- 
ficients, on conclurait immédiatement que si les deux 
séries demeurent convergenties et fournissent la même 
somme pour les valeurs réelles de z comprises entre les 
limites — 7, + r, elles rempliront les mêmes conditions 
pour des valeurs imaginaires de z dont les modules seront 
inférieurs à 7’. 

L'application de cette remarque au cas traité plus 
haut est évidente: les deux fonctions 


À 227 — 237 
RCA ALES RS (Rome ai) © 4 ] F(z)—=tre, 


quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de z, sont 
développables, par la formule de Maclaurin, en séries 
convergentes ; donc, etc. | 
M. Legendre a désigné sous le num d'intégrale eu- 
lérienne de seconde espèce, et M. Binet a proposé de re- 
présenter par la notation B (a, D), l'intégrale définie 


'1 e L) 
à! xt (1 — x)" dx. Il existe une relation remarquable 
entre cette intégrale et l'intégrale eulérienne de première 


espèce l (a) = se x“=!d-*ex. Si en effet dans l'expres- 


Ô wL I ; 
sion js xt! (1x) dx on pose x — 7 01 trouvera 
Z 


lee] a— 1 (z 
B(a,b) — =f & : La mais es dans l'équation (n°56) 
œ@ xt dx ee 
ik ne re ant on change b en a + b, il 
ie PORT A MEL ta) T (D) 
Gene Gear tanier at 
donc 


_ Ta)r(b) 
B(a, b)= Dia) 


® “ 
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Comparaison des deux valeurs que prend, dans certains cas, une inté- 
grale double quand on intérvertit l’ordre de l’intégration. — Applica- 
tion de ces principes à la détermination des intésrales définies. — 
Comment à l’aide de certaines transformations particulières on peut cal- 
culer diverses intégrales définies. 


58. Il est encore une autre remarque due à M. Cauchy, 
et qui l’a conduit à la détermination d’un très-grand 
nombre d’intégrales définies. Des principes établis dans 
la huitième lecon, il résulte que lorsqu'on a une double 


intégration à faire, on peut renverser l’ordre des inté- 
grations, car on à (n° 55) 


{5 «A (x, y)dydx 2{} 14 f(&, r)dxdr. 
Si l’on pose 


d@(x, 

fl ne = LE, 

les deux fonctions o (x, y) et x (x, y) seront deux fonc- 
tions propres à vérifier l’équation 


dg (x, y) __ dx(æ y) 7) 
Mdy dx 
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et l’on trouvera 
X Yi . 
ik Lo(z; Y)— o(x, ro) dx — ie Lx(X, 7) — x (to ÿ)]dyr- 


Cette équation subsiste lorsque les fonctions o(x, y), 
x(x, y) sont finies et continues entre les limites x,, X, 
Yos Y; mais elle cesse d’être exacte lorsque ces fonctions 
deviennent infinies pour un ou plusieurs systèmes de va- 
leurs compris entre les limites dont il s’agit. Alors les ex- 
pressions obtenues par une double intégration peuvent 
différer l’une de l’autre et dépendent de l’ordre des inté- 
_grations ; mais leur différence peut être facilement calcu- 
lée. Supposons d’abord que les deux fonctions o(x, 7), 
x (x, y) deviennent infinies pour un seul système de va- 
leurs x — a, y — b , et désignons par € un nombre infini- 
ment petit, onaura, en appliquant la formulequi précède, 


A—e£ 1X 
[tete ee roldr + [5 Ce(s Y)—e(xr0)dr 
; | 
hr Le(X 7) — za + ep) + xfa —6 7) — x (cor) 1dr, 


LE 


puis on en conclura, en faisant converger £ vers la li- 


mite Oo, 


J Lx, Y)—@(x,7s) dr Si [x(e Y) — {ro mldrress 


To 


la valeur de À étant déterminée par la formule 
A = lim | [xla + e, 7) — xla —:, y)\dr. 
LUTO 
Dans le cas général où les fonctions deviendraient infi- 
nies pour un eertain nombre de systèmes de valeurs de x 
et de y, A serait la somme de plusieurs termes de même 


forme. 
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Exemple : 
sa Y— x? 
LP T) (æ+y:)? 
OÙ . 
ÿ , Fe 
p (x; y) zx + y? x( ay) x y: 
LIRE US URI ONE 
on irouvera 
; +1 26d +I1— 24 rl SL: 
A = lim Ée PA T — 27, 
henry 1 1+X° PS EN ua LS 
ou 
4T HI y2 2 ee  ( —+I FETE Le z 
TEE pd — L Éaprre dxdy — 27. 
Mn Jin (mère y2P per (x?+y?} € 


[l'est facile de voir que les fonctions (x, y), x(x, 7) 


vérifieront les conditions 


dx(x, y) 


do (x, y 
dx OR (TE TT A ER ar —) (AY Ia 


dp(x, ») dy(x, 7) 


ns 
Se 
a 


dy dx 
Si l’ona ç(x, y)dx +x (x, y) dy —f(u)du, et par suite 
d d 
(ne (ge 26 7) = (0 


59. Ce que nous venons de dire s'applique encore évi- 
demment au cas où les fonctions f(x, y), o(x, y), x (x, y) 
deviennent imaginaires pourvu qu'elles satisfassent tou- 
jours aux équations qui précèdent. C’est ce qui arrivera, 
par exemple, si l’on prend 


p (x, r)= F(z+7 =) 
(BI) =V IE (e+yr WW i ); 


on aura alors, en effet, 


dg(æ; 7) mr. SE dx(æ.r) Pre | 
Le =V/—1Fx+y V3), sata A PAT A RTE Var 
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on aura donc, en posant 
a 5 dim [ [F(a ++) (0 — t + yV/—i)l4r, 
[tt + Vi) —F (x + 70 Vi) ar | 
= f [F FRE RNERE UT Vilar — A. 


Posons 
ea BV/—1)F(x) =F(x), TY=b+esz, 


on en déduira 


Væ z F 
Zo — lus Ja seit, dy = :dz, F(x) — CUP ÈE CN ei 
“1 - rar ir 
F (a Lier V Tr) _ Ffa+e+(6+e2) 


DUT tr den 
F(a—+yv =) = let een, 

hf feet el Fleet 
= «AT ere PAR 


Soient maintenant 
FÉES A ct Cm nm M à 
pe TE A FLE "4 


2020 6. AO EQ) y —e, 


À (E), ue), et par suite J'(e), W'(E), æ, 6 étant des quanti- 
tés réelles. Supposons d’ailleurs que Y surpasse y, , et 
que les fonctions F(x + YVx), F'( LP) 


restent finies et continues par rapport aux variables + 
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et y entre les limites x,, X, y,, Y; comme on aura 


N'(e) + — 14 ( a b+ez) Face 
—F'|a — € + (b+ez)V/—1], 
les valeurs de À'(e) et w'(£) resteront toujours très-petites 


en même temps que €, et il en sera de même de « et de 6. 
Cela posé, on trouvera 


= V— clim La Xe) + V1 pe (e )| dz 
= f" [a (0) + V1 #(0)] dz 


Or, si l’on fait 
[es F (a + bV/—:) = lim e F (a SN A GES ES e), 


et si l’on remarque que pour € —0, z,—=— ©, Z— + 0, 
on trouvera 


FF DEC)  F(a+b V5) QE 
À (o)+V/—1 (0) DENT PreureS Eh 


a=A Vif" se ARE Er 


CN mb € 


Si l’on avait y, — b ou Ÿ — b, on aurait z, — o ou 
Z = o. L'intégrale relative à z ne devrait plus être prise 
qu'entre les limites z — 0, z — œæ; où z — —- œ, z—0o, 
et par suite, la valeur de A se réduirait à TfV/—1. 

60. Dans tout ce qui précède, a + AA: représente 
une racine de l'équation f(x) — + «. Si cette équation 
admettait plusieurs racines dans lesquelles les parties 
réelles fussent comprises entre les limites x,, X et les 
coeflicients deV/—1 entre les limites y,, Y; alors, en dé- 


signant par x apalb, Réal Laura ba RARES elc. 
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À e r 
ces mêmes racines, et par f;, f,, etc., les véritables va- 
leurs que reçoivent les produits 


(x —2:)F(x) au (x PENU TRES b, V se | )F (x), 
(x—x,) F(x) — {x — 3 — b,V —1) F(x), ét? 


tandis que leurs premiers facteurs convergent vers o , on 
trouverait | 


A 2r(f + f, +...,+ fn) V—1. 


Mais chacun des termes f,, f,,... devra être réduit à moi- 
tié, toutes les fois que dans la racine correspondante le 


coefficient de V/—1 coïncidera avec une des limites nou be 

61. Lorsque la fonction f (x + y V/—1) s’évanouit, 
1° pour x — + quel que soit y: 2° poury — æ quel 
que soit x; alors, en prenant x, — — æ, X — + oc, 
© Yo = 0, Ÿ = ©, on tirera de l’équation 


[Er +5) sea F(x+ 7 V/—:1)|dx 
“ [OLGA ant) — à, 


n 


| F{a)dr= az of ++. + fn). 
ie ©: 


f,, f,, etc., sont des nombres faciles à déterminer; on 
pourra donc, dans ce cas, calculer immédiatement la 


valeur de l'intégrale définie fa F'{x)dx. 
u — © 


Lorsque la fonction 7 (x) se présente sous la forme 


f(x : k 
LION et que ceux des termes f,, f,....,{f, qui ne s'éva- 


(x) 


nouissent pas, correspondent à des racines de l’équation 


D ne 1] | 
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(os = O0, On a 


top ARE SRE FAR) 


et par suite 


fc nm Aer 
or. a Fo Ar ar FE Eu Lo res 


On ne doit prendre pour x1, x2:,..., +, que les ra- 
cines réelles ou les racines imaginaires dans lesquelles le 
coefficient de V/—x est positif, en ayant soin de réduire 
à moitié les termes qui correspondent à des racines réelles. 


Exemple : 
19. Æ(x)=1 + 2x2; 
onjaura mor Vs: 
Co eds 4 
f FC) de = sÉM 1; 
— Œ I + x? 
2° Elti=rs rx, Lie ls D EE = de mo 
» © 
J 36 de = 2 [f(— 1) — (55 
—œ1I1—x ss.) 
39. F(x) = 1 + x?, 


x) = (a FA PRE te 


1h a" dx 7 
0 ‘14 @sinlxr? 


© pl 


Tax 
o I1+x? 


= 7% 9 
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A F(x) = 1 — x, 
fini (— x VONME, 
Te “AR LAC y Sox À 
J Sr 2m AMEL 2 ra RS LEE 
— © LT 2. 
Mot _ TCOSFpr w 
JO r—x?  2sinlur  2tanglwr 
En posant 


RON; SHATLENIA;, 


on retrouvera les équations 


# RTE dE F f @ ZT dz F 

Dh l 2 UESIn Ars. a ,I1- 7 wir ar 

qui se trouveront ainsi démontrées pour toutes les valeurs 
de a comprises entre o et 1. 


En partant de ces principes et s’aidant du calcul des 
résidus, M. Cauchy est parvenu à établir un grand nom- 
bre de formules générales dont on peut déduire presque 
toutes les intégrales définies connues jusqu’à ce jour, et 
un grand nombre d’autres. 

62. Quelquefois aussi des transformations particulières 
peuvent conduire à la détermination d’une intégrale dé- 
finie. Nous en citerons quelques exemples. 


co Le 
re f e-*dx. Multiplions par une autre intégrale 
v O 


semblable 1h ed, il viendra 


O 


© 0) à CO r® , «+ »@ © NA 
Cf. eds) my etda | EX CX | [ ce EHOdrdy; 
0 O O Oo vo 


posons 


d'ou 
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on aura, pour y — 0, 

62==" 0: 
pour y = œ, 

Li D, 


co 2 Lo 2) 1 
(J ras ) _ 1f dt / CF) rar. 
[e) O y O 


On a d’ailleurs 


1 
;0 e CHE rdx — — — ! 
0 2(1 + #2) 


et par conséquent 


(feras) = [PE = tre tango) =2 
Ce ULII—= Cu = -<(arctang © — arctang 0) — 
Ja OLA x ë ë 


(ee) 
_— 72 Sas | » 
f e#dx — 1/7; 
€ O 


et 


» 


LEA 


» © 
Ye j e7%* cosbxdx. Appelons cette intégrale u : en 
O 
différentiant par rapport à b, on trouvera 


du Le L 
WTA Re fe 1 er sin bxdzx 5 
# O + 


mais l'intégration par parties donne 
—a?r? > I LRO 0 b ja 9»9 
ee xsin brdx = — ——6 "sin br +— |e cos bxdr; 
24a? 24? 


d’où l’on déduit, en remarquant que la partie mtégrée 


22 . 
S evanoult pour XI = O0eitX —= ©, 


1 | b [Ke +] À b 
A bsinordr.— ; eTÉ cos bxrdx = —— u, 
‘70 DEN O 24? 


et par suite 


ER Lun ET M Ce) a 
db JA y 24°? ? 
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on a donc 


20 b° 
1] eT#* cos brdr = Cela, 
0 


Pour déterminer la constante, faisons b = o, il vient 


© 4 J r CO à J 
(EPS are es dz = VW 


o a Jo 


et enfin 
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DIXIÈME LECON. 


Intégrales des divers ordres pour les fonctions d’une seule variable. 


63. Ce qui précède avait pour but principal de trouver 
une fonction de + qui eût pour dérivée une autre fonction 
de x, f (+), et pour différentielle le produit f(x) dx. On 
donne maintenant, non pas la dérivée’ première, mais 
la dérivée de l’ordre 7, et l’on demande la valeur géné- 
rale de y propre à vérifier l’équation 


d'y 
PR = f (x). 

Solution. En multipliant les deux membres de l’équa- 
tion par dx, on peut la mettre sous la forme 


PRE 
+) er Ms 
(2) (2) dx; 


d'où l’on tire, en intégrant, 


dn— 5 à 
dx nr 


= fr (v\dx, == É S(x)dx +C, 


ou, ce qui revient au même, 


? LUems D YS x 
Rae J'(z)dz + C; 


NTI 
dx Ÿ To 
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multipliant par dx et intégrant une seconde fois, on aura 


(legs à 
four = ji f (z)dzdx Gr 1(X — Lo) + Co. 


Le second membre se ramène facilement à une intégrale 
simple. En effet, l'équation 


D; fe (x — 2)" f (z) dz — nf. (x — 2)"1 f(z) dz 


donre 


1 Ga flots 2 D. ['(e—2)" (242, 


*0 


ou, en multipliant par dx, et intégrant entre les limites 


To) XL, 
ARLES RAT 
J J (x— 2} fla)dsdz == J (&— 2)" f(z)ds + C, 
To V Lo MY Lo 
et en posant M — I, 


ip 


Te [dar —= | (x—z)f(z)dz +C, 
To v L» Zo 


on aura donc 


dr ir 


dar? 


En D CRE UE 


Intégrant de nouveau et plusieurs fois de suite, par rap- 
port à la variable x, on trouvera successivement 


dy x sms (x — x0)7? (x — 20) 
dx PAS (a TAATITE ni 2.3...(n— 2) *1.2.3...(7 — 3) 
0 æ di LE ie (x Dé} 

F = 1 D rap A Ut me ei) 


| 
| 
| 
| 
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Ci, Co Css... Cn, étant les diverses constantes arbi- 
traires en nombre 7 que doit par conséquent renfermer, 
dans tous les cas, l'intégrale générale de l'équation 


d? 
LT = (2). 


On peut mettre sous une autre forme l'intégrale définie 
du second membre, à l’aide de l'équation déjà démon- 
trée (n° 33), 

dl X—29 


[Pate à ra = | f(x +x)dx = UV 


ce! O 0 To 


en remplaçant en effet dans cette équation x par z, et X 


par x; f (z) par ses J (z), on en tirera 


= _ mn z)dz ha DT PT Arr +2) dz 


« CL gx 
= f, 1.2.3...(7- tt A 


Si pour plus de simplicité on fait x, — 0, cette dernière 
équation devient 


3 € (æ— 2)" 1 [” ; gaTI 
DR A Ne RARE JUS NP ERA A NEA 
1 1.2.3...(7 —1) A jeu Jo ae ed ae 


et la valeur générale de y se réduit à 


12 LE ia 71 e} Fine 7 L!TT 
1e Ge ——— 
hrs PRET N AtULEES 2.3..(r—1) 
x C 


ZT n2 


FRERE NT RS Te ÉR 


64. Supposons que F(x) soit une valeur particulière 
de y propre à vérifier l'équation 
d'y 


dx" 


= f(x) 
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en sorte qu'on ait 
Han (x); 


la fonction F(x) et ses dérivées F1 (x), Ftr-32){x),.., 
FE" (x), devront aussi vérifier les équations 


F (T1) (x) = [ /o& —- C; 


F(r-2) (+) = [ "(x —2f (De + Ci(z — 25) + C, 


[o) 


F3) (x) == J Re ee (me +C(-8.)+Cs, 


TON TAN 


+Cr: (x re a; +" VER 


et si, dans le cas où la fonction F(x) et ses dérivées suc- 
cessives restent continues entre les limites x,, x, on fait 
dans ces équations x, — 0, on trouvera 


CORNE) Cr NE) re ot 
et par suite 


(x— x)" 
°1.2...(2 — 1) 


PE (x—2"T: 
v 1 1.2.3...(72 — DUT 


F(x)=F{(xe) +(x— 26)F' (to) +. En (2e) 


t 


Cette équation subsiste quel que soit x,, elle sera donc 
vraie quand on fera x — x,, ce qui donnera 


on 
TL 


1 enter dz. 


65. Lorsqu'on se sert d’intégrales indéfinies et que l’on 


F(x)=F(0)+ŸF'(0)-+—F/(0) +. F C1) (0) 


se contente d'indiquer les intégrations successives, les va- 
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leurs des fonctions 
dry dy dus y 
dar es est D 
se présentent sous la forme 
J'f(æ)dr, SJ.S fix)drdz, ff S f(x)drdrdx,.…. 
PAST. LY fcVes 


Ces dernières expressions sont ce que nous appellerons les 
intégrales du premier, du second, du troisième ordre, .… 

de l’ordre 7, enfin, relativement à la variable x. On les 
désigne par les notations 


J f(x)dx, Po) de ifedes LES PSIE LE dr, 


auxquelles on substitue les suivantes 


x) dx, pe IRCCES JL J LR rides 


quand chaque intégration est effectuée par rapport aux 
limites x,, x. Cela posé, on aura évidemment 


ftœ)ar _ 1h (x — 3) f(z) dr + CG (x — xo) + Css 


‘(à A (&) dr — A LÉ Ode + Gp Fe. os. (x — 2%) + Cns 


fra f° à (hf es, [2 [2 [ro pie RE ROUE CE 0 


al” Je HA) es Tr Ee. 


En développant le second membre de cette dernière équa- 
tion et remarquant que les intégrations étant prises par 
rapport à z, on peut regarder x comme constant, il 


LMIT: 7 


PEN TS QUE DE CNE IN ee Me ER V ee CR. 6 Le. 
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viendra 


, 


EUR ‘re ds — © L qns 1 z f (z)dz 


: Nimes LES Fa spot fes @de 


HA 


ou, ce qui revient au même, 


J. jo Li ae 1.2.3. TE sel ra [ro 


ee 


ESC: ÿk PACS À EE 0 Le fl 


v Lo To To 


On peut vérifier facilement cette formule à l’aide de 
plusieurs intégrations par parties. 
On trouvera encore, en remplaçant l'intégrale 
1l TRAME E f(z) dz par sa valeur tirée de l’une des 
J 29 1-2.3...(2-—1) 
‘équations qui précèdent (n° 62) : 


LS fioeere re 


Di 


I 
(TES) AE 


à (x —x) 1! À _ 
| 2 4 ESS RENE ENTÉE, oo — — (rT5) 2 
; 1,2 F° (x) 1.2.3...(72-1) (æo), 


et en faisant x, = 0, 
#3 x pa Popa 
: Ja Lor f (a) de ZF(2)—F (0)-— 2 F0) F(20).. 


LA CES I 


2 (n=—x) 
ee En A 


Exemple : SoitF(x) = e*, on aura 
FE) = F0 (a)= € 
et par A 


| F6 T2 
CAR et — rs — — — ae 
o fe ï 1.2 


À can (er 
1 | AAA Re LAS 5 nt Ma NL 
: | 1.2.3...(7—1) Jiaenens F 


66. Applications analytiques. Ces applications sont 
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de deux genres et sont comprises dans la solution de deux 
questions, dont l’une a déjà été résolue et consiste à cher- 
cher la fonction y qui a pour différentielle du premier ou 
du n°" ordre l'expression f(x) dx ou f(x) dx". 

2%€ question. On demande de développer des fonctions 
quelconques de x ou de x + À, en séries ordonnées sui- 
vant les puissances entières de x ou de À, en assignant les 
restes de ces séries. 

. Solution. Reprenons les deux équations du n° 62 : 


F(x)—F(x)+ Ces F'(x)+ Fa État 


(x—x,)1 DLLE (æ—2}T: É 
tas" fat fe es ne DU 
F(x) —F(0) dE. 2 F' (o) += DE 40) CROP MEERTE 


ar! (x—2)( er) 


AU ER Ep (nes) Ca PARA MP RAS 
MERE Ta)" @+ [> 19344 RUDTUES Ge 


dans lesquelles nous avons remplacé f (z) par sa valeur 
F((z). Si dans la première de ces équations on fait 
x—=X,+h, puis qu'on remplacex, parx; ou si dans la 
seconde, après avoir remplacé F (x) par F(x+h), on 
change x en et réciproquement, il viendra 


k k? 
F(x+h) = F(x) +—F (x) HF "(x) VE Be ici 


hn—x F (@—1) (x) + [. 


æ+h FO)(x + h— 2)dz. 
1253 rt 


Le 1.2.3...(72—1) 


Le dernier terme du second membre pourra d’ailleurs être 
présenté sous diverses formes, car on déduira de ce que 
nous avons vu 


(Az) h gx 
——— —  — F(r) = rt RU) trs 
5 7: (x + 3) dz fa EXD pe I JF Nue z) dz 


æ+h (eh) 


= (r) == (HaC 
4 STE HAENA SA POMR a (z\d= J. JF .F 


(x + z)dz, 
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On peut établir directement, à l’aide de la seule inté- 
gration par parties , l’équation qui donne F (x +). 

En effet, si dans l’équation déjà rappelée 


sos f 


Le) 


X—x0 X—% 
fx—= [ f(z+ %o)dz, 
0 


on remplace X par x,+/h et ensuite x, par x, on entirera 


fret f FRE 


et par conséquent 


| F(x+A)—F(x)— La F’(x+-z)dz — if FE’ (x+-h—2) az. 
de enter Atiianrs fois par parties, on trouve 

ler F(z+A ge IE F'(x+h— 2) dz 
ER (ath—s)+  F'(a-h—2) + E F'(eth—9 =. 


= = F'(x+h—2) + (x + h — 2) 
I 


+... 
ZNTI 


PUS up ae) “r. L PEN RE NES 
ranch) F (ES kb Len 1) 


ue pe FO)(x+h—z)dz; 


où l’on déduit, en supposant que les intégrations soient 
effectuées entre les limites z — 0, z — h et que les fonc- 


tions F(x+ 2), F(x+2),..., F9 (x +23) restent 


continues : 


FA) (e)+ LE (x DE LR (2). 


ES 7, NTI 
F (1) (n) LUE 
MU (re ..(2—1) (+) A ANUS FANTEUTE (etre) 


En vertu de l'équation (n° rt 


nK. De 
L'otrwaæze( [rte 
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on aura 


»h 23 n=1 ‘h { see EAN + 
J PT FO (as) de FU (e+07) | (A — 2)": dz 


Oo 1.2... (7—1 0 1.2.3...(n—1) 


h? 
RU 
| PRET EEE) rs, 
Pa. (x —=r)er: æ (æ—z)"T: x" 
mme Ke (NL) = F (2) PER HORREUR Fes 
0 1.2.3..(2—1) HAE Gz) | 1.2.3..(72—1) ATTCE E 


et l’on retrouvera les équations 


F (a) =F(o)+ Ÿ F/(0)+.… 


NE 
+ A OPMNR F ES F(@—:) (o) ie 


LA 
OR Fr (a) f. 
1.2.3...(2—1) 1. Ep (ace 2), 


270 
; h MONTE 
F(c+A)=F(x)+=F'(x)+ Tr (Ar 
pins hr 


DR RENE AE 9 DR SUCER US 
rar) Fe pere eee nee 


déjà établies dans le Calcul différentiel et qui conduisent 
aux séries de Taylor et de Maclaurin, séries qui seront, 
par conséquent, convergentes et auront pour somme: 
F (x) et F (x+h) toutes les fois que les deux intégrales 


—- 


le PIE CAMP F (®) (z) dz— —— F(){(0x), 
: Fe 


o 1.2.3...(7—1) 318: 
1h (Az): hr 
aie 0 mea EM 2) d3= 2 F(n)f: } 
J, 23) pre a (H3P0RE 


convergeront pour des valeurs croissantes de 7 vers la li- 
mite zéro. Le Calcul intégral, qui, comme on vient de le 
voir, ramène aux formules de Taylor et de Maclaurin, 
a l’avantage de donner, sous la forme d’une intégrale dé-. 
finie, la valeur déterminée du reste de ces séries, et par 
conséquent l'expression de l’erreur que l’on comnret en. 
s’arrêtant à un terme donné. 


Mod Se 4 Car . 


F(#) (0x),. 
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Applications géométriques de la première partie du Caleul intégral. — 
Première application à la rectification des courbes planes. 


67. Les applications géométriques sont aussi de deux 
sortes : I. On demande de construire une courbe qui soit 
telle, que la touchante , en un quelconque de ses points, 
fasse avec l’axe des x, un angle dont la tangente trigono- 
métrique soit exprimée par une fonction donnée f(x). 
C’est, sous un énoncé géométrique, le problème déjà ré- 
solu et qui consiste à chercher la valeur générale de y 
propre à vérifier l’une des équations 

dr F\(x}dr; Fa = J'(&N 
LT 
On montrera plus tard comment, dans tous les cas, on 
peut construire la courbe par points en la considérant 
comme un polygone d’une infinité de côtés infiniment 
petits. 

IT. On demande la longueur d’un arc ou l'aire d’une 
surface courbe ou plane, ou le volume d’un solide ren- 
fermé entre des limites données. 

Solution générale : West évident, d’après ce qu'on à 
déjà dit, que si la différentielle ou l'accroissement infini- 
ment petit de cet arc, de cette aïre, de ce volume, cor- 
respondant à l’accroissement infiniment petit de la va- 
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riable x est donné par une équation de la forme 
(LTÉE YA 0 RC 2 14 


et que si de plus, cet arc, cette aire ou ce volume dési- 
» Q Ca: 

gnés par u, sont limités dans le sens des x par deux plans 

üxes x — X,,s X = X, ou par un plan fixe x — %x,, et un. 

plan variable x = x, u sera donné par les équations 


X æ 
he — F{x)dx, ou u — uw, = Fire 
Lo HO 
68. Considérons d’abord une courbe plane représentée 
par une équation f (x,y) = 0, entre deux coordonnées 
rectangulaires, où bien une courbe à double courbure 
représentée par deux équations 
HN RET IN RIRE Ce FUN PO, 
entre trois coordonnées; et sur cette courbe un arcS ren- 
fermé entre un point fixe À et le point mobile dont l’abs- 
cisse est x; s1 l’on désigne par $ cet arc, et si l’on appelle 
r l'angle aigu que la tangente à la courbe fait avec l’axe 
des x, on aura 


d$ —= Æ sécrdx, 


le signe + devant être pris dans le cas où l’arc S croit 
avec l’abscisse x, et le signe — dans le cas contraire. Dès 
lors la portion de cet are comprise entre les deux plans 
Hsebtr = rt =— X,) ou entre! le plan-fixé x =;%,set 
le plan variable x — x, sera donnée par les équations 


be x 

DE Do Sécrdr, Moi S IS | sécrdx. 

Td FT 

En comptant les ares à partir du point dont l'abscisse 
est X,, On aura 


'X x 
Sen. SEE J sécrdr, ou S— et sec dx 
4 


v 249 Lo 
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on aura d’ailleurs, si la courbe est plane, 


.: RME NUE NERRURe d 2 ALL 
Sécr — V: +(2) —V/1 + y"; 
dx 4 


si la courbe est à double courbure, 


4 2) Hz \2 
mépl(/a0 (EN a A jo 


et l’on calculera dS — + sécrdx en tirant de l’équa- 


: : 3 d 
tion, ou des équations de la courbe, les valeurs de _ ou 


d 
e — 
dx” dx 
Corollaire 1°. Si l’inclinaison 7 devient constante, on 


d z x 
de 7, ©, et les substituant dans les valeurs de sécr. 


aura 


s— + f‘sécrdr——sécr| dr — (x — x,)sécr, 
v A JE 

et par conséquent, lorsqu'une ligne a dans tous ses points 
la même inclinaison par rapport à l’axe des x, une lon- 
gueur portée sur cette ligne est équivalente au produit de 
sa projection sur l’axe des x par la sécante de l’inclinai- 
son. C'est ce qui arrive quand la courbe se réduit à une 
droite ou à une hélice tracée sur un cylindre qui a pour 
axe l’axe des x. 

Corollaire 2° : En appelant N la normale à la courbe. 
on a 


N—=—Esécr Xy, sécr — = Se 


“ 


et par cuite 


Re 
des Pays 
Loi 


e . , X 
Corollaire 3%° : L'intégrale f séc Tdx est égale, 


To 
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comme on sait, à la différence des limites X — x, multi- 

pliée par sécT, T désignant une moyenne entre les di- 

verses valeurs de l'inclinaison 7; donc S—(X—x,)sécT, 

S : ; 
HS ce sec T, e’est-à-dire que le rapport de Parc 
— Lo 

d’une courbe à sa projection sur un axe, est une moyenne 

entre les sécantes des diverses inclinaisons de l'arc par 
4 A a ‘4 4 ? 2 

rapport à ce même axe. Ce théorème suppose que l’arc, 

entre les limites x,, X, n’est rencontré qu’en un seul 

point par les plans perpendiculaires à l’axe des x. 

GTI ETÉMIE 


Le cercle x? + y? = 7°; on a 
d. ‘ d 
Nés Erf ee SA ARE A 
= J4 V7 — x? 


ter ra 
S = r | arcsin — — arcsin — |. 
72 | 


2°, L’ellipse 


d’où 


ou, en désignant par e l’excentricité déterminée par l’é- 


quation 
Va? eu 24 b? , a — ex? 
BR (SCR — ————— ; 


[44 
on aura donc , en posant 
Lo — 0, L == 4, 


et en appelant par conséquent S la partie de l’ellipse 
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comprise entre le sommet du petit axe et le sommet du 
grand axe, ou le quart du périmètre, 


4 a? ÉRES e?x? 
o ar 2 
et, en faisant x — az, 
aï L Ven A e? 22 
314 dz ——— 
Oo I — 7? 


On ne peut intégrer cette expression qu'en ayant recours 
aux développements en séries. Si au lieu de faire x = az 


on avait POST) — 


compté depuis x 


a cos®,, On aurait eu, pour l'arc 
Lo JU QUAD 


> « Re 

S — — a [ * a V/1 — e cos?@, 
Po 

et pour le quart S' du périmètre 


T 
12 ù A 
‘æe] dp V/1—e2 cos 9; 
(eo 


or on à 


V1 — ccos?9 — (I — e2cos? p} 


th 1 ef 9 1.9,€0 5@ 
1 — CO$® ——C05P — —,— COSP — etc. 
2 ‘ tete 2 410 d 


série toujours convergente, puisque la quantité e, et à 
fortiori la quantité e? cos*®, sont plus petites que l'unité; 


donc 
T T 
1 er f2 1 ei 2 
S era | RES LA J cos À od@ 
La 
3 e° 2 
ra 26 f. cos°pdp + etc. ; 
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mais on a trouvé, dans le Calcul intégral (n° 42), 


T 


F0 US a: 330 ane) 7 
JE RER ON an 2 


donc 


0) ten) 


Le périmètre enter de l’ellipse P sera donné par l’équa- 
tion 


P= aan | — 1 \2 (S SO 1.3.5 1ÿ — ete. | 
Gus (Le); De)-pree). sf 


Les produits de la série du second membre renfermés en- 
tre parenthèses, sont, aux coefficients près, les carrés des 
termes correspondants du développement 


1 i 1.3 ra 5 ve 4. Don 


DITES DEP CCR FER SR 7" el + etc. 
( ) MRC Vi à 2.4.6" 4700 
On peut calculer autrement l'arc de l’ellipse. L’équation 
, I ER 14 
secs Ent ir 
| COS ?7 nn 7 
| donne 
a? (1 — cos? a sinr 
vue ( Eh Je D ; 
1 — € COS°r V1 — e2cos?r 
a(i -—e)cos rdr 


(1 — € cos?r} 


donc, en appelant +, la valeur de + correspondante à x,, 
et cemptant toujours l'arc à partir de x = x,, on aura, 
en admettant que l’arc croisse avec l’inclinaison, 


© à 
Ge séc r dx —a(i — 6e) fa 3 £ 


#0 «/ To (1 — €? cos? Tr} 


En désignant toujours par @ l'angle déterminé par l’équa- 


= 
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tion x —a cosy, on trouverait que, dans le cas où cosv 
est posiuif, o est lié à + par l'équation 


Je HR, 
Vi — e?C08? 7 
d'où l’on tire 
I — Ccos?2®, — cos?r —+ €? COS? COST — 0, 


—e?)d 
De 2e PR €? COS *? De corde - CU 
(1— e°cos 27) 


(e? cosr sin) 
d(e? cos @ cosr) ere 
Le T 


eten intégrant, à partir deT = To» 


; d l'kssul 
(x — 6) | ee LA EE 
To 


To (1 — €? COS 27} 
+ e2 (cos? cos 7 — cos Po COS To) 


et enfin 


LT dr 
S An) "TT — ae2(cos@ COST — COS PO COS Fo) 
ro (1—e? cos?r)* 


T qe 
+54 dr V1 — e? cos ?r: 
To 


* en comparant cette équation qui suppose T2>To à celle. 
trouvée plus haut 


s— af! doV/1—ecos’g e? COS?@) 
on voit que l'intégrale 
è T MR RSR 
a | dr V/1— e? cos?r 
To 


représente l’arc renfermé entre les points de l’ellipse qui 
ont pour abscisse x = 4 COS To, X — 4 COST; donc, st 
l’on désigne cet arc par 5, on aura 


SERNMLE" (cos COST — C0S@o COS To) gs 
S— 5 — ac? (cosp COST — COS PoCOS Fo); 


ONZIÈME LEGON. 100 


Los XL Eos E étant les abscisses des extrémités des ares 
S et, on aura 


Le A COS Do dise ACOSDAN EE = MCOS TOY | É—4 COST, 


et par suite 
x£ Ga MES 


a 


L'angel déterminé par l’équati ch Set 
ang (er ®, étermine paï equation cos® (rec 23 est 


précisément l’angle que fait, avec le demi-axe des x po- 
sitifs, le rayon vecteur mené de l’origine au point où 
l’ordonnée correspondante à l’abscisse x rencontre la 
circonférence décrite sur le grand axe de l’ellipse comme 
diamètre : + est toujours l’angle de la tangente avec l’axe 
des x, en ayant égard à cette remarque, on conclura de 


STE M4 E0 


l'équation S — < —e , que l’on peut évaluer 


en termes finis, la différence qui existe entre deux arcs 
d’ellipse tellement choisis que les inclinaisons des tan- 
gentes menées par les deux extrémités de l’un de ces arcs 
soient respectivement égales aux inclinaisons des deux 
rayons vecteurs menés du centre de l’ellipse aux points 
où la circonférence de cercle décrite sur le grand axe 
comme diamètre, est coupée par les ordonnées qui ren- 
ferment les extrémités du second arc. 
Lorsque l’on suppose 7 — 0, on a 
e? ré 


T 
Pl, Lu O0 Oise ; 
2, a 


et l’on retrouve un théorème découvert par le comte de 
Fagnano. Dans tous les cas, en substituant dans l’équation 


[ —— COS ?® — cos?7 + €? COS? P COS Tr = O, 
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te 
pour cos®, cos7 leurs valeurs, > °n trouvera 


# 


ai — a? (x? 7) 3 e?2x282 PE 0; 


les abscisses x et £ devront donc toujours satisfaire à cette 
équation. 


o T° DRE : Ve 
302L hyperbole mi pa —15en faisant e — TT 


on irouve 


et en posant 


& Ÿ 2 295 
Te = (e?—cos??} 
cos @ Po cos °@ 


d’où l’on tire, en développant et intégrant, 


a 1 a p 
S — ae(tang® — tango) ——(8 —po)——-—— | cos ’pd 
Se ne AU PPA ÉRS O e ePe ne 
“Ho a 
RARE or cos igdp — etc. 
2 4 Ce À 
$. À TL? 483 
Les asymptotes ont pour équation ET pe 0e de sorte 


que la longueur comptée sur l’asymptote entre l’origine et 
le point dont l’abscisse est x, sera donnée par l'équation 


PR Be ab? 
Le V=+r= TX? + ns ral # De LA 
ou 


et si l’on observe que 


1 — Sin ® cos Ÿ 
AN PO ne, 
cos @ cos @ 1 + sin @ 
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on trouvera, en supposant ®, — 0; 


J # COS @ re a pan a cos çd 
mu “UT de LA few). ÿ 
EE er 


1934 É a" 
0 4 6 ‘d | j 
fe cos od® + n. +. a CS cos” @ dp+-etc 


F274 6e 


. e e T . ° Rob 
Si maintenant on faito— -, ce qui suppose x—® , il vien- 
h jui8 


dra 2 


2 DT, 9 Le NS OT AT 
RAIRET _. AE Are RE 


cette équation donnera la différence entre deux longueurs 
très considérables portées, la première sur l’asymptote à 
parür de l’origine; la seconde sur l’hyperbole à partir 
du sommet, de manière que leurs extrémités répondent 
à la même abscisse. 


4°. La parabole y°— 2 px, d'où 


En posant 
I Je pi Er À 
V 22 
on trouve 
Lo P 
rs 2(8 — 1)’ 


dt 
fa Rue frs = faite 2 
JUL! 


tr 1 (= L 2 + 


I 


Si maintenant on fait, pour plus de simplicité, x, — 0, 


AL 
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on aura 


Sr RE De er : 
2 


Telle est la valeur de l’arc de parabole compris entre le 
sommet et le point correspondant à l’abscisse x. 
5°. La logarithmique y — alx; d’où 


/ a € ’ d dr 
== — T'ES NE= A COLT. DEN QUE 
Te É ; sin ?r ? 
T dr 
tr ri fV ri dé onu 
; ro COST Sin?r 
d'ailleurs 
1 COS?2r—+sin?r  Cosr 1 
cotr Sin?r  COSrSin?r  sin?r (Cosr’ 
cosrdr I 
Re ne 
sin ?7 Sin 7 
dr Tr Tr 
—— —ltang| + -)+cC; 
COST 4 2 
onc 
ï I F  T\ : Fi ro 
S—a|l| ——-— }|—ltang| + Tensor de | 
sinr SINTo Le NE 
L 
So : NA AE EE AP 
6°. La chaînette F= a PER, en posant X;y — 0; 


c’est-à-dire en comptant l'arc à parür du point le plus 
bas, on trouvera 


S— a dr = AN LE y 
0 2. 2 


Cet are est proportionnel à la tangente trigonométrique 
de l’inclinaison correspondante à son extrémité. Comme 
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On a 
x x 
EN ONTE 
Y —= , 
2 
[x œ V = 2x V 2x 2x \ Fe 
a + AR a DT CAT. a — SERRES 
Lalt —e T}—- a Le To —- eT Le nu . mr 
2 
Æ LEONA L LIN a 
AERRES LE 
‘#4 a a LÉ a AC 
MU ee 0) 4 EN} —-\eRe —@ = ya 


On aura aussi 
c— V7 pe 


l'arc, compté à partir du point le plus bas est donc le côté 
; P P P P 

d'un triangle rectangle dont y est l’hypoténuse, et à 

l’autre côté. 


7°. Enfin, la cycloïde 
Tr are cos 7 De V'2Ry — ÿ?. 


Si dans la formule S — J séc Tdx on remplace x par 


Xo 
Ê A 7 
Y, il faudra remplacer en même temps 7 par STE 6 Où 


aura donc 


Y 
dS —=Hcosécrdy; S—S,—=#t f 


- D : 
cosécrdy = + J dy PA 
” Yo Yo 


ou ;, en comptant l'arc à partir de x — x,, et supposant 


Ya 


| 7 2 DA L. 
S = | cosec 7rdy —= / dy 1 ROBE 
Yo Yo LE 


Pour la cycloïde, on a 


D'UTI 8 
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Re d ee LUS 
T — 2R—y Vs ; y3 SR = y” 


donc, en comptant l'arc à partir de x — o ou du point 
de rebroussement , il viendra 


kr? dy ren — — 42 abs 
y Véer — 2 V/oR(V/2R — V2R —y), 


ÉR—S—2V/2R(R— y). 


Pour avoir la demi-cycloïde, il faut faire y — 2R, ce 
qui donne S — 4R; le double de cette valeur, ou 8R, 


sera la longueur d'une branche entière de cycloïde. 


S=V2kR 


_ te © si x = 


Al 
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Etant donnée la relation qui existe entre Parc et l’une des coordonnées de 
son extrémité, trouver l’équation de la courbe. 


70. Nous avons vu quelorsqu'une courbe est donnée par 

son équation, on peut obtenir en termes finis, ou à l’aide 

- d’un développement en séries, la relation qui existe entre 
un arc quelconque de cette courbe et les coordonnées de 
son extrémité, ce qui permet de calculer exactement, ou 
à un degré quelconque d’approximation , la longueur de 
l’are compris entre deux points donnés. 

Mais on peut se proposer un autre problème inverse du 
précédent, et que l’on peut énoncer comme il suit : Étant 
donnée la relation qui existe entre l’arc d’une certaine 
courbe et l’une des coordonnées de son extrémité, trou- 
ver l’équation de cette courbe. Nous avons cru que cette 
recherche était assez intéressante pour qu'on fût bien aise 
d’en trouver ici quelques exemples. 

Soit s — o(x) la relation donnée entre l’arc s et l’abs- 
cisse x de son extrémité, on aura 


ds —=@l{x)dr — V/ dax + dy?, df= dx VTe/ (x) ler 


et par suite 


Fr Î Have tif 1 +0 
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L'intégration sera plus ou moins facile, suivant la forme 
de la fonction p(x). On l’achève plus facilement dans 
beaucoup de cas en substituant à la variable indépendante 


F 


x l'angle 0 — 5 — 7 que la tangente à la courbe fait 


avec l’axe des y. Cet angle est lié évidemment aux coor- 


données x, y par les équations 
dy = tangrdx — cotôdxr, ‘dx — dssm6, dy — dscos0. 


On a d’ailleurs, comme nous l’avons vu, 


et par conséquent 


?' (x) = — cosécb, 


sin 0 
d’où l’on tire 

£tifr, cos0 . 

æ — \d(coseci), . dx — — A'{coséc0) -__d6 

Y (cosécé), J(coséco) Le 46, 


cos 20 
1 L' {cosécÜ) — 10 
% f+ LEGS l n3p. Re Le 


et enfin, en éliminant 0 entre cetie équation et celle qui 
donne la valeur de x, on arriverait à l'équation cherchée 


EL PEL 0: 
+ 0 (l 1 Pb = ps d b 
L'arc s de la courbe et son rayon de courbure, seront 
d’ailleurs donnés par les équations 


s —e(x) —g{p(cosécé)| — jf (coséc 8), 


2c 20 6c 20 — 
de ds re L ds __ Je rosée Vcoséc 2-04 
dr do d (coséc 0) 


ou 


12 Application. L'arc s est hé à labscisse x par lé 
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quation 
= pr = Vrs 
on aura 
d : Dx sin 20 sin 6 cos0d0 
a sin Ÿ — pe Li EE RC PEN ET 
Gé P Â 2 


s =? sind, «y ER cos 20d0, 7 =? f cos" 040 + C. 
2. Ep 


En intégrant à partir de 0 — 0, y — 0, et posant 
p —=:8R, 20. 
on trouve définitivement 
y = Ro + sine), æ — R(i1 — cos). 


Ces deux équations représentent une cycloïde dont lerayon 
générateur aurait R pour rayon, et l’on arrive de cette 
manière au théorème suivant : Si en partant du sommet 
de la cycloïde on décrit une parabole dont le paramètre 
soit égal au quadruple du diamètre du cercle générateur, 
les arcs de la cycloïde seront égaux aux ordonnées de la 
parabole. Cette relation entre les deux courbes ne doit 
pas s'étendre au-delà du foyer de la parabole , puisque les 
ordonnées de la cycloïde deviennent imaginaires pour des 
valeurs de x plus grandes que 2R. On arriverait à la même 
conclusion en remarquant que l'arc s de la cycloïde est 
donné par l'équation 


s — 2V/2Rx, ou s — SRr, 


équation d’une parabole dont le paramètre est 8R. 
2° Application. L'équation qui lie l'arc à l’abscisse 
est celle d’une parabole de l’ordre m + n, 


AIN Den 
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On aura 


(me ete EEE de abat Tir, 


ñn 


LRO NE (er + n)smbr ne, m+n(x\m+n 
= SN = — —— es : 
ds RD TAN D, 7 
{ m + =) (2 pe | 
cos —|. 1 —| — — 
Wie LL PE 
et, en posant 
m 
è NS mn m 
m m Sales se 
L'— n ENS atsin ue 
GES Ava "à mp nt | SU SE GISI : 
m 
mg . n 
dr = TT in © cos 6db, 
rt 
ds m 
DRASS Vis STE" 
dy = —sin"  Ocos’6d0 — q cos6 d sin” 8. 


7è 


On trouvera encore, pour la valeur du rayon vecteur, 


mMm— n 


mg . 
0 et. FA sin ” 6cos6. 
nl 


Considérons le cas particulier où, 7 étant égal à 1, la pa- 
rabole est de l’ordre m + 1 et a pour équation 


m RE . 
SONT pas 


fe : m \ mn : 
q est alors égal à p { nn , etl’on a 
\ M + 1 


s — qsSin”"0, ds — mqsin”" "0 cos6db, 
m ET ; 
x —=———— qsin "T6, dx — mq sim" cos (db, 
MIA 
é I 2 LE 
m +1.f s\m [M 1) m | 
sin Ÿ Re | =) I COSP EE TN | e 
ni) Le Nr TS | 
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" — qcosôd.sin"ô — mg sin”"7"0 cos’6d0, 
nm +1 jaune 
m  \p/ 
p = + mgqsin”7"0 cos6. 
L'intégration par partie donnera 
/ " 
FN ane cos 0 + fsinntrod) + C 
On a d’ailleurs (n° 30), en posant m +1 —4: 
1°. Si est impair , 
É : 0 2.4...(u-3)(u-1 
(sinm+:040 = fsinteco—— fs ER : sin HG i Fee 
é le 1.3...(ge-f)(ee-2) 


29, Si p est pair 


Cinrti040 — J sin “04 0 


cost pb lt elU Huigui li S6.(e Tite 0e 
ER HT20 l ca, C2 
5 [sin ane Es 0... + 2.4. Fee RAT ps à sin | 
1.3... (u— 3)(@—1), 
. 2.4...(ue — 2)ge 4 


À l’aide de ces deux formules on arrive immédiatement 
aux relations qui lient les deux coordonnées x, y avec 
l'angle 0, et par suite à l'équation Fr y} pide rh 
courbe cherchée. 

Supposons que m soit égal à 2, la parabole est du 
troisième ordre, et donnée par l'équation s° = px°; on 
aura 


4 2 
ae ? 


BR = sin, s — q sin, 


2 
dy = 2q sinÛ cos ?0d0, y = — _ cos 50 + C; 
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mais quand 0 = o, y est aussi nul, donc 


PARLES e 
Mis 9 (A ROS æ); 


on aura encore 
p — 2q sinÜ cosû — qsin 26. 


Pour obtenir sous une forme très simple l’équation de la 
courbe en coordonnées rectilignes, posons 


2 2 2 
ANNE 72 LS dl (2) P=AÀ; 


nous trouverons ainsi 


&— A sin%, » — Acos %, 
(3) 10 (+) — COS, 


2 92. re én \T 
Gr (DE ren Gi 


Telle est donc l’équation de la courbe dont les arcs sont 
égaux aux ordonnées d’une parabole cubique; elle a 
quelque rapport de forme avec l'équation 


M (DB 


de la développée de l’ellipse, sans pouvoir s’en déduire ce- 
pendant, puisque dans cette dernière équation on ne peut 
supposer À = B sans que l’on ait en même temps À — 0, 
D—10. 
Si l’on faisait 
ESA AS EE DEN D NE). (P — a; 
on trouverait 


s—qgsin, x—>qsint#, dy — 3qsin’0 cos’0db, 
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et en intégrant à partir de 0 = 0, y — 0, 


x = 5 a (40 — sin 49), 


on aura encore 


face Are 
x ; x 
Sin 0 — VE 0 —= arcsin VE 
a a 
a f 
D — g(3 —4cos 20 + 1 + cos 0), 


et en posant 


a a 
z — 3 (8 — 4 cos20) —E, 4=r+0, 1—=Y7—T7, Rss 
£—R(1 — cosw), y — R( + sin). 

Si £ n'était pas fonction à la fois de x et de 0, ces deux 
équations représenteraient une cycloïde. 


On trouvera encore que l’équation de la courbe dont 
les arcs sont représentés par la parabole du cinquième de- 
gré s° — px est représentée par l'équation 


Ale 2 NZ 
SANS 45 
= 2 == 
DA 
dans laquelle x est une foncüon de £ et de 9, ce qui em- 
pêché qu’elle ne soit un cas particulier de l'équation 


2 2 
æ \n Re 
à) A en nie 
3° Application. L’are s est l’ordonnée de l’ellipse 


a: 2 1 2 


A 
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on aura 
L as a V a — x? a? 
Atos AA rt À ZE 
b TL b T V/ a+ b? sin 26 
7 b? sin 6 d ___ a?b?sin£cos0d0 
= — di = ————, 
ss V/a? + b?sin 6 F (a? + b?sin?0): 
__ a?b?cos*0db 


(a?+ b?sin ?0) D 


En intégrant cette dernière équation et éliminant 6, on 
arriverait à l’équation de la courbe; mais l'intégration 
n’est pas possible en termes finis, elle ne peut s'effectuer 
que par approximation : nous nous contenterons ici de 
quelques transformations assez élégantes. 


Posons 
Ci COS U, Ms ND. SINnl, 
d'où 
dx — — asinudu, ds — b cosudu, 
dx a sinu - 1/62 cos ?u — a?sin?u 
— = Sin 0 = — — OO = —  —— —; 
ds b cosu a sin w 
ont tds 
et en posant © = — 
DRE 


dy = bdu V1 — c? sin°u. 


L'intégrale de cette dernière équation représente une 
fonction elliptique de seconde espèce, et sera réelle tant 


to ne. , I 
que l’angle u vérifiera la condition sin u < —. 
; € 


Sidi =D 


== aduV/ 1 — 2 sin?u — adu V/cos2u, 


Da | I 
l'intégrale sera réelle tant que sinu < Ve Lio E; 
2 
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4% Application. L’arc s est donné par l'équation  . 


18% se 
he À lose mnt 1, 


a? DANE) 


qui représente une hyperbole; on trouvera, dans ce cas, 


dx Su LE a a V7? — da 
ds VA MENT x k 
a? b: sin 0 
Re 7 ere M 
V/_a2 — b?sin’6 V/ a? — b?sin?0 
a2b? sin 0 cos 0d@ a?b? cos0?d8 
dx ras dy sr 3° 


(a?— b? sin #)* (a?— b?sin°@) 
L'intégrale de cette dernière expression est encore une 
fonction elliptique de seconde espèce que l’on ne peut ob- 
tenir qu’à l’aide d’un développement en série. Examinons 
en particulier le cas où, à étant égal à b, l’hyperbole est 
équilatère. On a alors 


a asin6d0 “ ad 
a , dy = —— 


LE, Le 
cos 6 cos 20 


et en intégrant à partir de 0 = 0, y = 0, 


a 1 + sinÜ a {1 + sin0\? 7 <) 
= 1 =] ————— | —altang| -+- | 
nr (SE) 2 ( cos ) < e (2 2 


‘ 


En passant aux nombres, on trouve 


7 ; 
A 1 + simÛ 


cos 0 
or 


a ! x? — a? 
cos — —, SM, 


124 CALCUL INTÉGRAL. 


et enfin . 


On voit évidemment sous cette dernière forme que la 
courbe cherchée est une chaïnette. 
Si l’on posait 
[A 


LEZ —— sb Tang x 
COs 4 ? 84 


ces deux valeurs vérifieraient l'équation de l’hyperbole 
donnée, et l’on trouverait 
du 


dyi= V/ 62 — a? sin°u. 
2 
COS ?4 


L'intégrale ne peut s’obtenir qu’en série, et ne sera réelle 
qu’autant que l’angle x satisfera à l'équation sin u <-. 
a 
5% Application : à la cycloïde 
z—R(r1— cos), s—R(» + sino), 
ou 
VRzr me 


s = R arcsin pe Mon V/2Rx — Lo 


On a 


ds f V'2R— x R=Z7 


TL 


et en posant 


il vient 


re 
dy = d£ 
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Or cette dernière équation est l'équation différentielle 
d'une cycloïde dont le cercle générateur aurait pour rayon 


R : 
R' ou 2 donc pour tracer la courbe dont les arcs seraient 


représentés par une cycloïde donnée, il suffit de décrire 
une seconde cycloïde ayant pour cercle générateur un 
cercle d’un rayon deux fois plus petit, et de faire croître 
les ordonnées de cette seconde cycloïde dans le rapport de 
V’oàr. 

On arriverait à la même conclusion de la manière sui- 
vante : les équations 


æ — R(1 — cosw), s — R(o + sin), 


donnent ; 
sin 0 cr Ra ®__—tan es 
ER = AE 
ds! br 1H cos © COS & 83 2H) 
n< 2R sin °0 
1 —- sin 20? 
* 4Rsin6 cos6d0 __ 4R cos *6d0 
AD Le a 
(1 + sin20} CT + sin 20)” 


En transformant les puissances des sinus et des cosinus 
en sinus et cosinus d’arcs multiples, on trouvera 


2R(1 — cos25) jen ACER 


Li 
3 — cos20 ? (3 — cos 20} 
L’équation 
sin — tang+o 
donne 
cOS0dO — ———, 
COS ? +& 


et par suite 


dy = 2Rdo cos+ © V cos w. 
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En faisant 
COSæ — cos? La, 
+ “ 

d’où 

a, V/1— cos?1o sine Fe 

SIn + & — = : 
l 2. V2 
COS + æ'do’ 


Dam 


cos + wdo — 


on trouvera enfin 
AYVEAR V2 cos? 12 da’, 


R / 
Nu V2 (æ’ + sine), x — = (0 — cos &), 


et ces deux équations représentent évidemment une 
courbe dont les ordonnées sont à celle de la cycloïde de 


rayon © , dans le rapport # Voàr. 


On arriverait encore au même résultat en intégrant le 
second membre de l’équation 


(1 + cos 20) 


AR TS 
Ar J (3 —cos26} 


24; 


on a en effet 


*(1 +cos26)d.20 …  4sin26 4 Re 
J (3 — cos 20)  8(3—cos20) 8,J 3 — cos 20? 
CR Ra . sin20 V/8 


——© = —@ arc Sin ———— 
3—cos 26 V8 3 — cos 20? 


et par conséquent 


arc sin 


AR ( sin 26 . sin26 V/8\ 
Are Re M AT A 3 — cos 20 


DOUZIÈME LEÇON. 127 


Mais l'équation 
2R(1— cos 20) 


= 
3 — cos 20 
donne 
L 2V'or(a—x 2a — 3x 
sin 29 up PQ) COS 20 — ——— ; 
24 — TX 20 — X 
donc 
R, -- ] V'Rzr — 2° 
Ja = V2 ARC ne Vs V/ Rzr — x°, etc. 
2 


— E 
2 


6%° Application : à la logarithmique s — a x. On a 


dx : : 
UT sinÿ9 — L, HE SLR OS 
d'LLLNE 2 
dr atcos0di} too Mate à 
a 
cos 20 x 
dy a d0, y —a(ltang +0 + cos )+C. 


sin Ü 


En appelant & l’ordonnée correspondante à 0 — a on 
trouvera 
C—b et y — a(ltangr0 + cosû) + b, 


d’où 
sin 0 à 


se Let 1 + cos0 


En substituant pour sin8, cos@ leurs valeurs en x, et pas- 
sant des logarithmes aux nombres, on trouvera définiti- 
vement 

PME Le — 2 


a == 


uA 
a + Va 


€ 
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Telle est l'équation de la courbe dont les ares sont égaux 
respectivement aux ordonnées d’une logarithmique. 
* 


En partant de l'équation s — e*, on aurait eu . 


F8 
: “NS, * a cosédb 
Singe, ee ia É de DRE 
sin 0 sin Ÿ 
dy = — acot’0d0, y — a(0 + cotô) +C. 


a \ F 
En appelant à l’ordonnée correspondante à 0 =; et 


posant 


on aura 


on a d’ailleurs 


2x 
€, 4ai—ia? 
tang és ft, 
a 
el par conséquent 
27 
DL PE 
es a —"1l 
b — y + et—a?— a arc tang : Pi 
ou : 
2x 
Le Be ea — 
et —a? — a tang 
a 


71. Ilest facile, dans beaucoup de cas, de trouver les 
développantes des courbes que nous avons considérées 
dans ce qui précède. En effet, si l’on représente par 
£, n, p, © les coordonnées, le rayon de courbure et Pare 
d’une première courbe considérée comme développée ; par 
x, Y, r, s les coordonnées, le rayon de courbure et l'arc 
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de la développante, on a , d’après des formules connues de 
calcul différentiel, 
RS LR ei 


: 
— = ——, dr = dr. 


dx de” dy dr 


De plus, en appelant 0 l’angle que la touchante à la déve- 
loppée fait avec l’axe des y, cette touchante étant normale 
à la développante, on aura 

dy dx 

— = Cot0 = — —; 

dE dy”? 
et si l’on prend pour origine des coordonnées l’extrémité 
de l’are s, on aura simplement 


dy 
RE Mere TE tang 8, 
dx 
FA — COS0, ——5sin6. 


Les valeurs d E ar PTE TM ati 1 précèd 
es valeurs de, =] x équations qui précèdent, 
conduisent immédiatement aux expressions 
Y = y — scCOSû, x — Ë — csin6, 


qui donneront y et x en fonction de 6, dès qu'on connai- 
tra Ë,net oc. Il suffira ensuite d'éliminer 8 entre les deux 
équations qui précèdent pour parvenir à l’équation cher- 
chée de la développante. 

1% Exemple: La développée est un point £ = «&, n—b. 
On pourra prendre 5 — Va + D°, et l’on trouvera 

Y—b——ccos0, x—a——csin6. 
L'équation de la développante sera dés lors 
Le — a} re (y ne b}? — a? +, b?; 


par conséquent cette développante sera un cercle passani 


FPT. 9 


; 


* 
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par l’origine des coordonnées. La développée d’un cercle 
est donc un point, ce qui est évident à priort. 

2% Exemple : La développée est la courbe dont l’are & 
est donné par l'équation 


MR nn em. 
qmt = PE; 


on trouvera 
7H 4-n 


7 
L u/ 
q sim Ge 


4 (QE) 
m+n 


Le à 
V— 24 [sin” 0 cos 2046 — q sin” @ cos0 ; 


mm + n m 


0646, ds — gsin " 64; 


m 


dx = q sin” 6 cos6d0, dy—sin 


m 


3 PLANS 
comme nous l'avons vu. est égal à art 
d 9 S 
, mn 
SU ol DEV On aûra 


I 
m + 1] 


Pit mq | sin” "0 cos 2040 — q sin" cos 6, 


q sin"tr0, 


5 ess 


SN { sine. 


Si de plus m — 0, $ — p, on trouvera 


æ = qsin0, pi gCoS0$ LS = 0 2 rip? — qù, 


A prend la 


La développante est un cercle; 9—=p e 


forme indéterminée 0°; mais, pour avoir sa véritable 
valeur, il suffit (Calcul différentiel, n° 25), en faisant 


HD AR EN m 
M AE MP con re me MU Det 
m+ TI m4 LL: 


{ 
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z'u 
de calculer la valeur de l'expression é  #* correspondante 
à m— 0. On trouve de cette manière que la véritable va- 
leur de g est égale à p. 
Si au contraire on avait fait à la fois 7 — 1, m— 1x, 


c° = pË, la développée serait la cycloïde 
” ne (29 + sin26), £& E (1 — cos 26), 
on aurait 
west a sinb, 
2 ” 


et la développante serait déterminée par les deux équa- 
tions 


4 =? (20 S sin 20), Ta = (: — cos 20), 
qui représentent évidemment une cycloïde égale à la 
première; la cycloïde est donc à elle-même sa dévelop- 
pante, ce que l’on savait déjà. 
Supposons encore n = 1, m = 2, 6° — p£?; la déve- 
loppée a pour équation 


CHOSE 
2 


y = 39 (1 — cos) — q sincos0, x — -— +4 sin, 


et l’on aura 


# =" fsin 20dû — + (20 — sin). 


z 
4 

3°° Exemple: La développée est la courbe dont l'arc 
est lié à l’abscisse par l’équation d’une hyperbole 
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et qui est déterminée par les équations 


| a? * _ cos’0d0 
EE Pa Done == ab? Ir = 
di 0 sin? 


: s0? 
a?— b?sin?0} 
b? sin 23 
RE} 
V/_a?— b?sin° 0 


CAE 


on trouvera pour la développante 


cos 20d 0 b?sin 6 cos 6 
F — a’b? marrer = Re 
(a? —b? sin?6)° L/a? — b?sin?0 
x = Va? — b? sin?i. 
Pour connaître la forme de l'intégrale qui donne la 


valeur de y, différentions la première des deux équa- 
tions qui précèdent, et posons, pour abréger, 


b? 
es 2 
a A 
1l vient ainsi ‘ 
b2 sin 26 dû 


dy = 27 ” 
Aa V/1— 0? sin 20" 


bee = a( er —#- Fan); 
u 1/1 — 6° sin 0 


et en désignant, comme l’a fait Legendre, les fonctions 
elliptiques de première et de seconde espèce 


er ES 
par les notations F(c, 0), E(c, 4), on aura datent 
y = a[F(c 9) — Elc, 6)]; 
on a d’ailleurs j 
x = Va bsin°0. 


L'ensemble de ces deux équations représentera la déve- 
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loppante de la courbe dont les ares sont égaux aux ordon- 


nées d’une hyperbole. Si a — b, l’hyperbole devenant 


équilatère, la développée donnée est la chaînette 


fn Sun 
"(+ 48 


on aura 


[44 
F 1 + sin0 L 
a SM )— sin], 

u |: (EE 

; 1 in Ü 
PR At NEA 
‘ cos Ÿ 

RE a a? — x? 
SLR BREL Eee 


Telle est donc l'équation de la développante de la chaï- 
nette. 


4% Exemple : Les arcs de la développée sont les coor- 
£ » 
données de la logarithmique o = e“, cette développée a, 
comme on l’a vu, pour équation 


PL. AO RER oË 
2£ a 
Æ D 2 EN ÉE 
ei 4 4;tans —— - : 
« 
on trouvera pour la développante 
70 
Vo + of rm al = — 4, 
2 sin 


fat wt hui us ‘$ so alot à 


ri a 6 He dy QEY AE 


do à 
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Applications géométriques. Deuxième application à la quadrature des sur- 
faces planes. 


12. Considérons deux courbes planes dont les coordon- 
nées correspondantes soient y, Ÿ, puis un segment À 
compris entre ces deux courbes CM, cm, et deux lignes 
Mom,, Mm,oux—x,, x —=X, perpendiculaires à l'axe 
des x, l'accroissement de ce segment 


AA = Mmm'M, 


correspondant à l'accroissement Ax de la variable indé- 
pendante, est évidemment égal au produit de Âx par une 
valeur de la différence Ÿ — y moyenne entre la plus 
grande et la plus petite des valeurs que prend cette même 
différence dans l'intervalle Ax, moyenne qu’on pourra 
représenter par Ÿ — y + €, € désignant une quantité 
très petite qui s’évanouira avec Az : on aura donc 


d'A 
sd Poe Jito dA | --Y)ur. 


dx 


AA—Ax(Y —y+e), 


Si l’on substitue à Ÿ et y leurs valeurs en x, cette 


expression prendra la forme f(x)dx, et en Deren 
entre les limites x,, X, on aura 


X 
TE ( (Y — y)dx. 


J Lo 
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Si l’on avait compté les segments à partir d’une cer- 
taine droite fixe C,c,, on aurait trouvé, en appelant A, 
la valeur initiale C,c,m,M, de ce segment, ou sa valeur 
correspondante à x — x, et À la valeur correspondante 


al 


AL —=X, 


12 
UE vs = | (Y — y)dx. 
Lo | 
Corollaire 1°. Pour calculer le segment compris entre 
la courbe CM et l'axe des x, il suilit, dans l'expression 
qui précède, de faire y, — 0; on trouve de cette manière 


3X. 0 


A Ydzx, ou A— A, —= 


, T9 


Ydx, 


To 
ou enfin, en comptant le segment à partir de x = x, 


XL 
A TS TZ Ydx. 
Xo 
Corotlaire 2°. Pour un autre segment renfermé entre 
deux courbes dont les ordonnées seraient Y’,y', on aurait 
x | 
a] (Y' — y')dx, 
XG 4 
et si l’on a 
j PAR 
Y — y — m(Y — y), 


c'est-à-dire si les sections linéaires, faites dans les deux 
segments par des lignes perpendiculaires à l’axe des x, 
sont entre elles dans un rapport constant, on aura aussi 


X 
A'=m | (Y — y)dx — mA, 


et par conséquent les deux aires serout entre elles dans 
le même rapport. C'est ce qui arrivera, par exemple, si 
l'équation d’une des courbes étant f(x, y) — 0, l’équa- 


. L'n 
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tion de l’autre est 


RIT 
AÙ F7 = 0: 
Si en effet de la première équation on tire 
Yon 2 = 4}: 

on tirera de la seconde 

Y! — bo(x), noires by\x), 
et par suite 

Y 7 = b(Y — y): 
on aura donc, dans ce cas, 


AREA 


# 


Si Yet y, Ÿ’ et y’ sont respectivement les deux bran- 
ches inférieures et supérieures de deux courbes fermées, 
À et À’ seront les aires de ces courbes. 

En raisonnant comme on vient de le faire, mais échan- 
geant l’une contre l’autre les deux ordonnées x, y, on 
prouverait que les aires des courbes fermées représentées 
par les équations 


A 


VAS PR: VER f(Er)=e. 
ou par les équations 
58) TN 
fs %) = r(E%)=e 
sont entre elles dans le rapport de l’unité à la constante a, 
et l’on en conclurait que les aïres des deux courbes fer- 
; HIS LA 
miécs (TERRES 0, f| ( —, 5) — 0, sont entre elles dans 
\ a 


le rapport de lP’unitéau produit ab. De sorte que pour dé- 
terminer l’aire d’une courbe plane fermée de toutes parts 
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et représentée par une équation de la forme 


y 
1 b }? 
il suflit de mesurer l'aire de la courbe dont l'équation 


serait f(x, y) = 0, et de multiplier cette dernière par 
le produit ab. 


Lorsque dans l'équation 1e 4) — 0, on suppose 


b — a, cetie équation, réduite à la forme 
ay 
J fe ) 2) — O; 
a a 
représente une courbe semblable à la courbe f(x, y)—= 0, 


et dont les dimensions sont, à celles de cetie seconde 
courbe comme le nombre a est à l'unité. Cela posé, il ré- 


sulte de ce qui précède que les aires comprises dans deux 
courbes semblables sont entre elles comme les carrés des 
dimensions des deux courbes. 


Corollaire 3°, Comme on a 


sh 
A (Y — dx —(x—x)D, 
To Ë 
AE NE) fe D 
a LEA ARR $ | 


D et D' étant des valeurs moyennes des différences Y — 7, 
+ ; A D ; RURE 

Y'— y', on en conclura Aie pr 0 est-à-dire que le rap- 
port de deux surfaces planes est toujours une quantité 
moyenne entre les diverses valeurs que peut acquérir le 
rapport des sections linéaires faites dans ces deux surfaces 
par des plans perpendiculaires à l'axe des x, qui peut 
être d’ailleurs une droité quelconque menée dans le plan 
de la courbe. 


a 


| = 
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Enfin l'équation 


donne 


XL — Lo 


ce qui prouve que le rapport d'une surface plane à sa 
projection sur un axe quelconque tracé dans le plan qui 


_—— 


| la renferme, est toujours une moyenne entre les diverses 


longueurs qui représentent les sections faites dans cette 
) P 
surface par des plans perpendiculaires à l'axe dont il 
s'agit. 
13. Applications. 1°. Le cercle x? + y° = 1”, 
y =V Tr — x°; posons 
D 72 — x — 1x, 


on aura 


d’où 
, LS NES » pr fs 
1x V7 — x? — | Pre Etr — À | x?dt=+tx? — +7? Fes 
u PE HI 


PE UE V7 LES x? 
—+tr? — rt arctangé+ C—;x V7 — 7° — "rare tang 2 C. 
Fe 


LE 


Si maintenant, pour plus de simplicité, on fait x, = 0, il 
viendra 


Re  — [7 L/7 — x? \ 
À Lave — x — +7? —— àrc ang — | 


La æ 
æ 
La /r —r + HT ATOIANT SE, 
F rep? 
ou 

- x 
À —-+axÿ + + r° arctang —. 
| # 


140 CALCUL INTÉGRAL. 


Il serait facile de vérifier directement ceîte. équation en 
remarquant que le segment se compose d’un triangle et 

d’un secteur. Si l’on suppose x — r'ely — 0, on aura, 
pour l’aire du cercle, rr°. 


L'elhpse—… 7e 
FRE CAUPSG= hi rs ON AUre 


b FE Sage ee es à 
— — ë L/a? Mess D 
«a Lo : 


ei en supposant 


b 
FT La x? — x? + ab arc tang 


Ve — 2° 


ou 


LE ETr Lab ê£ 
ay 


la surface de l’ellipse entière est Tab. 


2 2 2 2 
70e L'hyperbole = — 7% — 1, où et, 


posons 


on en tirera 


x? = + we 
pr: Lan rL 
Verre TE 

Jev IE fexds = x? — + Jrue Len parles 

À = 2 
1 + 2 a °° 
= + Lt — — | . ) LA Cr at a SU re Re or: 
8 1 —t z—V aa | 
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TL? ÿ 59 
Pour l’hyperbole 5 — ÿ;=1;0n aura, en prenant x, —0, 


À — a Var à — Lab] bare —4à } 


L— Lx —a? 


ou, ce qui revient au même, 


VA ÿ 
À —" Labl a 6 RER tabl La mm 
=+LY —+4 PYe = Lxy —+a A ! 
PE 


Telle est la valeur de l’aire comprise entre l’axe des abs- 
cisses, l’'ordonnée y et l’arc d’hyperbole qui joint le 
sommet au point (x, y). Si l’on retranche cette aire de la 
surface + x y du triangle rectangle construit avec les or- 


données x, y, le reste sab(® +7) ou tabl-— ; 
+ 

présentera le secteur hyperbolique compris entre l’axe 
des x, l’arc de l'hyperbole et le rayon mené du centre au 
point (x, y). Si ce dernier point s’éloigne à l'infini, la 
surface du secteur devient elle-même infinie. En dési- 
gnant par Ë£, n les coordonnées de l’asymptote qui s'ap- 
proche indéfiniment de l’hyperbole prolongée du côté des 
x et des y positives , on aura 


] CS 0e 


x r  æ—& , 
eten supposant 4) = Ÿ; = — ë C'ARERCA == La 5. l’aire du 
ÿ, «a 4 


secteur hyperbolique sera 


” 


; (CHAOS (TEEN 
Fable = — 4141 ( 5 ji 


Si l’hyperbole était équilatère, on aurait b — 4, ei 
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l'aire du secteur serait 


2 \ a 
Si la même hyperbole était rapportée, non plus à ses 
axes, mais à ses asymptotes, son équation deviendrait 


T2 
ZYÿ — 34, 


et l’on trouverait 


L’aire du segment ou du secteur hyperbolique est donc 
exprimée à l’aide des logarithmes pris dansle système doni 
la base est le nombre e — 2,71828... et que l’on a dési- 
gné pour cela sous le nom de logarithmes hyperboliques. 

4°. La parabole y? — 2px : en supposant, pour abré- 
ger, X, — 0, On trouvera 


8 
2 


A £(2p} 


Dirfh 
— 3 AV) 


de sorte que l'aire comprise entre l’axe de la parabole, 
un arc de cette courbe qui a le sommet pour origine et 
une ordonnée perpendiculaire à l’axe, est égal aux deux 
tiers de la surface du rectangle circonscrit. 

5°. La courbe y = Ax“: on trouve, en prenantx,—0, 


6°. La logarithmique y — a 1 x : à désignant une cons- 
tante positive, l’on aura, en supposant x,—1,x>1, 


1x 
AN | Lx dr; 
« I 


en intégrant par parties, on trouve 


J'dxhx = xx — de =\alx — xp, 
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et par suite 


A —a{xlz— x+i). 


On verra que Paire comprise entre le demi-axe des y né- 
gatives, la partie de la logarithmique qui a ce demi-axe 
pour asymptote, et l'axe des x est égale à a et n’est par 
conséquent pas infinie. 


x 
ea a e à 
9 
la surface comprise entre l’axe des x, la chaïînette et les 


deux ordonnées a et y correspondantes à x = oetx =x, 


7°. La chaînette Y = 14 


. On aura, pour 


S étant l’arc de la courbe, comprise entre le point le plus 
bas et le point (x, y). | 
8°. La cycloïde , représentée par les équations 


x—R(w—sinæ),, y —R(I — cos), 


on aura, en désignant par w, la valeur de w correspon- 
dante à x = x,, et comptant les aires à partir de x,, 


ZT [0] Q) 
A FAI [ v'du=R | (1 — cos )° do 
ré 0 ® 


2) 
ee Re | (1 — 2 COS & + cos ?&) da, 


re 


ou parce que 


1 + COS20 24N | ÿk 
COS Ne © A = R? 32__ 9 coso + cos 20)dx 
o 2 : ® ? 
À © Do 


et en faisant x; — 0, 0, — 0, 
A — R?(i — 25sinw + ; sin 2). 


Pour avoir l'aire comprise dans une branche entière de 


HAS AD ti 
cycloïde , il faut poser © — 27, on trouve alors 
Af = "67R2. 
Cette aire est donc équivalente au triple de la surface du 
cercle générateur. 


9°. On demande l'aire comprise dans la courbe fermée 
a" + y" — 1; reprenons l'équation 


X 
A = (Y — r.)dx, 


Lo 


il faudra prendre 
H I 


Y—(1— rpm, Yo—=—(1 — x)2m, Lo 1e eee 


on aura donc 


‘I m\27 AT : 
No) (1 — x) dx = À ] (1 — x?) 
L2 il O0 


sim — 1, il vient À — 7, ce qui devait être. 
10°. On demande l’aire comprise dans l’intérieur de 


la courbe 


2m 2m 


x ns LA 


an +1 2n—+-1 
D AE Æ 


on aura 


2m on—+1 2m 271—+- 1 


HI a'T 
il 1— 2271 2m dx={ | 1— x?" +1 2m dx ; 
1 0 


considérons le cas où m°=— 1, et faisons 
x —= Sin an, 


il viendra 


TT 


A—/4(2n +1) ['cos2rt2gsin "pdp —(87 +4) ] 


2 
cos #29 (1— cos ?)"d? ; 


V4] 
&" À 
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puis en développant (1 — cos*)" et intégrant, 


4 1.3.5...(20+1) 21.3.5...(2n+3)  n(n-1)1.3.6...(224+5) | 
Etre re let 1.2 2106 (7 16) a : 


Si l’on suppose à la fois m — 1,7 — 1, l'équation de la 


+ 


courbe se réduit à x + y° = 1, et l’on a 


+2 FAR LE ONE NS 3 

— 49 — 6@)d@ — —> — > | —=-,-7 —— 
A=n f (cosg GE &)d@ Gr( re) “ rie 7 
et en ayant égard au deuxième corollaire (n° 72), on en 


conclurait que l’aire de la développée de l’ellipse, repré- 
sentée par l'équation 


dans laquelle 


a étant le grand axe, et à le petit axe de l’ellipse, à pour 
mesure 


3 3 (a? FR b?}? 
— mAB — 
8 3 


F 


8 ab + 


See Q 


19 
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Applications géométriques. — Troisième application à la quadrature des 
surfaces courbes. 


74. Lemme. SiVon projette sur un plan un élément & 
de surface courbe dont les deux dimensions sont très pe- 
uites, -et si l’on prolonge, quand il sera nécessaire, les 
arêtes, du cylindre projetant jusqu’à ce qu'elles ren- 
contrent le plan tangent mené à l'élément & par un de 
ces points, le rapport de l’élément a à la petite aire a 
ainsi déterminée sur le plan tangent, aura pour limite l’u- 
nité; de sorte que la projection a” de l'élément à sera 
sensiblement égale à a cost X (1 + ë) = a (cost +: €), 
r étant l’angle que forme le plan tangent avec le plan de 
projection, et r, €, des quantités très petites. 

Démonstration. Par le point de contact C du plan 
tangent avec l'élément a, je fais passer un troisième 
plan , il coupera les aires & et a’, suivant deux lignes 
AB, A'B' qui seront deux dimensions correspondantes 
mais quelconques de ces aires; or, de ce que nous avons 
dit sur un arc de courbe, on conclura facilement que le 
rapport de l'arc AB à la portion de tangente A'B' a pour 
limite l’unité. D'ailleurs deux surfaces dont les dimen- 
sions correspondantes sont sensiblement égales, ne peu- 
vent différer elles-mêmes que. de quantités très petites ; 
donc l'aire a de la surface courbe est sensiblement égale 
à la portion a’ du plan tangent, et l’on aura 


< LA 
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ré NT nee 
a'—a(i+i), im— — 1; 

a 


si maintenant on appelle &” la projection commune des 
aires a, &', et t l'angle du plan tangent avec le plan de 
projection, on aura | | ; 


ï 


a”—= a" cosr — a cosr X(1+i) —a (cosr +6), lim = 


COS 7° 


15. Considérons maintenant une portion d’aire curvi- 
ligne située sur la surface z — F(x, y) et terminée d'une 
part par deux plans AB, DC ou x = x,, x — X, et de 
l’autre par deux portions de cylindres AD, BC dont les 
équations soient 


MR 02 Y = x{(x), 
et proposons-nous de déterminer cette aire qui sera évi- 
demment une certaine fonction de x. 

Pour cela coupons l'aire dont il s’agit par deux plans 
perpendiculaires à l'axe des x et séparés par un intervalle 
infiniment peut Ax ou dx. Ces plans détermineront une 
bande abcd qui sera l’accroissement AA de l'aire À BCD 
correspondant à Ax, accroissement dont on pourra dé- 
duire la différentielle 


dA = AÀ(x)dx 
de l'aire À, et par suite cette aire elle-même, 
SAS 
AT À (x)dzx. 
#0 


Reste à évaluer la fonction (x) ou la différentielle 
Y(x) dx, au moyen des données de la question. Pour 
cela partageons la bande abcd — B en éléments in- 
finiment petits dans deux dimensions, par des plans 
perpendiculaires à l’axe des y ei séparés l’un de lau- 
tre par un intervalle Ay— dy : l'élément mnpq qui a pour 
projection m'n'p'q — Ax Ay est l'accroissement AÀ,B de 


TO. 


148 CALCUL INTÉGRAL. 


la bande B correspondant à l'accroissement Ay. On a 
d’ailleurs, en vertu du lemme déjà démontré, et en dési- 


gnant par t l'angle du plan tangent avec le plan xy, 


m'n'p'q" AŒAY 
— Jim ee ii he ee TENTE 2e 
2rP4 L COS 7 + € COS7 + €° 

donc 
A,B Le AZ dx 
AY NTRCORE CE TN CDR 
dB d. Y 4 
DB, B—dr | AE 
dy COS 7 Ji Cosr 


et par mr LA 


Yo 'd °Ÿ dxd 
A ds b 7 _— Si a 7 — = Je sec rdydx. 
cos 7 y COSr 2 


T ou l'angle du plan tangent avec le plan xy est en 
même temps l’angle de la normale à la surface avec l'axe 


dz dz 
des z; on aura donc, en posant = p, 2 = 4; 
dc de 
COST, sécr—|/p? À q° + 1e 


V/p° En po? EE dl 


Si l'équation de la surface avait été donnée sous la forme 
HE REY Set, 


on aurait eu 


on aura donc, en substituant, 


ff, dédy V/p? + q +1 DIS 0 VOISIN 
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VE) # (eu dy ‘ du? 
dx dy) k ee l 
1 an DE HARAS 


où 


Au moyen de l’équation de la surface qui donnera z en 
fonction de x, y, on ramènera abs + q? + 1, ou 
du / du du\? 
At De ge 
(+) der dz 
PRES St du DR, 
dz 
à la forme F(x, y); une première intégration faite par 
rapport àly fentrétiesthmites KA" 4 (x), 171 y(#), 
donnera | 
Said 
[ BEST ACER 
et l’aire curviligne cherchée sera enfin exprimée par l’in- 


tégrale jh F(x) dx. 


76. On peut encore démontrer, comme il suit, et plus 
rigoureusement peut-être, la formule Pne liale 


ET 1 séc 7 dx dy. 


Supposons d’abord qu'il s'agisse d'évaluer la portion de 
surface courbe comprise entre Îles quatre plans x = x,, 
L= XL, Ÿ = Yo,Y = 7: Cette aire À sera une fonction 
de x et de y et l’on peut poser 


Me or Rp 
elle a de plus, pour projection sur le plan x y, le rec- 
tangle (x—x,)(y — Yo), et comme elle devra s’éva- 
nouir en même temps que sa projection, c'est-à-dire 
pour x = x,, quel que soit y, et pour y = y, quel que 
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soit X, On aura 


ab, 1) to Ma eer.):=50. 
Enfin l’élément ou l'accroissement À, A, o(x, y) cor- 
respondant à des accroissements très petits Ax, Ay, aura 
pour projection sur le plan xy, le rectangle AxAy, et 
l’on aura, en appelant 7 l’inclinaison du plan tangent en 
un point de l’élément, 

Ayaz — (cosr + €) A4: @(x, Ÿ); 


on en conclut 


Az@® (x, J) 
He AE I 
AY _ cosr + € 


puis en faisant décroitre indéfiniment la valeur de Ay, 


AXEL; y) 1 
dy AT‘. jcosr-#-El? 


et en faisant aussi AX = 0, 


d'p(x, y) ï 


dydx  cosr ? 
ou 
d d 
A RAF N°) (æ 7) —= sécr. 
dy : dx 
. 7 64 Q d Az 
En intégrant l'équation — ERA RS —————, entre 
d AT COST —+ € 
les limites y, F, on aurait 
Y De 
Az @O(T AT = à 
2 PB 106 


pour la valeur de l’aire qui a pour projection sur le plan 


æy le rectangle déterminé par les quatre lignes x = x, 


AR AT NE LME ie 
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At Haies etape 
Muluplions par dy l'équation situe — séct, et inté- 
grons à partir de y,, il viendra 
dp(x;,y). dp(x; yo) _ d Le 
RD PET TT 06e 9) 00e 79 | = f'sécrdr: 


mais E(X, Yo) = 0, donc 


dp(x, y)__ [Y., 
Ne RUE J séer dy < 


par suite 
LE pe DE 
P(X; ) — 8 (Lo LE J sec r dydx; 
Lo v Ye 


et enfin, puisque o(x,, y) = 0, 


>» © 4 
p(æ, Y) — Al J sécr dx dy. 
; Lo Jo 


Concevons maintenant que l’aire à évaluer soit com- 
prise entre deux plans x = x,, x — x, et deux surfaces 
cylindriques y = o(x), F = (x), elle sera une cer- 
taine fonction de l’abscisse x et l’on pourra poser 


AFSIr (x) > 
l'accroissement de cette aire À à à (x) correspondant à Ax 


sera une petite surface dont la projection sur le plan xy 
est renfermée entre deux plans x = x, x = x + Ax, et 
deux petites portions de lignes courbes appartenant aux 
courbes y = 9 (x), Y = y (x). Cette projection est com- . 
prise entre deux rectangles, l’un inscrit, l’autre circons- 
crit, correspondant à la plus petite et à la plus grande des 
valeurs de la différence F — y entre les limites x et 
x + At; la plus grande et la plus petite valeur de la dif- 
férence Y — y, seront d’ailleurs deux quantités de la 
forme 
[xx + 04x) — (x + b'ax)], 


BA 
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9 et 0’ désignant deux nombres plus petits que l'unité. Les 
rectangles inscrit et circonscrit seront les projections de 
deux nouvelles aires dont l’une est inférieure , l’autre su- 


périeure à l’aire À f (x). De plus, chacune de ces nou- 
velles aires étant comprise entre quatre plans 


zx, X—=x+Axr, Yo—x(t + bar), y = Q(x+0'ax), 


sera mesurée, en vertu de ce qui précède, par une ex- 
pression de la forme 


Y dy x(e+642) dy 

y COST + Ee p(x +0" Ax) COST + € 
il en sera donc aussi de même de Paire À f(x), et l’on 
aura 


» y(x+6Ax) d 
Afr)e= se | ê UE A ; 
o(x+6"Ax) COS 7 - £ 


AT p(x+6"Ax) COST + 2 


eten passant à la limite 


AREA pa dy 
dx  Jo(x) COST” 


on en tirera, en intégrant à partir de x, , et remarquant 


que l’aire f(x) s’'évanouit quand on y fait x = x,, 


ee fief Ed 2 fer fret 


) cosr y COST 


Xo t 
ce qu'il fallait démontrer. 


77. Corollaire 1°, On a: 


Abiy 
J séer dy = (Ÿ — y}séce, 
54 


désignant une quantité moyenne entre les diverses va- 
leurs que reçoit l’angle +, tandis que y varie entre les li- 


o : 
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mites y, Ÿ, on aura donc 


2 


X °X 
LE (F — y) séct dx — secT (Y— y) dx — PsecT. 
To To 


| 'X 
P désignant la projection J (Y — y)dx de la surface 


courbe À sur le plan «y; T une moyenne, entre les 
diverses valeurs de t, qui correspondent aux diverses va- 
leurs de x, et par conséquent une moyenne entre les di- 
verses inclinaisons de la surface À par rapport au plan 


XV. Comme ce plan 2Y est d’ailleurs quelconque, :l 
s'ensuit que le rapport entre une surface courbe et sa 
projection sur un plan quelconque, est une moyenne 
entre les sécantes des diverses inclinaisons de Îa surface, 
par rapport au plan dont il s’agit. 


Corollaire 2"°, Si l’inclinaison 7 devient constante et 
égale à T, on aura 


À == $e0T ÿ | did" ser, 
Xo CARE 


et l’on en conclut que lorsqu'une surface a dans tous ses 


points la même inclinaison par rapport au plan xy, 
une aire, mesurée sur cette surface, est équivalente au 
produit de sa projection sur le plan xy par la sécante 
de l’inclinaison. | \ 
Cette proposition permet de calculer directement l'aire 
de certaines surfaces courbes. Supposons, par exemple, 
qu'on veuille calculer la surface d’un tronc de cône droit, 


qui à pour base des cercles dont les rayons sont R et r, 
on a 


PES CEA A 7(R + r)(R — r)sécr. 


Or, si l’on désigne par / l’apothème du tronc de cône, 
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on a 
— F7 ; 2 
R —7r — Îcosr, —— — {(R — r)sécr — 1, 
£ : CcoOS7 : 
donc 
27R + 97 
ARE PAT D 


la surface d’un tronc de cône droit est donc égale au pro- 
duit de son apothème par la demi-somme des circonfé- 
rences des bases. 

T8. Lorsque l’équation de la surface se réduit àz—f (æ)s 
c’est-à-dire lorsque la surface devient un cylindre dont 
la génératrice est parallèle à l'axe des y, on a 


si 9,—=.0; Dei IE) 


= a(T—r) Vi [f'(@) = Y — y)sécrdr. 


Alors si l’on veut calculer l'aire comprise entre deux gé- 
nératrices et deux courbes planes parallèles à la base, il 
faudra supposer que F et y sont deux quantités cons- 
tantes dont la différence est la distance D des deux plans 
ou l'épaisseur de la tranche cylindrique ; donc 


LS 


X [2 
AIT) secr dx. 


To 


Mais dans le même cas, 7 ou l’inclinaison de la surface 


par rapport au plan xy, est aussi l’inclinaison par 
rapport à l’axe des x de la courbe qui sert de base au Cy- 


‘lindre dans le plan zx, et par conséquent l'intégrale 
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*X ? L4 pr ? la 
J sécrdx représente évidemment l'arc s compté sur 
To 


cette courbe entre les génératrices données; il en résulte 
que l’aire d’une portion de surface cylindrique comprise 
entre deux génératrices et deux courbes renfermées dans 
deux plans parallèles à la base, est égale au produit de la 
distance de ces deux plans par l'arc compris sur l’une des 
courbes entre les deux génératrices, et par conséquent 
l'aire d’une surface cylindrique droite est égale au pro- 
duit de la hauteur par le périmètre de sa base. 

Comme exemple de calcul on peut déterminer la por- 
tion de surface du cylindre x? — Rx + 3° = o, renfer- 
mée dans la sphère x? + y? + 2° — R?°, la portion de la 
surface cherchée est terminée sur le plan xy, par la 
parabole y? = R(R — x), projection sur ce plan de l’in- 
tersection du cylindre et de la sphère; on aura par con- 
séquent 


' —_VRIRT, F=V RIRE 5); 


on 2 de plus ; 


ee —— DT ARE PEN di ARLES ‘R 
Nm 


RD UHR LR a 


Les limites x,, X seront d’ailleurs x, — 0, X = R; 
on aura donc, pour l’aire mesurée du côté des 3 posi- 
tives, en remarquant que sécr ne dépend que de x, 


‘X Y R ; R 4 dx 
ee — À: 1 sécrdydx — l sécrdx(Y — y) — j: R° raR 
TovV 0 (0) 


V/x 


et pour la surface totale interceptée par la sphère 


ANS AR. 


Si l’on cherchait la portion de la surface de la sphère 
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comprise dans l’intérieur du cylindre du côté des y posi- 


tives et du côté des z positives, on trouverait 


Z—=0, X=R, 7y=VRR x), Y—VR — 7, 


TX? 7: R R 

SéC7,— Le NE ——— 
2 Z Z Re — x —y?? 
V'R x I 

A=R jp sf dxdy 


EE 9 
V/R—Rr VB x — y? 


on a d’ailleurs 


: d' : 
= — = arcsin GRETA + €, 
V/R2 — x? — y? VR2 — 2 
VRLE dy VERRE une R* 
J pute 22 7 AarCSsin ———— —arccos 
+ V'RRz Bx VB x R+ x? 
donc 
2R RH 
“=R dx grccos À à $ 
v” O R + TX 
Posons 
H — arccos REZ æ = KR tang «ira 
- il vient 
LRU fs * à 
Jan arc cos —— = fuar =yr ru ur —R { ri 1 du 
Riel iy J \ cos? 


— (x + R)u —R tangu + C, 
et par suite 


KR R 
+ PR «dx arc cos V SRE. 
nc 7 6 R+ x ae ; 


En doublant cette dernière quantité, on obtiendra la por- 
tion de la surface sphérique interceptée par le cylindre 
du côté des y positives, et correspondante à des valeurs 
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soit positives, soit négatives de l’ordonnée z. En désignant 
cette portion par À, l’on aura 


AN = (x — 2)R2 — (1,14159...)R 


79. Concevons qu'après avoir tracé dans le plan xy 
une courbe représentée par l’équation y — f (x), on 
fasse tourner cette courbe autour de l’axe des x, elle en- 
gendrera une surface de révolution dont l’équation sera 


EE EVA, 


et la portion de cette surface située du côté des z posi- 
tives entre deux plans perpendiculaires à l’axe des x, sera 
donnée par l'équation 


PAYE= f° das séc TAYæ, 
To 


pourvu que la fonction f(x) ne change pas de signe entre 
les limites x,, X. Comme on a 


PRCAMEUEN EA N  rer 


HT 8. z j Ridyh 19 airs 
on aura 
‘ æ V'1H[f/lx)le 
cer ÿ/1 +POPET UT) 241 pers 


+. f(x) dy 


X CR Pere 
AE [, fé ET J 10 VTT» 


OS 


fe)Naninn dns 
 — f(x) VF (x)? —7° 


LE 


2°, La valeur numérique produit 


FMC E = ra +7 
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est précisément la normale N à la courbe génératrice ; on 
aura donc 


X 
ae [: Naz, 


et l'aire totale de la surface de révolution sera donnée 
par l'équation 
A 1197 Ndx. 
To 

80. On peut arriver d’une manière directe à une for- 
mule importante qui comprend la précédente comme cas 
particulier. Appelons B l'aire mesurée sur la surface de 
révolution entre deux plans fixes qui, passant par l'axe 
des x, comprennent entre eux un angle « et deux plans 
X = X,, X = X perpendiculaires à cet axe; puis dési- 
gnons par t l'inclinaison de la génératrice au point 
(x, Y, z); si l’on attribue à x l’accroissement Ax, A,B 
sera une petite portion de surface dont l'inclinaison par 


ss 


rapport au plan yz restera sensiblement la même en 


0 ° ir 13 
tous ses points et diflérera très-peu de — — Tr. Donc, en 


7! 


vertu d’un théorème ci-dessus démontré, on aura, en ap-. 


pelant P la projection de A,B sur le plan yz, 


mais P est la différence entre deux secteurs dont les rayons 
y et.y + AÀy comprennent entre eux un angle «, on aura 
donc 


œ à AY 
P== A De ne. UE Â LS 
=> [(r +4 == «7 (142), 


et par suite 


A;B AY À y A 
Par. ar sée(Zsx)+s ](0 +2), 
AT AX 2 \ 1 4 à 
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et en passant à la limite 


AC séc > 

— <a ——7T 

AD do } 
mais 
dv, [x à ,Îæ tang 7 I , 
sel — 7 =æ+tangrsée(T —-)= eo —=Ssécr;, 
dx 2. 2 sin Cos7 


et d’ailleurs le produit + y séc 7 est égal, en valeur abso- 
lue, à la normale N de la génératrice ; on trouvera donc 


2X X 
aB Na," B= Nedx — « [ Ndx..…. 
dx ed Lo To 


Si on veut l’aire engendrée par la révolution complète 
de l'arc de la génératrice compris entre les limites x,, X, 
il faudra supposer & = 27; on aura ainsi 


,X ÿ 
AN x | Nar, 
To 
ou, Ce qui revient au même, 
= 0% wSeCrdE = 2x | # V1 + y'?dx. 
T9 QE TS 


Exemple : 1° La courbe génératrice est une droite pa- 
rallèle à l’axe des x, et située à une distance R de cet 
axe ; On aura 


NH AI SFR IX 70): 


la surface latérale d’un cylindre droit à base circulaire, 
est le produit de la hauteur du cylindre par la circonfé- 
rence de sa base. 

2°. La génératrice est un cercle dont le rayon est R, et 
dont le centre est situé sur l’axe des x: on a 


N=R, A = 25R(X — x): 
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la surface de la zone sphérique est donc égale au produit 
de sa hauteur par la circonférence d’un grand cercle. En 
prenant X — x, — 2kR pour avoir la surface de la sphère, 
On trouvera qu'elle équivaut à‘quatre fois la surface du 
grand cercle. 

3°. La génératrice est une ellipse 


42 y? 
b? 


la surface engendrée est l’ellipsoïde 


x? YF? + z? 
RE = 1; 
a b? 
| We are 2 ie 
en supposant & >> b et posant e =, on a 
a 
D'OR 0 
Re La Pa er? 
a 


see y 


or si l’on pose = a, il viendra 
JEUX debian dr 
HR dx Va? — x». 
a Lo 


»b ; 
Parx Va — 7%" "est l'aire correspondante aux abs- 


To 
cisses x,, X, dans l” ellipse qui aurait pour équation 


Donc si l’on fait tourner une ellipse autour de son grand 
axe, la surface de la zone, engendrée par la révolution 
d’un arc de cette ellipse, sera le produit du nombre 7 par 
la surface comprise entre Îles plans qui renfermeront les 
deux bases de la zone dans une seconde ellipse que lon 
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déduira de la première en faisant croitre le grand axe 
\ I , L) L . # 
dans le rapport de 1 à -, e étant l’excentricité : on trou- 
€ 
vera, par ce moyen, que l'aire totale de l’ellipsoïde de ré- 


volution est donnée par l'équation 


2#ab 
À = 270? + 


ac 
arctang 


Si l’on supposait &  b, ou si l’ellipse tournait autour 
A Cou Dore 
de son petit axe, on aurait, en posant e — RE CRU LE 
te N b?e “ai : 
et par suite N — TE Pre + T°, 


b’e FX ai 
MIA ] dx AA ES A/S 
a? LA à b?e? 


Le 


A’ étant (n° 13) l'aire comprise entre les Dans irie-tr 


; y? be? x? : 
x=X, dans l’hyperbole Ba ne lo et l’on aura par 


0? 


conséquent, pour l'aire totale de ce second ellipsoïde de 
révolution , 


Te ES UN LIT “e 
A 


ét NE g 


4°. La génératrice est une hyperbole 


—— > 1, OÙ ——— — 


et représenteront un hyperboloïde de révolution à 
deux nappes distinctes ou à une seule nappe. En posant 


ae = Va + b?, 
È PEN 
Larr II 
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on trouvera 
bo} —— be _fÿX a? 
Ha Vera, AZ 35 —" | NÉE — FA, 


À’ désignant la surface comprise entre les plans x=x,, 
TX =X, dans les hyperboles que l’on déduit des premières, 


“Qu 
en faisant décroitre l’axe réel dans le rapport de 1 à. 
45 


5°. La génératrice est une parabole y? = 2px, le pa- 
raboloïde engendré a pour équation y? + 3° = 2px ; on 
trouvera 


Ne ÉÉLE RE NO Les 1 


Top TD No V3p 


6°. La génératrice est l’hyperbole xy — !a?, la sur- 
face engendrée a pour équation 


x(y? + 7) = +ai. 
De l'équation 


XL 
AS om y Sécrdx 
To 


on tirera 
de plus on a 


et par suite 
a? s : 1 1 
a pe 2 lg — 5:12 — > ltangr, 
D tangr 


dx | dr 


x 2 SINT C9S7 
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*T dr 
A——-{7a? = ——— 
| To Sin 7 COS ?r 
#7 


Î 2 1 u To 4) j 
= 17 _e + Itang— — liang — |. 
| \ COS 75 COST 2 2 


Tr 
7°. La génératrice est la logarithmique y — ec. 


La formule 


À — | cydaVi+y? 


To 
donne 
F4 
( l É; EC A PR 
À — 27 cdz V/ 1 + y"? ; 
LEA To # ; 
de plus 
z—- zx x 
AE A ñ 
FOR NE Or NON dE, Aitildi = did} : 
d “ aè ; 
donc 
s° / 1.2 
F, ER 7 TES DE dy Vi Hp: 
Fr 
or 


24 PRE EE V/1+r2+ y 
f AVE En (CET) + 6 


Vi + — 7 
sinr 1 /1i-+sinr 
TA TOUS dise) ( I nt) Seb 


donc 


x € (44 
r , Q A € TE 
3°. La génératrice est la chaînette y —a -— TRE On a 


E QE 
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et en faisant x, — 0, on aura 


9°. La génératrice est la cycloïde 
x—=R(o— sine), y —=R(1— cos0), 
d’où | 
dzV 1+7'2— L/ dx: + dy? = Rdo V2 Vi — COS w; 


3 Me 8 "Reel 
VA#—0iTR: (1— cos w)° do — 87h? sin > daÿ 
&o 


ce @9 


on a d’ailleurs 


AA Lo PPT, | à D) 
8 sin $— — — —Csin-—sin—, 
2 Vos [I 2 2 
donc, en supposant 6, = 0, 
8 @ I | 3& 
A ArR?| —=—3cos-+— cos —— |, 
dé 3 240 2 
L'aire de la surface de révolution, engendrée par la demi- 
cycloïde entière, s’obtiendra en faisant © — 27, et sera 


A — SirR? — 3 (BR). 


81. Si l’on faisait tourner autour de l’axe des x, non 
plus la courbe y — f(x), mais celle qui est représentée 
par l’équation 

JS = b + f(x), 
b désignant une constante positive, on aurait 
N=y Vi += +) XV PT, 


Noos 15e dr f(x) Vi + [FGF 


X HE 7° 44 2 
+ mb | dx V1 + y"? = À + 2rb5, 


s4 
è 
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en désignant par À’ la portion de surface engendrée par la 
courbe y = f(x), et par s l'arc compris sur la courbe 
y = f(x) entre les points correspondants aux abscisses 
LT 

Si l’on remplacait b par— D, mais en supposant f (x)<<b; 
A — orbs représenterait, non plus l’aire À, mais cette 
aire prise avec le signe — ; on aurait 


AMEPPAT=Æ "orbs: 


On conclura de ce qui précède que si l’on fait tourner 
successivement un arc de courbe, 1° autour d’un axe choisi 
arbitrairement, 2° autour d’un axe parallèle séparé du 
premier par la distance b; la différence entre les deux 
surfaces engendrées, si les deux axes sont situés du même 
côté par rapport à l’arc générateur, ou leur somme, si les 
axes de révolution sont situés de différents côtés de l'arc 
générateur, sera égale au produit de ce même arc par la 
circonférence que décrirait un point du second axe tour- 
nant autour du premier. 

A l’aide de ce théorème, que l’on peut étendre au cas 
même où l'arc de courbe sera rencontré en plusieurs 
points par des plans perpendiculaires à l’axe de rotation, 
on prouvera sans peine que toute courbe qui a un centre, 
en tournant autour d’un axe qui ne le rencontre pas , En- 
gendre une surface équivalente au produit de son péri- 
mètre par la circonférence que décrit le centre autour de 
cet axe. 


1X Y 
82. La formule fondamentale À — J [ dxdy sécr 
Xo v Jo 


suppose que la projection de la surface sur le plan xy 
n'est coupée qu'en deux points par un plan perpendicu- 
laire à l'axe des x; s’il en était autrement, alors, pour 
déterminer l'aire À, il faudrait la partager en plusieurs 
parties, dont chacune püt être calculée à l’aide de la for- 
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mule qui précède. Snpporons pour fixer les idées, que 
les quantités, 
Jos Frs Voo 5 Vins 

rangées par ordre de grandeur, soient des fonctions de x 
propres à représenter, entre les limites x = x,, x = x, 
les ordonnées des diverses lignes qui comprennent entre 
elles les différentes parties de la projection de l'aire À, 
on partagera l'aire À en autant de parties correspon- 
dantes qui seront mesurées par les intégrales doubles 


X F. ° 1 a j 
sécrdydx, J J sécrdydx,etc.; 
To To : To ° 


en ajoutant toutes ces intégrales, on obtiendra la valeur 


de À. On aura donc 


AT Jr Ta sécrdydz ant hi _sécrdydzx etc. 
v Xo Yo 
Yi 
em fee CS sécrdy + f7 sécrdy — etc... }dr. 
Lo Yo ! Ya 


Dans la mème hypothèse, la projection de l'aire A sera 
représentée par Fe | 


L. Cf TENEAL LE —+- etc. ) dx 
Xo Jo ss 


xx 


— (Ti — Yo + 3 — Y, +etc...) dx. 


Xo 


Si la surface À était rencontrée en plusieurs points par 
des droites parallèles à l’axe des z, c’est-à-dire si à une 
même valeur de x correspondaient plusieurs valeurs de 
séc 7, on ne pourrait pas la déterminer à l’aide des équa- 
tions ci-dessus établies, maïs il sera possible, dans tous 
les cas, de la décomposer en plusieurs parties dont 
chacune puisse être calculée par les méthodes indiquées. 


ee À) ames—- 
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Applications géométriques. — Troisième application à la cubature des 
solides. 


83. Le problème de la cubature des solides consiste à 
déterminer le volume compris sous une enveloppe don- 
née. Il est d’abord facile de prouver que le volume V d’un 
cylindre droit à base quelconque B, est égal au produit 
de sa base B par la hauteur H, en sorte qu'on ait V — BH. 

Démonstration. Plaçons le cylindre de manière que la 
génératrice étant parallèle à l’axe des x, le plan de la base 
coïncide avec le plan zy. Désignons par f (z) la section li- 
néaire, faite dans la base par un plan perpendiculaire 
à l'axe des z, par b et v la portion de la base B et du vo- 
lume V comprise au-dessous du plan sécant ; si nous 
donnons à z un accroissement Az, b et v prendront des 
accroissements Ab, Av: de plus on aura évidemment 


Ab—az{f(z)+:l, AV = Haz[f(z) + |, 


e, € désignant des quantités qui s’évanouissent avec Az, 
et par conséquent | 

db de 

se fi(z — = H/f{(z 

dz ; ( L dz #\ h 


et en intégrant depuis z — z, jusqu'à 2 — Z, z —z,, 
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et z = étant les équations des plans qui terminent.le 
volume cylindrique V, on aura 


B= fo, V — u ft —E XH; 


ce qu'il fallait prouver. 

Si la section f(z), faite dans la base B par un plan per- 
pendiculaire à l’axe des z, se transformait en un système 
de plusieurs longueurs distinctes, représentées par fi(z), 
fe (2), f3(z),..., on diviserait la base B et le volume V 
en parties B;, B:,..., V,, V,, correspondantes à ces lon- 
gueurs ; on trouverait ainsi 


V: — HB;, Ve — H3,, V3 = HB:,..+, 
V=V;+V, + Vs... —=H(B, + B, + B:;...) —BH. 


Supposons à présent que l’on cherche le volume V, 
terminé par une enveloppe quelconque comprise entre 
deux plansx=x,, x=X.Soit F(x)laire dela section faite 
dans le volume V par un plan perpendiculaire à l’axe des 
x'et correspondant à l’abscisse æ, et nommons la portion 
du volume compris entre les deux plans x — x,, x = x. 
Si l’on attribue à x un accroissement Ax, le volume V 
recevra un accroissement A = Ax[F(x)+e], « dési- 
gnant une quantité qui s’évanouit avec Ax : en effet, le 
volume très-petit AF sera compris entre deux cylindres, 
l’un inscrit au volume, l’autre circonscrit, ayant tous 
deux pour hauteur Ax, et pour bases des aires très-peu 
différentes de F (x). De l’équation qui précède, on tire 

A Fix) QUE (2) dZ, 


et en intégrant entre les limites x, et x, ou x, et X, 


1x 1X 
LE | F(x)dimmse J F(x)dx. 
Xa To 


. 


X 
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Cette formule subsiste dans le cas même où l'aire F (x) 
de la section faite dans le volume V par un plan perpendi- 
culaire à l’axe des x, se change en une somme de plusieurs 
aires F,(x), F,(x), F;(x),.… terminées par divers contours. 
Alors le volume V est la somme de plusieurs volumes re- 
présentés par les équations 


X X . X 
F,(x) dx, F,(x) dx, Pate) den 
LA Lo Lo | 
et l’on a 
4X X 
F,(x)dx + F,(x)dx+etc. — [F;(x)+F,(x) + etc... ]dxr — 
TO Pa 


84. Corollaire 1°". Si la section F(x) est constante, et 


égale à B, ce qui arrivera si le volume Ÿ”est une portion 
de surface cylindrique , on aura 


X 
v=8/ dx — B{X — x) — BH, 
To 


en désignant par H la distance des deux plans. On en 
conclut que le volume compris dans un cylindre oblique 
dont B représente la base, et H la hauteur, est équiva- 
lent au produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire 2%. Si la section F(x) est toujours sem- 
blable à elle-même, ce qui arrivera, par exemple, si le 


To 


volume est une portion de cône dont le sommet coïncide 


avec l’origine et dont la base soit dans un plan perpendi- 
culaire à l’axe des x; l’aire de la section F (x) sera pro- 
portionnelle au carré de la distance au sommet, et en ap- 
pelant B la base du cône, et H sa hauteur, on aura 
F(xr ee Br? 
B Le”? H° 
Ft fs Rs fn BH° 
LÉ) 


PA 
F(x)dx. 
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Le volume d’un cône à base quelconque est le tiers du 
produit desa base par sa hauteur. 

Le volume du tronc de cône compris entre les plans 
Le = h, x = H, serait donné par l'équation 


b'/H BH; 
=, 208 r(erpre) 


en désignant par b la petite base du tronc de cône, par ls 
sa hauteur, on aura 


b 
ee Dore 
et parce que 


5 — AS — (H — X)(H° + HA + ), 
on trouvera 


he 
H 


le? h; — 
Mer Le — (B+V/Bb + b), 


ls BB 
3 | 3 


c'est-à-dire que le volume d’un tronc de cône est le tiers 
du produit qu’on obtient en multipliant sa hauteur par la 
somme de trois surfaces respectivement équivalentes aux 
deux bases du tronc de cône et à une moyenne propor- 
tionnelle entre ces deux bases. 

Si l’on ne voulait pas emprunter à la géométrie ce 
théorème que les sections faites dans un cône par des 
plans parallèles sont proportionnelles aux carrés de la dis- 
tance de ces plans aux sommets, on le démontrerait en 
procédant comme il suit. Supposons que f (n, &) = 
soit l'intersection du cône par un plan perpendiculaire à 
V’axe des x ei situé à une distance 1 de Porigine. La géné- 
ratrice qui passera par le point n, € de cette courbe sera 
représentée par les deux équations 
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et si entre les troïs équations qui précèdent on élimine 
, €, l'équation résultante f (X, £) L osera vérifiée pour 
, € léqu (ax) 48 


tous les points de toutes les génératrices et représentera , 
par conséquent, la surface conique en question. Cela 
posé, les sections faites dans cette surface par les plans 
x = h, x — H, auront pour équations 


A z \ à 
108 rer A) 14 Z 
— . — Er O 2x = te) ©) 
Ra en FE. 
et leurs surfaces a, À, d’après un théorème démontré 
(n° 72), auront pour expression A,4°, A,H°, A, étant l'aire 
de la courbe f (y, z) = v; donc 


a le? 


A7 4 
ce qu'il fallait démontrer. 
85. Corollaire 3°°. On a 


‘X 
A Fiz)de =(X —1x)F(E), 


V To 


par conséquent le volume d’un corps est égal au produit 
de la distance entre les deux plans parallèles qui le ter- 
minent par une valeur moyenne entre les aires des sec- 
tions que déterminent, dans ce volume, des plans inter- 
médiaires et parallèles aux premiers. Il en résulte que le 
rapport entre un volume donné et sa projection sur un 
axe quelconque est une moyenne entre les aires des dif- 
férentes sections faites dans le volume par des plans 
perpendiculaires à l’axe. On prouverait encore que le 
rapport entre un volume et sa projection sur un plan 
est une moyenne entre les diverses valeurs que peut 
acquérir le rapport des longueurs interceptées par l’enve- 
loppe de ce volume sur une sécante constamment paral- 
lèle au plan. 
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Corollaire 4". Pour un second volume V', on aura 
= À F(x) dr 
Lo 
et par suite 
X 
VU UEE 
VA J * F (x) dx 
x 


de) 


F(x)dx 


; 
mais si dans l’équation connue, 


Te 


"Jar fl'osx(dde et) [xt de, 


on fait 


on en tirera 


LAN UE 
v’ J 1e dx 
ÿ À F(a) dx F5) 
Xo 

On en conclut que le rapport entre les deux volumes 
Vet V'est une quantité moyenne entre les diverses va- 
leurs que peut acquérir le rapport des deux sections faites 
dans ces deux volumes par un plan constamment paral- 
lèle à un plan donné; et parce que (n° 72) le rapport des 
deux sections est lui-même une moyenne entre les di- 
verses valeurs du rapport des longueurs interceptées par 
ces deux sections sur une droite mobile constamment pa- 
rallèle à un axe donné, il sera vrai que le rapport entre 
les volumes renfermés dans deux enveloppes est une 
moyenne entre les valeurs du rapport des longueurs in- 
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terceptées par ces enveloppes sur une droite constamment 
parallèle à un axe donné. 

Corollaire 5°, Il résulte du corollaire 4°, 1° que siles 
sections faites dans deux volumes par un système de 
plans parallèles les uns aux autres sont entre elles dans un 
rapport constant, les deux volumes seront entre eux dans 
le même rapport; 

2°, Que si les longueurs interceptées par deux enve- 
loppes sur une droite constamment parallèle à un certain 
axe, sont entre elles dans un rapport constant, les deux 
volumes terminés par ces enveloppes seront entre eux 
dans le même rapport : c’est ce qui arrivera, par exemple, 
si l’un de ces volumes V étant terminé par la surface fer- 
mée qui aurait pour équation 


F(&, 3 2) = 0, 


l’autre V' était compris dans une des surfaces 


F (Es) = 0 fa :) 10 far, :) NÉ 
En effet, si de la première équation on tire 
T—@(r,2), = x(x,7), 2—=4Ÿ(x, y), 
on tirera des autres 


Di Dir NA 
ou 


TATE bx(x, J > 2), 
ou 
3 = cÂ(x, y, 2), 


ce qui prouve que les longueurs interceptées par les deux 
enveloppes sur des droites parallèles à un des axessont dans 
le rapport constant a, ou b, ou c, et par suite le volume 
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V sera au volume V', dans le rapport de l'unité, à a, où 
b, ou c. sigif 

Si l’on compare successivement l’un à l’autre les vo- 
lumes renfermés dans les quaire surfaces représentées par 
les équations 


on conclura de ce qui précède que les rapports du second 
volume au premier, du troisième au second et du qua- 
itrième au troisième, sont mesurés par les nombres 


a, b, ©, et par conséquent le rapport du quatrième vo- . 


lume au premier aura pour mesure abc. Donc, pour 
déterminer le volume compris dans une surface courbe 


fermée de toutes parts et représentée par une équation 
de la forme 


TU À 
CRE RO D 

f(E, b° 07 2. 
dans laquelle a, b, c désignent trois constantes positives, 
il suffit d'évaluer le volume compris dans la surface 
courbe f(x, y, z) — o, et de multiplier, ce volume par 
le produit des trois constantes a, b, c. Si l’on suppose 


+ D 4 ( Fi Z # « \ | 
CE DL Féquation SE e :) — 0, réduite à la 
forme 


L Se Z Ep 
? se, pa | T4 0, 


représente l'enveloppe d’un solide semblable à celui 
qui termine la surface f(x, y, z) = 0; de plus les 
dimensions du second solide seront à celles du premier 
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comme le nombre a est à l'unité ; et il résulte des propo- 
sitions ci-dessus établies, que les volumes compris dans 
deux solides semblables sont entre eux coinme les cubes 
de leurs dimensions respectives. 


X 
86. Pour appliquer la formule À — J F(x)dx, il suf- 


fira de calculer l'aire F(x) de la section faite dans la 
surface par un plan perpendiculaire à l’axe des x; or 
cette aire sera facile à déterminer à l’aide des principes 
déjà établis. 

Supposons, pour fixer les idées, que x,, X étant deux 
constantes, y, Ÿ deux fonctions de la variable x, et 
z, Z deux fonctions des variables x, y, on demande le 
volume renfermé d’une part entre les deux surfaces 
courbes représentées par les équations 


D, EI TMS ZT, 


d'autre part entre les deux surfaces cylindriques repré- 
sentées par les équations 


PES y NES TA, 
d'autre part enfin, entre les deux plans 


DIE SAS, PMR 


La section EFF'E" — F(x), faite dans le volume par 
un plan parallèle au plan yz, et correspondant à une va- 
leur particulière de l’abscisse, sera comprise entre quatre 
lignes, savoir, deux courbes EF, EF", tracées sur les sur- 
faces z = z, z — Z, et deux lignes ÉE!, FF, parallèles à 
l'axe des z, et situées sur les cylindres do) ;) et 


pour obtenir les équations de ces quatre lignes, il suffit, 
dans les équations 
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de faire de x une constante. Cela posé, si l’on nomme 
f(x,7) la section linéaire GG faite dans la surface F(æ) 
par un plan perpendiculaire à l'axe des y correspondant à 
une valeur particulière de y, on aura évidemment 


J(æ, 7) = GG = Gg — 2G —=Z— 2%, 


_et l’on tirera, par suite, des formules connues, 


1Y Y Y Z 
F(x) rt) f(x, r)dy Al (Z — 2) dy — F! dz dy. 
Jo Yo Jo Zo 


Il y aura donc, dans le cas le plus général, trois inté- 
grations à faire, l’une par rapport à z et prise entre les 
limites z= z,, z —Z, qui sont des fonctions de x et de y: 
la seconde entre les limites y,, Ÿ, qui sont fonctions de x 
seulement; la troisième entre les limites constantes x,,, X, 
si les deux surfaces cylindriques y = y,, y = F se 
coupent suivant deux génératrices; et si l’on suppose que 
Xo» X désignent précisément les abscisses des points si- 
tués sur les génératrices dont il s’agit, le volume V sera 
limité en tous sens par les deux surfaces et par les deux 
cylindres. Il en serait encore de même si les deux sur- 
faces cylindriques se touchaient suivant les génératrices 
correspondantes aux abscisses x,, X. Ces deux surfaces 
cylindriques se réduiraient à une seule si les deux fonc- 
tions Y,s À représentaient deux valeurs de y tirées d’une 
seule équation entreyetæ. 

Enfin dans cette même hypothèse, il peut arriver que, 
les surfaces z — 2z,, z — Z étant distinctes l’une de 
l’autre, se coupent suivant une courbe tracée sur la sur- 
face cylindrique; ou que z,, Z soient les deux valeurs de 
z tirées d'une seule équation F(x, y, z) — o propre à 
réprésenter une surface convexe et fermée de toutes 
parts, et à laquelle la surface cylindrique se trouverait 
circonscrite. Dans le premier cas le volume V serait li- 
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mité dans tous les sens par les surfaces ; dans le second, 
V désignerait le volume compris dans la surface 


EN T2) ON 


87. L’aire F(x) est facile à déterminer, lorsque l’en- 
veloppe est une surface de révolution. Concevons que, 
après avoir tracé dans le plan æxy une courbe repré- 
sentée par l'équation y = f (x), on la fasse tourner au- 
tour de l’axe des x, elle engendrera une surface de ré- 
volution dans laquelle la section F (x), faite par un plan 
perpendiculaire à l’axe des x, sera précisément un cercle 
qui aura pour rayon l’ordonnée de la courbe génératrice. 
On aura done 


F (æ) Fo 2 A DNS 


et par suite 


Exemples : 
1°, La courbe génératrice est un cercle x° + y — R°, 


Ve r[ "@ — 2')dx = mx(R — Lx) SrRx+ lry2x; 
(eo 
le volume d’un segment sphérique compris entre deux 
plans parallèles dont l’un passe par le centre de la sphère 
surpasse le volume du cône construit sur la hauteur du 
segment et sur la plus petite base d’une quantité précisé- 
ment égale à la surface de la zone qui enveloppe le seg- 
ment multiplié par le tiers du rayon de la sphère. Si la 
hauteur de ce mème segment devient égale au rayon R, 
le volume V a pour valeur © rR*, et le double de cette 
quantité, £TR*, représente le volume entier de la sphère. 
On en conclura (n° 85) que le volume de l’ellipsoïde a 
pour mesure le produit {r abc. 
HAT. 12 
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2°. La génératrice coïncide avec la parabole y? —2px; 
on aura, en posant x, = 0, 


DA 
V=sp | DAT \EN AA ER) T0 
0 


Le solide, engendré par la révolution d’une portion de 
parabole comprise entre le sommet et un plan x = x, a 
pour mesure la moitié du produit du volume du cylindre 
circonscrit. 

3°. La génératrice est la courbe y — Ax“; en posant 
Lo —= 0, On trouvera 


3 x a?at+: I 
V=sA" | Le = GA 3 pay, 
0 24 + I 24 < 1: 
Le volume du solide de révolution est au volume du cy- 
lindre circonscrit comme 1 est à 2a 1. 
4°. La génératrice est la logarithmique y = alx; on 
aura, en posant ZX; — 0, 


V — rar [ TI()Pdr= Tax { [l{x) P — 21x + 2 } ; 


Si l'équation de la logarithmique était mise sous la forme 
DA 
y = ef, on trouverait, en posant toujours X, = 0, 


2x 2x 
EUR Fa Ta Ca) 
a a 
V=rf'e At = NE =— (y? —1). 
[e) 2 2 


5°, La génératrice est la chainette 


LX LT 
et" e «d 
LP = ARE ri 


HART: 
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on aura, en posant X, —0, 


| F0 lai DOS ACT Fa? 4 À SOUS ui 
VER here ALT \é —e . 
4 Jo 2 4 


6°. Quelquefois on facilite l’évaluation du volume en 
remplaçant la variable x par une autre variable. 

Prenons pour exemple le cas où la génératrice est la 
cycloïde 


x —R(o — sine), y — R(1 — cosw), 
on a 
dx = ydo, y’dxz = yŸdo — R$(1 — cos «de, 


V = x7R° °( — COS œ)do, 
“o 


et en supposant Æ;, — 0, W, — 0, 
[0] 
Vi=;7R° [ (1 — cosw) do; 
y O0 
d’ailleurs 


Ben tae 


e2 ne 


& sos CAN 
(1 — cosw) — 2° sin nt 2) | 
= +(10— 15c0so +6 cos 20 — cos 3), 


et par suite 


V=— _ (100 — 15 sine + 3 sin2o — + sin 34). 
f É 
Il suffit de faire dans cette équation w — 2x pour 


avoir le volume du solide engendré par la révolution de 
la première branche de la cycloïde qui se trouve ainsi 
donné par l'équation 

Vi = 5° R?. 


88. Si l’on faisait tourner autour de l’axe des x, non 
12. | 
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plus une seule courbe représentée par l'équation y = f(x), 
mais deux courbes y = y, y = F; y, Ÿ étant deux fonc- 
tions de la variable x dont les valeurs sont toujours posi- 
tives entre les limites x = x,, x = X ; le volume engen- 
dré par leur révolution aurait évidemment pour mesure 
la différence des intégrales 
X °X 
F l à (1 RES Dear, 
LACR CR 


et l’on aurait 


x Se 
V=# | (Far 2x | J ydy dr. 
e Lo Lo vi 

On arriverait très-simplement à cette même équation en 
remarquant que la section F (x) faite dans le volume V 
est la différence de deux cercles dont les rayons sont y 
et F. De sorte que l’on a 


Fix) = 7 — 77 —7x(}2 — y), etc. 


89. Si lesordonnées y, F croissent toutes d’une même 
quantité b, ou si l’axe de révolution s’éloigne de tous les 
points des deux courbes d’une même quantité b, le nou- 
veau solide engendré sera donné par l’équation 


X 
V=r]. ((F+6) — (x + 6) ]dz 
"4e x 
Une (Y2 — y} dx + ant | (F7 — y )dr; 
V To 


To 
GER air 
mais | (FY — y)dx est l'aire À de la surface plane 
To 
renfermée entre les deux courbes y = y, y = #; 
X T4 D ES # 
T [ (F°—y*)dx est le volume déjà calculé V; on a donc 
V Le 


Viu=uNV' 450 Al 
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On en conclut que si l’on fait tourner une surface plane, 
1° autour d’un axe situé dans le plan de cette surface, 
mais qui ne la traverse pas: 2° autour d’un axe parallèle 
plus éloigné de la surface dont il s’agit, et situé à la dis- 
tance à du premier, les valeurs des solides engendrés par 
la révolution de la surface autour du second et du pre- 
mier axe, donneront pour différence un volume égal au 
produit de cette même surface par la circonférence du 
cercle dont le rayon coïncide avec la distance entre les 
deux axes. | | 

Si la surface plane À est divisible en deux parties sy- 
métriques par une droite menée parallèlement à l’axe des 
x et à la distance b de cet axe, on devra avoir 


FT = DJ T0 Jr), 
et l’on aura 


Va] (of) GP} de 456 [| f(x) dx; 


v To 


mais on à aussi 


A= |. {té + f(x)] —1b— f(x)] LEE à f(x) dx, 
donc V — 27rbA, et par conséquent lorsqu'une surface 
plane est divisible par un axe en deux parties symé- 
triques, le solide engendré par la révolution de cette sur- 
face autour d’un second axe parallèle au premier et tracé 
dans le plan de la surface, mais de manière qu’il ne la 
traverse pas, est équivalent au produit de la même sur- 
face par la circonférence du cercle qui a pour rayon la 
distance entre les deux axes. Ainsi, par exemple, le solide 


2 


, , . , . T° 
V' qu'engendre la révolution de l’ellipse FA + — 1 au- 


2 


tour de la tangente menée par l’une des extrémités de 
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l'axe 20 est équivalent au produit de la surface de l'el- 


lipse tab par la circonférence que décrit le centre de 
cette courbe ; donc V — 27°ab*. 4 


90. On peut déduire de la formule V — F(x)dx un 


To 

théorème remarquable dont voici l'énoncé. Étant don- 
nés deux plans parallèles à un axe avec un contour 
fermé dans l’un de ces deux plans, si l’on fait mouvoir 
une droite de manière qu’elle passe successivement par 
les différenis points de ce contour, et forme toujours un 
angle droit avec l’axe que l’on considère, le volume V 
du solide compris entre la surface courbe engendrée par 
la droite, et les deux plans donnés, sera le produit de sa 
hauteur par la demi-somme des surfaces planes qui lui 
servent de bases. 

Démonstration. Prenons l’axe donné pour axe des 
x, et soit b la distance des deux plans parallèles à cet axe ; 
si l’on coupe le volume V par un plan perpendiculaire au 
même axe et correspondant à l’abscisse x, la section F(x) 
qui en résultera sera évidemment un trapèze dans lequel 
les côtés parallèles se réduiront aux sections linéaires 
faites par le plan coupant dans les deux bases du volume 
V. Si l’on désigne par f(x) et f(x) les deux sections li- 
néaires dont il s’agit, on aura 


b [° f(æ)dx + ; f(x) dx 
Fa)= LS () +f()] V—b-= Le 


2 


Mais en appelant À et Ales deux bases, on a aussi 


A nr UO dr  pAL == : f(x)dx, 


done 
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9. Pour montrer une application de la formule 


cherchons le volume V renfermé entre le plan xy, 
une surface cylindrique dont la génératrice soit paral- 
lèle à l’axe des z, et la surface du paraboloïde hyperbo- 


® a Fr , e \ TL 
lique représenté par l’équation xy = cz, d’où z — se 
C 


on aura 
DRE EAN EPA ES PNLE Isere id 
=; f" fade [7 (F? — y?)xdz. 
Si la base de la surface cylindrique se réduit au cercle re- 
présenté par l’équation 
(re ah (TE PC Rt, 

on aura 

y =b=VR — (x — a}, F—b+VR = (x — a);. 


Paye = 40 ER TE 
t—=a—R, X = a +R, 


et par conséquent 
DIRE 
Me 2 AVR — (Ga) x xd, 
A — 


ou, en posant x — a = Ri, 
b +1 LA PAL 2 
V= a Ref (a+RAV/ 1 — Pdt; 
C —] 
on a d’ailleurs évidemment 


+1 
Î tu + dt —=.,0;, 
—1 
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tandis que l’intégrale 


+1 + 
J TUE Fe 
E 


représentant la moitié de la surface du cercle qui a pour 


REP A 4 = A 7 
rayon l'unité, est équivalente à 5; On aura donc 


bc 
V = 7R' — 
(44 
Le volume cherché est le produit de la base TR? par une 
quatrième proportionnelle aux trois longueurs à, b etc. 
Si l’on subsütuait à la surface cylindrique qui a pour 
base le cercle, un système de quatre plans perpendicu- 
laires aux axes des x ei des y, x = x, x =X,y—= 7, 
ÿ = Ÿ, on trouverait 


V=7- (Xe — &i) (V° — 7) 


‘4c £ 
LoY o + LoYŸ + X Yo + XY 
LE EE it ur 0 
en posant 
To LoYŸ HS XY 
2x — 2 ALL s 23 — 0 4 TS 
C C C C 
Dit es 10e me Z4 


Ajoutons que pour construire le paraboloïde hyperbo- 
lique, il suffira de tracer le quadrilatère gauche dont les 
sommets coïncident avec les extrémités des ordonnées 
Zi Zos Z3, Z3s €t de faire mouvoir sur deux côtés opposés 
de ce quadrilatère une droite qui reste constamment 
comprise dans un plan parallèle aux deux autres côtés. 
On arrive ainsi à la proposition suivante. Si après 
avoir tracé sur les quatre faces latérales d’un prisme droit 
à base rectangulaire un quadrilatère gauche, on fait mou- 
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voir une droite sur deux côtés opposés de ce quadrilatère, 
de manière qu’elle reste constamment parallèle aux plans 
des faces qui renferment les deux autres côtés; le vo- 
lume compris entre la surface engendrée par cette droite 
et le rectangle qui sert de base au prisme sera le produit 
de ce rectangle par le quart de la somme des quatre lon- 
gueurs comptées sur les arêtes du prisme entre les som- 
mets du rectangle et ceux du quadrilatère. 


rX 
92. La formule V — j F(x) dx prouve aussi que, 


pour déterminer le volume V compris sous une enve- 
loppe donnée, il suflit de mener un axe quelconque et 
de tracer dans un plan fixe passant par cet axe une courbe 
auxiliaire telle que la section faite dans le volume par un 
plan mobile perpendiculaire à l’axe soit toujours équiva- 
lente au rectangle construit sur une ligne donnée b et 
sur la section linéaire faite par Le plan mobile dans l’aire 
renfermée entre la courbe auxiliaire et l’axe. Si l’on sup- 
pose cette aire limitée dans le sens de l’axe par les deux 
droites suivant lesquelles le plan mobile, parvenu aux 
deux positions extrêmes qu'il peut prendre, coupe le 
plan fixe, et si on la multiplie par la longueur b, le pro- 
duit obtenu sera précisément la mesure du volume pro- 
posé. 

En effet, si l’axe que l’on considère est pris pour axe 
des x, et si F(x) est la section faite dans le volume par 


J PA ici F(x L 
un plan perpendiculaire à cet axe, _ sera l’ordonnée 


de la courbe auxiliaire ou la section linéaire faite dans 
l'aire comprise entre la courbe et l’axe; donc cette aire 
sera 
XF(x 1 f'X 
| AE dx = - Î F(x) dx, 
L2 To b b e Xo 


\ 


et si l’on multiplie cette intégrale par la longueur b, on 


160 CALCUL INTÉGRAL. 


obtiendra évidemment le volume 


X 
F 


Vi (x) dx. 


Lo 

. Exemples: 1°.Sile volume V se trouve renfermé dans 
“un cône ou dans une pyramide à base quelconque, dont le 
sommet coïncide avec l’origine, et si l’on prend pour 
axe des x une droite perpendiculaire à la base, la section 
F(x) sera proportionnelle à x°?, et par suite la courbe 
auxiliaire sera une parabole qui aura l’origine pour som- 
met et pour axe l’axe des x; et puisque l’aire comprise 
entre une parabole, son axe et une ordonnée est le tiers 
du rectangle circonscrit, on en conclura que le volume 
compris dans un cône ou dans une pyramide à base quel- 
conque est le tiers du volume du cylindre ayant même 
base et même hauteur; done, etc. | 

29, Si la section F(x) se réduit à un trapèze dont les 
côtés parallèles représentent les sections linéaires faites 
dans deux surfaces planes dont les plans soient parallèles 
à l’axe donné, et si l’on suppose que la longueur 8 re- 
présente la distance des deux plans, l’ordonnée de la 
courbe auxiliaire sera précisément la demi-somme des 
sections linéaires dont nous venons de parler, et l’on en 
conclura sans peine que l’aire comprise entre l’axe des x 
et la courbe auxiliaire, est la demi-somme des deux sur- 
faces planes. On déduira immédiatement de ce qui pré- 
cède le théorème n° 90. 

On déterminerait avec la même facilité, à l’aide du 
dernier théorème, le volume compris entre deux plans 
dans une sphère, dans une hyperboloïde, dans un ellip- 
soïde, etc. 


——Q<— 


SEIZIÈEME LEÇON. 187 


SEIZIÈME LECON. 


Autre méthode pour arriver aux formules qui résolvent le problème de Ia 
quadrature des aires planes et de la cubature des solides. 


93. Comme le problème de la quadrature des surfaces 
et de la cubature des solides est très-important, il ne sera 
pas inutile de présenter sa solution sous un nouveau 
point de vue plus général et de résumer ainsi les lecons 
qui précèdent. 

Si l’on considère une surface plane ou courbe, mais 
entièrement fixe, la position d’un point sur cette surface 
se trouvera déterminée par le moyen de deux coordon- 
nées rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvi- 
lignes, etc., que nous désignerons dans tous les cas possi- 
bles par les lettres 


x let y; 


et une ligne quelconque, tracée sur cette surface, pourra. 
être représentée par une équation dont le premier mem- 
bre renferme les deux variables x et y, ou au moins l’une 
d’entre elles. Dans le dernier cas, c’est-à-dire lorsque 
l'équation donnée renfermera une seule des variables x 
et y, nous dirons que la ligne correspondante est de pre- 
mière espèce. Ainsi les Lignes de première espèce sont 


188 CALCUL INTÉGRAL. 


celles qui auront des équations de la forme 
DT ES O0 NO LT) —— 0, 


par conséquent celles dont les équations résolues par 
rapport à l’une des variables se réduiront à 


UC} =—= "CONS OUEN CONS 


Au contraire, nous appellerons lignes de deuxième es- 
pèce toutes celles dont les équations seront de la forme 


Fa 7} = 0; 


ou, ce qui revient au même, 


y = (à). 

94. Ces définitions étant admises, il est clair qu'à 
chaque valeur donnée de x ou de y correspondra toujours 
une ligne de première espèce, et que par un point donné 
on pourra toujours faire passer deux de ces lignes. Nous 
appellerons lignes coordonnées des x et des y les deux 
lignes de première espèce qui ont respectivement pour 
équations 


YF: = 053. Æ —. 0. 


L'origine des coordonnées sera le point d’intersection 
de ces deux lignes, c’est-à-dire, en d’autres termes, le 
point dont les coordonnées se réduisent à zéro. 

Soient maintenant M le point qui a pour coordonnées 
æety3; N un deuxième point qui ait pour coordonnées 
x + Ax, y + Ay; Àx, Ày étant deux accroissements 
très-petits attribués aux variables x et 7°; et désignons 
par a la petite aire MNPQ comprise entre les quatre 
lignes de première espèce qui passent par les points M 
et N. L’aire a dépendra en général des quatre quantités 


Ly Ys AT, AŸ» 
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et s'évanouira toujours en même temps que le produit 
Ax Ay; car il suflira, pour la rendre nulle, d’égaler à 
zéro un des facteurs de ce produit. Mais si l’on fait dé- 


NAT PIN | a 

croître indéfiniment Ax et Ay, le rapport - conver- 
AŒAY 

gera vers une limite qui ne pourra plus dépendre que 

des variables x et y, et qui, dans plusieurs systèmes de 

coordonnées, se réduira simplement à une quantité cons- 

tante. Aïnsi, par exemple, on aura pour un système de 


coordonnées rectangulaires tracées sur une surface plane 


ë « 
a —.AxAy ; et par suite 5 à 
AZ AY 
Pour un système de coordonnées obliques tracées sur 


une surface plane et comprenant entre elles l’angle w, 


a — ALAY sin w, 
a 
AE Sn, elc, 
AŒA Y 
CES L , , © a 
Done, si l’on fait en général lim. ——— = u, on aurau—1 
AZAY 
dans le cas des coordonnées rectangulaires, 4 — sinw 


dans le cas des coordonnées obliques, etc. D’autres sys- 
tèmes de coordonnées pourront fournir pour la quantité 
u, au lieu d’une valeur constante, une valeur variabie, 
c’est-à-dire une fonction de x et de y. J'ajoute qu'après 
avoir trouvé la valeur de u, on en déduira sans peine 
l'aire comprise dans un contour quelconque : c’est ce que 
nous allons faire voir 


95. Considérons d’abord un contour formé par quatre 
lignes de première espèce, savoir : celles qui passent par 
le point fixe, dont les coordonnées sont x,, y,, et celles 
qui passent par le point mobile, dont les coordonnées 
variables sont x, y. 

L’aire, dans ce contour, sera variable elle-même, et 
nous la représenterons en conséquence par x (x, y). 
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Cela posé, si l’on désigne par la caractéristique A, l’ac- 
croissement que reçoit une fonction de x dans laquelle on 
fait croître x de Ax, et par la caractéristique À, l’ac- 
croissement que reçoit une fonction de y dans laquelle on 
fait croître y de AY, on aura a —A,. À, y(x, y), et parce 


«a LA L2 L2] 4 
que le rapport — a pour limite l’unité 
[42 


Angle, y) = a = (1 Æ «) vaxa y, 


€ étant un nombre très-petit. 
En divisant les deux membres de l'équation précé- 
dente par Ax, Ay, et passant aux limites, on conclura 
D, D:x (tan) 
dx dy 


ou, en d’autres termes, 


Se AA 


d'x(x, y 
DE xl = ne 


En intégrant cette dernière équation par rapport à ÿ, à 
partir de y— Y, et ayantégard à la condition y(x,y,)=0 
qui doit être vérifiée, quel que soit x, on trouvera 


Le 4 
D:x (æ, EM À udy. 
0 


AIntégrant de nouveau par rapport à x, à partir de 
x = X,, et ayant égard à la condition y(x,,y) — 0, qui 
doit être vérifiée, quel quesoit y, on obtient la formule | 


Do 4 Y LE 4 YA 
AE D Ja f'uar = |. ['uardr. 


Il est essentiel d'observer que de l'équation 


4 


D:x (x HE. u dy, 
Oo 


«on tire 


J 
Azx(æ, ) = a+ [ u dy ; 
To 
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par conséquent A,y(x, y), c’est-à-dire l’aire comprised’une 
part entre les lignes de première espèce qui correspondent 
aux abscisses x et x + Ax, de l’autre entre les lignes de 
première espèce qui correspondent aux ordonnées y,, y, 


est représenté par un produit de la forme 


3 
AZ(1+- | u dy, 
Jo 
£ étant un nombre très-petit. 
Si l’on fait y — Y, YŸ désignant une quantité cons- 
tante, le produit précédent deviendra 


“ 
Ax(1 + 3 u dy, 


et représentera l’aire comprise entre les lignes de pre- 
mière espèce qui répondent d’une part aux abscisses 
x, x + AÀx, de l’autre aux ordonnées y, et Y. 

96. Concevons maintenant que, x, désignant toujours 
une quantité constante, on représente par y, Ÿ, non plus 
deux valeurs constantes de y, mais deux fonctions de la 
variable x, et cherchons l’aire comprise d’une part entre 
les lignes de deuxième espèce qui ont pour équation 


5 A en Se À D. 42 


de l’autre entre les lignes de première espèce qui cor- 
respondent aux abscisses x, et x; cette aire sera variable 
avec x, et si on la représente par o(x), elle recevra pour 
accroissement Ao(x), quand on fera croître x de Ax. 
Soit PQRS l'accroissement dont il s’agit, renfermé d’une 
part entre les lignes de première espèce PR et QS cor- 
respondantes aux abscisses x, x + Âx, de l’autre entre 
les portions PQ, RS des lignes de deuxième espèce qui 
-ont pour ordonnées aux points P et R, y et F; il est 
clair qu’on pourra, sañs changer la valeur de l’aire PORS, 
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remplacer séparément ou simultanément , 1° la ligne de 
deuxième espèce PQ, dont l’ordonnée au point Pest F, 
par une ligne de première espèce P'Q'; 2° la ligne de 
deuxième espèce RS, dont l’ordonnée au point R est y, 
par une ligne de première espèce R'$’; on aura donc en- 
core 

Az Gr) = IP'ORS". 


De plus, la ligne RS" coupera évidemment la ligne 
RS, et par suite aura une équation de la forme 
HS : 


— f 

HONTE 5 
e désignant un certain accroissement que reçoit y con- 
sidéré comme fonction de x, lorsqu'on fait croître x 


d’une certaine quantité plus petite que Ax. De même la 
ligne PQ aura une équation de la forme 


F —— Y ru Ace 
e" étant l’'ordonnée d’un point de la ligne PQ corres- 


pondant à une abscisse comprise entre x et x + Ax; 
cela posé, on trouvera , en vertu de ce qui précède(n° 95), 


Y—+ e” 
P'ORS — (1 + 6) z f u dy, 
J ++ 
et par conséquent aussi 
Y+:" 


Az @(x) = e+osz [0 . udy, 


e' er e” étant des nombres qui décroîtront indéfiniment 
avec Az. Si l’on divise par Ax les deux membres de 
l'équation précédente, on en conclura, en passant aux 
limites, 


nY 
D,ç(x) — 1h udy, 


puis en intégrant à partir de x = %,, et ayant égard à 
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la condition o(X5) = 0, 


z Y x fY 
e (x) — az | udy —= [ sh u dxdy. 

Lo" JY zo VY 
Mais il faut se rappeler alors que la première intégration 
doit être faite par rapport à y, dans les limites y ei F 
qui dépendent de la variable x, et la deuxième par rap- 
port à x, à partir de la limite &, qui est une quantité 
constante. 

Si, en désignant par y, F, deux fonctions de x, et par 
Lo, X , deux quantités constantes, on cherchait l'aire com- 
prise , d’une part entre les lignes de deuxième espèce qui 
ont pour équations y —=7y et y— +, de l’autre entre 
les deux lignes de première espèce qui ont pour équations 
x—=x, et x = X, on trouverait pour la valeur de cette 


aire que j'appellerai À, 


Pure | 
MEN J u dx dy; 
To VS 


dans le cas particulier où y, F deviennent constants, la 
valeur précédente de À se réduit, comme on pouvait le 


LE 


prévoir, à la valeur précédemment obtenue. 

Scolie. Il est essentiel d'observer que la méthode ci- 
dessus exposée peut servir à déterminer non-seulement 
la surface comprise entre les lignes que représentent Îles 
équations ci-dessus, mais aussi toute autre quantité as- 
sujettie à croître ou à décroiître avec cette même surface. 


Une semblable quantité se trouverait encore exprimée 
X 

2 4 
par l'intégrale f k 


(u+e)AxAy, non plus l'élément de la surface, mais 


Ab Pl | 
[ udxdy, si lon désignait par 
2 


o 


’élément correspondant de la quantité cherchée. 
Si la surface donnée se trouvait terminée par un 


contour quelconque, il serait facile de la décomposer en 
: 9% 
LT. Lo 
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plusieurs parties à chacune desquelles on our: ait appli- 
quer la méthode précédente. 

97. Après avoir établi les principes généraux relatifs 
aux quadratures des surfaces, passons au problème des 
cubatures. 

La position d’un point dans l’espace se trouve complé- 
tement déterminée par le moyen de trois coordonnées 
rectangulaires ou obliques, rectilignes ou curvilignes, 
polaires, etc., que nous désignerons, dans tous les cas, 
par les trois lettres x, y, z. Cette notation étant adoptée, 
une surface quelconque pourra être représentée par une 
équation dont le premier membre renfermera les trois 
variables x, y, z, ou deux de ces variables, ou au moins 
l’une d'elles. Pour distinguer ces trois cas l’un de l’autre, 
nous dirons qu’une surface est de première, de deuxième, 
de troisième espèce, suivant que son équation renferme 
une, ou deux, ou trois variables. En conséquence, l’é- 
quation d’une surface de première espèce aura l’une des 
trois formes 


fon JR coi Er, 


ou, ce qui revient au même, l’une des suivantes 
(74 


ARC ET COTE ET 


L’équation d’une surface de deuxième espèce aura l’une 
des trois formes 


LAC 0, TOR ARE Me LE br GO 
ou, si l’on veut, l’une des trois formes 
Y = A 29 Z ef (rie Z MAT VE 


Enfin l'équation d’une surface de troisième espèce sera 
de la forme 
PF, #3 z) F0, 
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à laquelle on peut substituer la suivante 
Ar fs (æ, de 


Cela posé, il est clair qu'à chaque valeur donnée de x, y 
ou z Correspondra toujours une surface de première es- 
pèce, et que par un point donné on pourra toujours faire 
passer trois semblables surfaces. Nous appellerons surfaces 


coordonnées des yz, des zx et des «y, les trois surfaces 
de première espèce qui auront pour équations respectives 


DYSAOSUBMEETE 06% 2500. 


Ces surfaces se couperont suivant trois lignes que nous 
appellerons lignes coordonnées des x, des y et des z; et 
ces lignes, en un point qui sera l’origine des coordon- 
nées; par suite, l’origine sera le point dont les trois 
coordonnées se réduisent à zéro. 

Une ligne pouvant être considérée comme l’intersec- 
tion de deux surfaces, sera naturellement représentée par 


deux équations; si ces équations sont de la forme 
2 0, fr 7) —0;, 


la ligne se trouvera située dans la surface coordonnée des 


xy, et ne sera autre chose que l'intersection de cette sur- 
face coordonnée avec la surface de deuxième espèce à la- 
quelle appartient l'équation f (æ, y) = 0. 

En général, il est clair que toute surface de deuxième 
espèce, représentée par une équation entre deux va- 
riables, coupera l’une des trois surfaces coordonnées 
suivant une ligne de deuxième espèce à laquelle appar- 
tiendra l'équation dont il s’agit. Nous dirons que cette 
ligne est la base de la surface. 

98. Considérons maintenant l'élément de volume ter- 
miné par les six surfaces de première espèce, qui -passent 


a Ed 
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par les deux points dont les coordonnées sont respective 
ment 
T, Y Z;, 
Hate AUOT CVS RUE MEET AZ. 
Ce volume, équivalent dans le cas des coordonnées rec- 
tangles au produit AxAyAz, s'évanouira dans tous les 
cas avec ce produit, et pourra être représenté par une 
expression de la forme 
(æ Æ c)axAyaz, 


w désignant la limite vers laquelle converge, pour des 
valeurs décroissantes de Ax, Ay, Az, le rapport du vo- 
lume ci-dessus mentionné au produit en question, et le 
nombre € étant assujetti à décroitre indéfiniment avec ce 
même produit. Dans chaque système de coordonnées, la 
quantité # ne pourra être qu'une quantité constante, ou 
une fonction déterminée des variables x, y, z. De plus, 
après avoir trouvé la valeur constante ou variable de cette 
quantité 5, on en déduira facilement l'expression du vo- 
lume renfermé dans une enveloppe quelconque. 

En effet, cherchons d’abord le volume # compris entre 
les six surfaces de première espèce qui passent par les 
points dont les coordonnées sont 


Ty Ÿs Z : 
Tr A UT a el 2e 
On pourra considérer ce volume comme l'accroissement, 
par rapport à æ et y, d'un autre volume renfermé entre 
les surfaces de première espèce qui passent par les deux 
points dont les coordonnées sont respectivement 


Los Vos Zos X5 Vs Z- 


Désignons par Ÿ(x, y, z) ce dernier volume, et suppo- 
sons que les caractéristiques À,, À,, A, édiquene les ac- 
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croissements que reçoivent des fonctions de x, y, z, 
quand on y fait croître x de Ax, ou y de Ay, ou z de Az, 
le volume cherché sera 


p— AFAsŸ(x, Ÿ 5 2), 

et de plus on aura évidemment 

AsAyAd (x, y, 2) = (w + e)ax ay az. 
En divisant par A, les deux membres de l'équation pré- 
cédente, puis faisant converger A, vers la limite o, on 
obtiendra la formule suivante 

D,uA,A; dx, Y3 2) — (w + :)AxAly; 
puis en intégrant par rapport à z, à partir de z = z,, et 


observant que l’on a, quels que soient x et y, 


Ÿ(x, ds EN UE 
on obtiendra 


?Z 
va, (ry ir) = ray | (w Æ e)dz, 
e/ Za 
ou , ce qui revient au même, 
# \ 3 
HAPUEN (PAT 2) Et FE) sray | wdz, 
20 


e désignant un nombre qui aura des valeurs différentes 
dans les diverses formules, mais toujours des valeurs 
très-petites quand Ax et AÀyÿ seront eux-mêmes très- 
petits. 

Si l’on voulait obtenir le volume compris d’une part 
entre les surfaces de première espèce qui correspondent 
aux coordonnées 


Œ, & H AL; . ÿ, Y + A; 


de l’autre entre les surfaces de première espèce qui ont 
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pour équations z = z,, z = Z, il suflirait de remplacer z 
par Z dans le deuxième membre de la formule ; on trou- 
verait ainsi, pour représenter le volume ohéveles une 
expression de la forme 


DD: 
Gi + jarayr f wdz, 
20 


e désignant toujours une quantité infiniment petite. 

99. Concevons maintenant que, x, X désignant deux 
quantités constantes, y, deux fonctions dela variable x, 
z et Z deviennent des fonctions des deux variables x et y, 
et cherchons le volume compris d’une part entre les sur- 
faces de première et de deuxième espèce, qui ont pour 
équations 


LC RON rene APT T0 JE AR 


de l’autre entre les surfaces de troisième espèce qui ont 


pour équations 
Éd) COS) EL PA 


Ce volume croîtra ou décroîtra en mème temps que l'aire 
comprise entre les quatre bases des surfaces de première 
et de deuxième espèce ; et si l’on désigne par(u+e)AxAy 
l'élément auquel se réduit ce volume dans le cas où l’on 
remplace les surfacés x—X, y =Y par les deux surfaces 
de première espèce qui correspondent aux coordonnées 


Let Ad Jr JT Ts 
on obtiendra, pour l’expression du volume cherché, 
>X aY 
| udx dy, 
L To LE 4 


Il reste à trouver la valeur de x, ou, ce qui revient au 
même, celle du volume élémentaire 


(uw + e)AxAY, 


compris d'une part entre les surfaces de première espèce 
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DIRE AALS 273 Y FAT 
de l’autre entre les surfaces de troisième espèce qui ont 
pour équations z = 3, z = Z. 
Or, sans changer ce volume élémentaire, on pourra 
évidemment remplacer, 1° la petite portion de surface de 
troisième espèce qui prend son origine au point dont les 


coordonnées sont x, y, z, et qui se termine à celui 
dont les coordonnées sont 


ZX + At, Y + AY, 2 + A,, 


par une portion correspondante de surface de première 
espèce dont l'équation serait de la forme z = z +, 
e étant une quantité infiniment petite en même temps 
que Ax, Ay; 2° la petite portion de surface de troisième 
espèce qui s'étend depuis le point correspondant aux 
coordonnées x, y, Z, jusqu’à celui dont les coordonnées 
sont 
ZT + AT, Y +H'AY, Z + AZ, 
par une partie correspondante de surface de première 
espèce dont l'équation soit de la forme z = Z +", 
e" désignant encore une quantité infiniment petite. De 
plus, pour obtenir le volume compris ; d’une part entre 
les surfaces de première espèce qui sont représentées 
par les équations 
mental Marge Z ef, 


de l’autre entre les surfaces de première espèce qui cor- 
respondent aux coordonnées 
Œy æ + A%X, ÿ, Y + AY; 
il suflira évidemment de remplacer dans la formule 
2 


p —(1+-e)AxAy | wdz, 
Li Zo 
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&, parz+e et 2 par Z +e”. Ontrouveraen conséquence , 
pour représenter ce volume, une expression de la forme 


HW) Ze à 
(1+ 6 Jaear Î wdz;, 
2+ € 


_€” étant une quantité infiniment petite. En EE cette 
expression à (4 + €) Ax Ay, on trouvera 


WI \ °Z+e" 
u+e—(r+e:) wdz; 
Zo7tr€ 


puis, en passant aux limites, 


aZ 
— J æ dz. 


La valeur de w étant ainsi déterminée, la formule qui 
exprime le volume compris entre les surfaces données 


deviendra 
X °:Y  nzZ 
[ J {war dy az. 
Lg MR USS, 


On aura donc, en désignant par V le volume cherché et 
supposant les intégrations faites, 1° par rapport à z entre 
les limites variables z, Z; 2° par rapport à y entre les li- 
mites variables y, F3; 3° par rapport à x, entre les K- 
mites constantes x, À, 


Fee nr 1 wdrdydz. 


Scolie. Il est essentiel d'observer que la méthode pré- 
cédente peut servir à déterminer non-seulement le vo- 
lume compris entre les surfaces dont il s’agit, mais encore 
toute autre quantité assujettie à croître ou à décroitre 
avec ce même volume. Une semblable quantité se irou- 
verait encore exprimée par l'intégrale qui forme le 
deuxième membre de la formule ci-dessus, si l’on dési- 
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gnait par 
(æ + :) Axa yaz, 


non plus l'élément du volume V, mais l’élément corres- 
pondant de la quantité cherchée. 

Ajoutons que si le volume donné se trouvait terminé, 
non par les surfaces données, mais par un contour ch 
conque , 1l serait facile de le décomposer en plusieurs par- 
ties, de manière que chacune de ces parties, ou la partie 
correspondante, püt être facilement calculée par la mé- 
thode que nous venons d’ exposer. % 

100.On peut remarquer que si l’on divise par AxAyAz 


les deux membres de l’équation 
Asñyan (æ, Vo Le )rArAz, 


on en conclura, en passant aux limites, 


(A = Tdrdyd& Æ D;,.Ÿ (x, DA z) : 


de plus, il est permis de prendre pour d(x, y, z)le vo- 
lume compris entre les six surfaces de première espèce 
qui correspondent aux coordonnées 0, x; 0, y; 0, z; il 
suffit donc de connaître ce dernier volume pour en dé- 
duire la valeur de w. 

Pour donner une première application des formules 
précédentes, supposons d’abord les coordonnées x, y, z 
rectangulaires. Dans cettehypothèse, le volume Ÿ(x, y, z) 
compris entre les six plans de première espèce qui pas- 
sent par l’origine et le point dont les Loordon ie sont 
x, Ÿ, 3, Se trouve déterminé par l’équation 


AT, Vuz) Enr 
de laquelle on tire 
d'L(x, y, 2) 


DE — "©" — ii. 


dxd y dz 
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On aurait pu encore arriver au même résultat, en ob- 
servant que le volume renfermé entire des plans rectan- 
gulaires qui passent par les points dont les coordonnées 
sont 

M TS METZ, Te ARS MR Te 0 Z 5 -. AZ, 


se réduit à un parallélipipède rectangle, dont les dimen- 
sions sont respectivement égales à Ax, Ay, Az, en sorte 
qu'on a 

v © AxAYAZ, 
"et par suite 


Hmswi(r le) 2er th Less, 


Cela posé , on aura 


X 
VE j on dé dxdydz = ch ft — z3)dx dy. 
To SAMPC A To «+ 


Si l’ôn considère des coordonnées obliques mais tou- 
jours rectilignes, en désignant par @ le volume du paral- 
lélipipède qui aurait pour arètes trois droites respective- 
ment parallèles aux axes des coordonnées, et de plus 
égales à l’unité de longueur, on trouvera 


Va, 2) = axyz, 


et par suite w — à, 


rx 1 pZ Ne : 
le a f ik 4 dédyd "= a ] a, (Z — z)dxdy, 
Jo UT Z Xo VvY 


Concevons maintenant que la position du point dans 
l’espace se trouve déterminée par le moyen des coordon- 
nées polaires 


MINES US d'y US ELA 


r désignant le rayon vecteur mené du point que l’on con- 
sidère à un point fixe pris pour origine; w l'angle que 
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forme ce rayon vecteur avec un axe fixe, on plutôt avec 
un demi-axe passant par l’origine; et 0 l’angle formé par 
un plan fixe qui renferme ce demi-axe, avec le plan qui 
passe par le même demi-axe et le rayon vecteur. Les sur- 
faces de première espèce, c’est-à-dire les surfaces repré- 
sentées par des équations de la forme 


Hire OU ET, NC RON TASER ES 


seront évidemment ou des surfaces coniques droites à 
bases circulaires qui auront pour axe l’axe fixe, ou des 
plans passant par l’axe fixe, ou des surfaces sphériques 
qui auront pour centre l’origine. 

Les équations u — 0, 0 —0, r — o appartiendront en 
particulier, la première au plan fixe , la deuxième à l’axe 
fixe, la troisième au point unique pris pour origine. 

Cela posé, le volume représenté par d(u, 0, r) se 
trouve terminé, 1° par deux plans qui renfermeront l'axe 
fixe, et comprendront entre eux un angle égal à u ; 2° par 
une portion de surface conique dont la génératrice for- 
mera avec l'axe fixe l'angle u; 3° par une portion de zone 
sphérique dont la hauteur est équivalente à 


r(1 — cosu), 
et l'aire, au produit 
2rr{r(1 — cosu)] — 27r?(1 — cosu). 
Le volume sera donc une partie de secteur sphérique 


qui a pour base cette zone et dont le volume est en con- 
séquence 


372772 (1 — cosu) — +rr°(1 — cosu). 


A joutons que le volume Y(u, 9, r) sera au secteur sphé- 
rique dans le rapport de 9 à 27, d’où l’on conclura 


Vu, 4, r) = — —r$(r — cosu), 
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ou, Ce qui revient au même, 


3 
Tr 
Vi, Grise 3 ( — cosu) 0; 
on aura donc 
5400) 05r) j 
7 ST 
# AAC Heures 
et par suite 
U r© /R0 
V'= f, J r? sin tduditr. 
e r 


Uo © 


Dans ces dernières équations, r et À sont des fonctions 
des variables w et 8; 0 et ® des fonctions de la seule va- 


riable u, et u,, U des quantités constantes. 


On arriverait encore à cette expression du volume V 
en remarquant que l'accroissement infiniment petit du 
volume correspondant aux accroïssements simultanés 
du, dû, dr peut être considéré comme un parallélipi- 
pède rectangle dont les trois dimensions sont rdu, rsinudO, 


dr, et qui a pour valeur r° sin u dü dr. 
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Rédnetion des intégrales multiples. Première méthode: par un change- 
ment de coordonnées. 


101. La réduction des intégrales multiples a été, dans 
ces derniers temps, l’objet des recherches d’un grand 
nombre de géomètres, parmi lesquels nous nommerons 
seulement MM. Cauchy, Lejeune-Dirichlet, Liouville, 
Lamé, Catalan, Tortolini. Nous avons pensé qu’on nous 
saurait bon gré d'exposer avec quelques développements 
la marche qu'ils ont suivie et les résultats importants 
auxquels ils sont arrivés. 

La première méthode de réduction consiste à substituer 
aux anciennes coordonnées des coordonnées nouvelles 
dont l'emploi rendra l'intégration plus facile. 

La position d’un point dans l’espace est ordinairement 
déterminée par trois coordonnées rectilignes x, y, z, pa- 
rallèles à trois axes fixes, ou par trois coordonnées polaires 
qui peuveut être, par exemple, le rayon vecteur r ou la 
distance du point à l’origine des coordonnées ; l’angle 0 
que la projection du rayon vecteur sur le plan zy fait 
avec l'axe des y, et l'angle w du rayon vecteur avec 
l'axe des x. Dans le cas où les axes sont rectangulaires les 
coordonnées polaires sont liées aux coordonnés rectilignes 
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par les équations connues 
YEN COS, 7 = Uri0bsG COS, 2 N—" 7 SI d'sinD. 


109. Dans ses intéressants Mémoires sur la théorie de 
la chaleur, M. Lamé a fait usage d’un nouveau genre de 
coordonnées qu'il a appelées elliptiques. Un point quel- 
conque de l’espace est alors considéré comme l’intersec- 
tion de trois surfaces dépendantes chacune d’un paramètre 
variable. Ainsi, par exemple, un point quelconque de 
l’espace peut être défini comme l'intersection des trois 


surfaces 

TL? vi z2 
PRET UNE Haine À NID LL Vies 
x? +2 2? 

. QUE 2 Var l 
PR PRES DRE RE 
TX ? sa 2? 
MERE + Fos 
y y b2? y? ——"C2 


En supposant 
bise; Are. bi Ve) nue en tre, 


ces trois surfaces seront , la première un ellipsoïde, la se- 
conde un hyperboloïde à une nappe, la troisième un hy- 
perboloïde à deux nappes. Les distances focales 2b, 2c, 


oV/c? — b? des sections principales sont un élément 
commun à toutes les surfaces que l’on peut obtenir en 
faisant varier les trois paramètres À, x, v. Cette propriété 
a fait donner à ces surfaces le nom d’homofocales. 

En employantuneméthoded’élimination convenable *, 


(*) M. Jacques Binet a donné , pour faire cette élimination, un moyen 
d'autant plus ingénieux et plus simple, qu’il s'applique à un nombre 
quelconque d'équations; voici en quoi il consiste. Considérons » équa- 
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on arrivera aux trois équations 
bcx' = AY, 
by ET PÉCRRT Vu — b2 VD? are À 
cz LV £E b° — PAR c? Le sp ATEN ERA 


qui donnent x,7, z en fonction de À, w, » ; et les valeurs 


tions de la forme 


£ + fé: + elc. = 7, 
És x £r Q £i p* 
y 
_£ A1 F ii ë HMOIC TE 
ner UPS 2 Se © : Tone” 
» s 
ee ER re ef6. = 1h, 
ÉRTk C5 MO Es 


et cherchons les valeurs des n inconnues £, », {,... exprimées au moyen de 
En Es Etc as Cor 'URONT Celt A DOSONS 


F(x) = (c—a) (*—6) (=)... 
JG) = G—é) m—-£6)(—-4)..…. 


La différence F (x) — f(x) sera un polynôme du degré n—1, et puisque 
F (x) — f(x) | 
F (x) 
moins d’une unité au degré du dénominateur, on aura identiquement , en 
vertu des principes qui donnent la décomposition des fractions ration- 

nelles, 


PF) _FG)—/G) _t FO—7E 


dans la fraction le degré du numérateur sera inférieur au 


FOSC OR APT eme Re er nan 
FE) qur 


2 Ve TEE ete 


PO) Nage 


En faisant tour à tour, dans cette équation, 
CNE NES MERE N AT ee 
et ayant égard aux équations 
RRQ 0, F(6) — ©, Fi) tours. 
JS'(E) — 0, JE) 0, S(é)= 0,.. 


on trouvera 
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Fr 2 
22 


42 2 
de Tin, 


? satisfont à une même équation du sixième 
degré. En effet, .en ordonnant |’ équation 


Y? 
PA EE b2 


32 à 


par rapport à À, et posant 


Ai mA y 2 1,b2 Nr 
B — x (b? + ec) + y'c° He 22 D? e Die, 
Giec-022 cet 


on trouve 
GLS Aria pas —+/("-240. 


Si, au lieu de partir de l’équation de l’ellipsoïde , on était 


et EAN NT, RERO) il à. 2 
F)£—e, F()A—6 FDA 
LS RE OST ES ROME 26 
PG)£e PO)E-E FE 
RS Fe 
F’(2) Pere F(6) oh À FE nt à 


Ces équations sont des équations identiques, vraies quels que soient 


> Oy Yoeres Éi É25 Es... Or elles se réduisent aux équations proposées 


quand on fait 


__ (a) E mire (A ne) ee 
NES PRE 
(6) ANA CTEE (6 —£;) (6—£,) (G—£;) 
F © CAC JAN 
A4) FES (Ant 2010 Zant TD AC Zenit D} 
EF" (+) (y — x) (7 — 6)... 


sens ere ss reset ses ste cesse. 


Donc ces dernières valeurs rendront aussi identiques les équations pro- 
posées, et sont les valeurs cherchées des inconnues £, , €,.... 

Pour revenir au cas des trois équations que nous avons d’abord consi- 
dérées, il suffit évidemment de poser, dans les formules qui précèdent, 


PDA ERAS LS 2 DIT RTE CRE EE Sa! - Ce CHERE. De Le ES 16. EP | 
Eat, n°, C=r, E=N, fu) bar; a«=0, 6=b, 7=6c. 
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parti des équations des hyperboloïdes, on serait arrivé à 
la même équation du sixième degré, et par conséquent 
X?, p?, y? étant à la fois racines de cette équation, l’on 
aura 


x + pu? +» = A, ue? + y? + py2 = B, LR At db 


Or si entre ces trois équations jointes à l'équation du 
sixième degré on élimine tour à tour À, ou, ou », on 
retombera sur les équations des surfaces homofocales. 


103. Ces surfaces, qui ont entre elles huit points de 
commun, jouissent de propriétés relatives fort remarqua- 
bles. Leurs plans tangents'au point (x, y, z) ont pour 
équations 


2 ze 
ee 79 + — == Le 
x À DANS C7 
4 y Fa 
me + ef 
ue? me? Qu b? PRES ue? 
NO S CARE 65 ar EURE 
y2 Da Fa HR SP PRN ? 


et sont perpendiculaires l’un à l’autre; car en appelant 
a, 6,7;3x, 6, y; a", 6", y’ les.angles que les perpendicu- 
laires à ces trois plans font avec les axes, on a 


cos + cos COS y 
= —— CORTE US 
VA ww Z 
22 A2 b? à? — c? 
cos &’ cos’ cosy” 
Ces > = —————, 
T 2 3 
ue? ? 1.2 b? cr me? 
cos æ” cos” cosy” 
ra F 4 Z 
y? b? — y2 C2 —y? 
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Or les équations qui donnent x, y, z en fonction de 


À, , y, conduisent aux identités 


LT? pe 2? 


“ 


Mo Drbpabr) Bet) (ie)(en) 


te: T's z? 
LEP A REMOUENE 8 PTE rent Z NE 27 
n , — = COS&æ COSA + cost cos” + etc 
À 22 (a2- b2) (b? y?) (a2-c?) (e? - pe?) 


œ? vif 4 z? 


#E y2 (ue? b2\b2- y?) | (c?- pe?) (c° "ei y?) 


En vertu de ces identités, les cosinus des angles que font 
entre eux les plans tangents étant nuls, ces plans sont 
perpendiculaires entre eux. Il en résulte qu’une surface 
homofocale coupe normalement toutes les surfaces des 
deux autres systèmes. 


Considérons en particulier un des ellipsoïdes représenté 
par l’équation 


En un quelconque M de ses points passent deux hyperbo- 
loïdes, l’un à une nappe, l’autre à deux nappes, ayant 
les mêmes foyers que cet ellipsoïde, tels que leurs plans 
tangenis étant toujours perpendiculaires au plan tan- 
gent de l'ellipsoïde, ils se coupent suivant une courbe 
à double courbure, dont le plan osculateur soit toujours 
normal à l’ellipsoïde proposé. Soit M’ un point de cette 
intersection voisin de M et situé sur un second ellipsoïde 
qui, infiniment voisin du premier, ait pour paramètre 
À + dÀ; appelons ds l'élément MM’, et dix, d, y, d,z 
ses trois projections sur les axes. Il estévident qu’en pas- 
sant de M à M’, p et y restent constants, et que À est la 
seule coordonnée elliptique qui varie. On aura donc, en 


RARES POS COS 40 COS COS ÆP ETC 


pt cos COS& Cost COS —elc: 


exe D, 


== 0 


pret à JE 
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différentiant par rapport à À les trois équations qui 
donnent x, y, z en fonction de À, y, », 


bcd,x = HV d A, 


PENSE 2h? pate 
RUN Zen: PAT vb 7 
Lx D? 


aa ep MP Ne 


et par suite, toute réduction faite, 


LV 
LV by — c2? 


Pareillement si l’on désignait par d,s, d,s les éléments 
des courbes d’intersection de l’ellipsoïde avec l’'hyperbo- 


‘loïde à deux nappes, ou de l’hyperboloïde à une nappe 
avec l’ellipsoïde, on trouverait 


dxs dÀ. 


Toutes les courbes dont 4,5, d,s sont les éléments, et sui- 
vant lesquelles un même ellipsoïde est coupé par tous les 
hyperboloïdes homofocaux, ne sont autres que les lignes 
de courbure de sa surface. En effet (Calcul différentiel, 


n° 198), l'équation des lignes de courbure de l’ellipsoïde 
dont les axes sont 2?, À? —2?, À? — c?, est 


x (c? — b?)dydz — cydz;dx + b?zdx dy = 0, 


ou, en divisant par dx dy dz, 
JE Z 


ZX 
CHE DR Es QE D te 
( je c dy b dz 0, 
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ou 


(53 x 4 dut 
| re CARE 
\ 


4 
dy dx / | 


Il 


7. N 


Quand on chemine sur une des courbes dont d S est l’é- 
lément, À et y sont constants, 1 varie seul, et l’on a 


z æ EL LT. CORRE 4) 
die Tue Ni dy PE pe 
Z Z rex 
PAT d,z adm 


Or ces valeurs substituées dans l'équation des lignes de 
courbure la rendent identique, donc les courbes dont 
d,s est l'élément, forment un système de lignes de cour- 
bure de l’ellipsoïde ; il en est de même des courbes ds, 
pour lesquelles on a 


z Fr, y + L v2 — bp? 


de d,æ =de dy; dy 


expressions qui rendent encore identique l'équation 


À Z 
L dx A AR e 
Il reste donc prouvé, en vertu de ce qui précède, que 
toutes les surfaces homofocales de deux quelconques des 
trois systèmes rencontrent normalement une surface 
courbe quelconque du troisième système et tracent sur 
elle toutes ses lignes de courbure. 


104. Quelquefois, aux trois surfaces que nous avons con- 
sidérées on substitue des variétés de ces surfaces, la sphère, 
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par exemple, à l’ellipsoïde ; les deux cônes obliques à base 
elliptique aux deux hyperboloïdes. Dans ce cas, en appe- 
lant r le rayon de la sphère, ou son paramètre, betc>b 


> b 


deux constantes, et? <T b<c deux autres para- 


mètres variables, on aura les trois équations 


PMR EOAREENTF, 
x? v° FF 7 x? ‘e z? 
Rs oo No ri OA LT MT ie RGO) 
ne? ge? — b? C2 — pu? y 2 b en j'a ETS 


dont les deux dernières représentent les cônes asympto- 
tiques des hyperboloïdes à une ou à deux nappes. Les deux 
cônes et la sphère formant un ensemble de surfaces or- 
thogonales, les coordonnées x, y, z sont liées aux coor- 
données r, u, y par les équations 


ben EN rer, 
bye? — D? — rV/ 2 —b? V0: — y?, 
CZ \ fe — Dh? — Ve — pe? Ve Th. 


Nous montrerons bientôt le parti que l’on peut tirer 
de la transformation des coordonnées pour la réduction de 
certaines intégrales multiples. 

Maïs auparavant rappelons en peu de mots les formules 
générales qui, dans le calcul intégral, servent au chan- 
gement des variables indépendantes. 
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Continuation de la leçon précédente. — Formule générale pour la trans- 
formation des variables dans les intégrales muitiples. 


105. Supposons d’abord qu'il s'agisse d’une intégrale 
double 


JS Udxdy = JS F(x, )dxdy, 


et qu'aux variables indépendantes x, y on veuille subs- 
tituer deux nouvelles variables £ et u, dont x et y soient 
des fonctions déterminées. On commencera d’abord par 
voir ce que devient la fonction U= F(x, y), puis on 
calculera le produit dxdy de la manière suivante. x, y 


étant des fonctions déterminées de tet de u, en représen- 
ALU AT dy dy 
tantpar Li % Vis Yules dérivées partielles — sq nor 


on aura 
dx = xidt + xr,du, dy Yidt + Yudu. 


On se tromperait évidemment si, pour obtenir le produit 
dx dy, on multipliait entre elles ces deux valeurs, car 
dans l'intégrale double donnée les deux variables x et y 
étant indépendantes, dE doit rester constant quand on dif- 
férentie par rapport à x; la différentielle dx suppose Ÿ 
constant, et pour biens il faut nécessairement faire 
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dy = 0; on a ainsi 


de — Xe dt + Ty du, O== Ye dt + ÿadu ; 


en éliminant du entre ces deux M, on trouve 


Si l’on substituait cette valeur dans l’intégrale double et 
qu'on éliminät à la fois x'et u, ce qui est toujours pos- 
sible, elle deviendrait fonction seulement de y et de £. 
Dès lors ces deux variables devraient être indépendantes, 

l'existence de dy supposerait dt nul, et l'équation | 


dy = yidt +-y,du, 


réduite momentanément à dy = y,du, donnerait la va- 
leur de dy, et par suite de dxdy. Par cette transforma- 
tion, l'intégrale double deviendrait 


JS et u)(mire = yixs) dt du. 


Prenons pour exemple l'intégrale 


dz\? dz \ 2 
TL AT, 
HÉMEORE 
le produit dxdy est déjà calculé en vertu de ce qui pré- 


Ee. ; Uz,  dz . 
cède; reste à déterminer — et — en fonction de t et de x, 
dx . dy 
z fonction de x et de y est, par rapport à t et u, une 


fonction de fonction ; on aura donc 


dz ds dz dx . dz dy 
dt dx dt Ÿ dy dt? 
ou 

Are Pr A 
A Ti + dy 5 

dz dz dx dz dy 
+. Te 

du dxdu dy du 
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ou 
duo, dz 
OA PANNE, J'u 
De ces deux équations on tire facilement les valeurs de 
dz 
FE AA sont 
dz L''UEm — 7, Zu dz Lit — Lu 


7 il THE ee — = Gr SVT] e 
dx LV u— Ve A dy TV a Vi x, 
En substituant ces valeurs ainsi que celles de dxdy dans 
l'intégrale double, on la ramène immédiatement à la 
forme 


[ J'dtdu Va ya arr) Hair) + (riz — ya): 
106. Passons à l’intégrale triple 


JS Uadx dy di = J ff Er, y, 2) dx dy dz. 


Aux variables x, y, z on veut substituer trois nouvelles 

variables £, u, v, liées aux premières par des équations 

données. En désignant encore par æ, &u, æ,, Yi, Vus Vis 
dx Fe 


D? du" On aura 


21, 24 2, les dérivées partielles — 


dx = x, dt + x,du + x; dv, 

dy = y, dt +. yidu + y, dv, 

dz = z, dt + z, du + 2, dv. 
Pour obtenir la valeur du produit dx dy dz, dans lequel 
x, y, Z sont considérés comme des variables indépen- 
dantes, on calcule d’abord la valeur de dx en supposant 
y etz constants, c’est-à-dire en faisant dy — 0, dz—0, on 
détermine ainsi dx en fonction de dt au moyen des trois 


équations 
x, dt + x,du + x, dv, 


Yi dt + yadu + 7, dv, 
aidé + 2du + z;.dp, 


dx 


Ï 


Î 
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entre lesquelles on élimine facilement du et dy. On trouve 
* 


de cette manière 


! U ! ! L, ! LA LA 

ZŸv er A0 Z “4 Suit Zu Nu 
du = dt, d= 7 dt, 

Ju vo Zu J'uto — Ÿv Zu 


/ ar 1L DT Let TNT IAA Ésr 
Let Lt (Ya 3 — Vo Zu) CT PA (Zu Ty — 3 Tu) +2, (LT — 2%, Yü) dt 


dx et HE À 
Vu Zy End Qt Zu 
Cette valeur ramenanit le produit dx dy dz aux variables 
t, Y, Z, on trouvera dy en faisant dt — 0, dz — 0, ce 
qui donne 


dy = yidu Æ yidv; 0 —=32,du+ 2 dv. 


x z, du 
Mettant dans la valeur de dy celle de dr qui est — É 


(4 


il viendra : 
CAT À LA f 
2 V'uZv ch. Y'vZu 717 


p 


dy 


Enfin les variables actuelles étant t, et z, pour obtenir 
dz, il faudra faire dt — 0, du — 0, et l’on aura 
dz = 2, dv. 


Multipliant entre elles les valeurs de dx, dy, dz, on 
changera l’intégrale triple f f f V dx dy dz en 


JS SNatdudo{x (ur -7e 2) +7 (eur, -22)+ 2 (maya). 


Si V était égal à r, ou si l'intégrale triple donnée était 


simplement f f f dx dy dz, elle deviendrait 
JS S'étdud {x (yuz- à Zu) +9 (eu Lo 2 Zu) + 2 (au Te J'u)]. 


107. Ces formules de transformation ont été employées 
d'abord par Euler, en 1769, puis par Lagrange en 1773. 


La démonstration que nous venons d'en donner d'après 
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M. Lacroix laisse beaucoup à à désirer. On n'avait d’ailleurs 
étudié jusqu'ici ce changement de variables que dans le 
cas d’une intégrale double ou: triple, il restait encore à 
donner et à démontrer rigoureusement la formule géné- 
rale de transformation. Cette lacune.a été remplie tout 
récemment par M. Jacobi d’abord, puis par M. Catalan. 
M. Cauchy, à ma prière, s’est aussi occupé du même 
sujet; et, comme toujours, la méthode qu'il a suivie est 
remarquable par sa précision et son élégance. Pour bien 
comprendre ce qui va suivre, rappelons-nous que la valeur 
de l’une quelconque des 7 inconnues déterminées par 
les z équations du premier degré 


do TL + boy + CoZ +... Hhot —k, 
Qx by cz Hit —k,, 


celle de l’inconnue x, par exemple, est donnée par la for- 
mule symbolique 


(AH (e— 7)... (2200 (c Mo (ER) 
D (b—a)(c—a)..(h—a)(c—b)...(h —b).....(k—3g) 


dans laquelle, après le développement, on doit remplacer 
les exposants 0, 1, 2,..., 7 par des indices. La seule in- 
spection de cette formule prouve, 1° que le dénominateur 
commun. des valeurs des inconnues est indépendant des 
termes constants k,, k,,..., k,; 2° que le numérateur de 
chaque inconnue se déduit du dénominateur commun en 
remplaçant les coefficients de cette inconnue par les 
quantités constantes k,, F1, ke,..…. 
Si l’on représente par la notation 


2 (as b, Cros OMR 
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lasomme qu'on obtient quand au produit a,b,c:...8, ,h,_; 
pris avec le signe +, on ajoute tous ceux qu'on en peut 
déduire à l’aide des échanges opérés entre les indices 
O, I, 2, 3ee., 1 — 2, R — 1, chacun des nouveaux pro- 
duits étant pris avec le signe + ou le signe —, suivant 
qu'on le déduit du premier à l’aide d’un nombre pair ou 
d’un nombre impair d'échanges successifs, le dénomina- 
teur commun D sera égal à la somme 


Eole CIS ON PALRS, 
et l’on aura 


2 (SE | b, GRO LT RACE) 
> em à br ONCE ACIER 


FRE 
Si les constantes k,, k,,...,k,_; étaient nulles, on aurait 
évidemment 


A ae ) 
Hs (Se NE RUE 
SE do0: Crrse Sn fins) 


108. Cela posé, considérons l'intégrale d'ordre 


SIRET. 5... 0d2drd dt fe Udrdy ar. di 


et supposons qu'il s'agisse de substituer aux variables 
de J z,...,t d’autres variables £, n, Gr. ., t liées aux pre- 
mières par les z équations ‘ 


= NP TNT ot Taie; 03e Eh 
ci 4» Co: 29 Three t— fn_i(8 CPR CEE Tr): | 


Admettons que dans S on intègre en premier lieu par 
rapport à x, on devra alors regarder y, z,...,t comme 
constants dans les équations données qui renfermeront 
ainsi 21 variables £, n,...,7T, æ;eten les différentiant 
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on irouvera 


drv= D;xdë + D,,xdr +... + D,xdr, 
di D, dé + D ,ydy +...+ D,7dr, 


store e 10 %e Al'slt 08 ete 0 de © e"elshels e jee (01070 ete ere 


0 — D;td? + Did +...+ D, idr. 


et par conséquent , si l’on fait 


15RE- DE (es D,xD, y D;z. . .D t), 


M Les D be ms D,7D;z ABLE UMA D, t), 
on aura 
M d£ 
dE = dr) LR. 
Par suite 


dydz... dt 
M $ 


SRE JUPES TT LS 


En considérant maintenant y comme seul variable, 
Z,...3t COMME constants , On trouvera 


dy sa D, yd» + D, dé +... + D,.y dr, 
o — Did + Dyzdé +... + D,zér, 


et en posant 


Ne— Ez € D;:...D l, 
N dy dy 
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on aura donc 


dy <a 


— ff f...ULdé = LEE Poe UE ET — 


D'ailleurs la dernière des sommes L, M, N doit évi- 
demment être remplacée par l'unité; car si, par exem- 


ple, on considère seulement trois variables x, y, z, après 
les deux systèmes d’équations qui ont donné d£, dn, on 
obtiendra l’équation suivante 


(1 LA D; dr 421 TNd CS 


de laquelle on tire 


Donc, après avoir éliminé toutes les variables x, y, z,..., 


on aura définitivement 


S — ff [...ULatdy dt... 
nf RE mr (ÆDyxD, 7 D;3...D,4 


ANR: .. Udédydl... dr (ED; fD ee RUN 


Pour obtenir la somme du second membre, il faut per- 
muter dé toutes les manières possibles les variables 
RUE C TT 

109. Scoke. x, y, z,..., s étant 7 — 1 variables fonc- 
tions de 7 — 1 autres variables £, n, 6,..., o, on aura, 
en vertu de ce qui précède, 


dedydz...ds = 2 (EDz;xD,y Dy2...D 5)dE du dé de. 
Supposons maintenant que ces mêmes variables x, y,...,s 
soient fonctions de 7 autres variables £, n, €,...,0,r, 


r étant lui-même une fonction dépendante de £, n, €,..., o 
déterminée par l’équation 


ER AT et 
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t désignant une nouvelle fonction de £, n, €,..., 0,7. 
Dans l'expression 


z(ÆD;xD,7r D,2.. Ds) 


il faudra remplacer l’un quelconque des facteurs D, p = 
par la somme & = . . En différentiant, par rapport 
à À, l'équation f — 0, on a 

df df dr dr D, f 

PT A RE rer 
et par suite 

æ BTE Dap + DspDar _ Da p — Dpp 

Mais puisque À est fonction de x, y, z,....,t, on aura 
aussi 


D; f — D,fD; x + D,fD; y + D, f D;z sr + D: fD; té; 
en substituant, on trouvera que l'expression dxdydz...ds 


doit être remplacée par l’expression 


D:f 
D, f 


D (ÆD;xD, 7 Dyz..... D, t). 


On arrive ainsi àu théorème suivant: si les 2 variables 
Æ, Vs Ze. t, fonction de 7 autres variables £, n, €,...,t 
sont liées entre elles par l'équation 


? 


LU TOUR MUNIE 0, 
on aura nécessairement 


dx dy dz... dt 


dé dydt dr 
Dif TT TOME 


— DE FDNTD,z "D. Dé 
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Exemple : Si les variables £, n, €,......, + étaient 
liées aux variables x, y, z,.....,t par n équations li- 
néaires 


E—ax + boy + cz +... ht, 


T Fes (4 PTE F7 + bar: + Cy_12 —- + + —+- LPET À 
on aurait 


# d'edndl. dr PA dr 
(08 Dr Careelin +) a D Æ PROS NTNE e 


daily dar. dE 
DE 


Si de plus 
f(x, » Zpo XP = Ë Hp C2 or, 
il viendra 


D, f == 26, D- 2) 
dx dy Laos GE, dé dy dc, dr 


[A T 


110. Voici en peu de mots comment procède M. Cata- 
lan. Admettons que les variables £, n, €,..., 7 sont liées 
aux variables x, y, Z,..., t par les 2 équations 


frs, for PV E6) 


et supposons que dans $ on intègre en premier lieu par 
rapport à x; on devra alors regarder y, z,..., t comme 
constants dans les équations données, lesquelles renfer- 
meront 2 + 1 variables Ë, n,6,......, t, æ, et si l’on 
prend £ pour variable indépendante, on aura, pour dé- 
terminer dx en fonction de dE, les z équations 


He dx + D; Jo d£ +... , +Dzf dr — O, 
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qu’on peut mettre sous la forme 


D, NUE + D, f dr +...+ De fo dr NV 
de RAR ANA Meg Lu VE. 2R AMC RER SET se 


D.f sd + D fs site Dares —— D, ft, 


et qui donncont pour dx une valeur de la forme 


No 
ir TD £ 

En substituant cette valeur dans $S et employant les 
équations données à éliminer x, n, &,...,T, S sera ex- 
primé au moyen de 7 variables V2». tetE. Si l’on 
veut maintenant intégrer par rapport à y, on devra con- 
sidérer toutes les autres quantités comme constantes, c'est- 
à-dire, en répétant le raisonnement ci-dessus, que dy 
sera donnée en fonction des nouvelles variables et de dn 
au moyen des 7 équations 


(*) D, f,dx + D, f dy D, fo dn +... +Drf, dr —0, 


D. f de 3e D, f_.dy Sr à A0, nr + Dx fh_idr = — O0, 
que l’on peut écrire comme il suit 


D:fo dx TD ay a sa ré 7 = 7 Dr fod, 


: D. D: ue odee D FATAL NES D EE 14 


On déduira de ces équations 


continuant de la même manière, on verra que l’on sera 


(*) Quoique dx s’évanouisse avec d£, quand on suppose £ constant, 
on différentie par rapport à r, à cause des variables », £,..., r que x ren- 
ferme implicitement. 
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enfin conduit à résoudre le système suivant 


« 


D, f di +D,fdy +...+D,f dt + D.f dr = 0, 


nu. 9 sv 0 se €" 70 53 à se 2. 


D, fn: dx + D} nd Dee +D, fnidt + Ds fr_1dr 0, 


que l’on pourra écrire comme il suit 


D, dx D, fe dy HDi dft= Dr f dr, 
Do dx + D, fi dy +. + Def = — Dr ; dr, 
et qui donnera 
Nr 
db == ; dr; 
donc À 
! : D, 2\r Na Nise 
d Mdt=(-1x— un == w 
dx dydz.. dt —( 1 Ne DO D D 


Mais cette expression peut être considérablement simpli- 
fiée. En effet, pour obtenir le numérateur N,, il suñit 
de remplacer dans la valeur de D, le coefficient de 
dy, D,f,, par le cocficient de dy, D,f,, entrant dans la 
‘même équation; 1l résulte de cette observation et de ce 
que le dénominateur commun ne change pas quand les 
seconds membres des équations linéaires varient, que le 
numérateur N; est égal au dénominateur relatif aux 


équations 


D, fie, + Dife, +. + Dihas: — Lg. 


5, tte 0 Sle6s,e DS pes, mienne es er 0 Ur. 6 n,0 9: vera ts Dlatrs 


1824 ER “m Difite: ne AN Eu © LD FM PART — 1. 


Or ce dénominateur est le même que celui du groupe (1), 


- 


donc 


SET 19 
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On trouverait de même que 
LP A D RE EU er RS AE A CR ES À Eng 


donc 


dx = — = dé, dd =—— dy,..,., d=——tr, 


Le] I RT 


et par suite 


dx dy dz...dt=(— 1} 


111. On peut, à l’aide d’une règle empirique très- 
simple, retrouver cette formule de transformation. Ob- 
servons pour cela que l’on déduit N, de D, en remplaçant 
le coeflicient de dx par le cocflicient de d£; donc puis- 
que le dénominateur commun ne dépend que des coefki- 
cients du premier membre, et nullement du second 
membre, non plus que de la dénomination des incon- 
nues, on peut dire que N, est le dénominateur commun 
relatif aux équations 


De fo dé +D; fo ds ++ Dr fo dr = 1, 


tandis que D,_; sera celui qui correspond aux systèmes 


d'équations 


D.f, de +D,fdy +...+D fi dt= 1, 


Diflérentiez donc chacune des équations 
MER U T4 LRO Pat j sv RU 


en regardant comme indépendantes toutes les variables, 
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égalez à zéro ou à une constante, la partie qui dépend 
des anciennes diflérentielles ; et à zéro ou à une cons- 
tante la partie relative aux nouvelles différentielles; vous 
aurez de la sorte deux groupes de 7 équations chacun. 
Dans le premier groupe entreront comme inconnues les : 
différentielles des variables primitives, et dans le second 
les différentielles des nouvelles variables; si vous désignez 
par D le dénominateur pour le prémier groupe et par A 
le dénominateur pour lé second, vous aurez, pour la for- 
mule de transformation cherchée, 


Dax dy dz...dt = = AdË dy dl. ..dr. 


On emploie le double signe au lieu de (— 1)" parce que 
les dénominateurs D, À pouvant changer de signe sui- 
vant l’ordre dans lequel les équations qui servent à les 
former auront été écrites, 1l est impossible de décider le 
signe d'avance. Dans chaque cas particulier l’indétermi- 
nation cessera. On a d’ailleurs 


D — PA Va ce D44D 7 D, Jr); 
Are | Li 0 De fo Di ... Dr fai). 


Si les anciennes variables sont données en fonction des 
nouvelles explicitement par des équations 


LT 1e JE Eee ÉFaRS ÊDE= LUE 
On trouvera 
et 
dx dy dz est — pa fn D;xD,7 . Dot )dé dy... dr, 


comme par la méthode de M. Cauchy. 


cs Q a —— 
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Continuation de la leçon précédente. — Réduction des intégrales mul- 
tiples à l’aide d’un changement de coordonnées. 


119. 1°" Exemple : Considérons l'intégrale double 
P 8 
2100 (e 
f Fax + «y, x + C'y)dxdry. 
v — Sa 6) 


Si après avoir posé 

AT AY Ye, Gr C'y RS, 
et résolu ces équations par rapport à x et à y, on substi- 
tue à dxdy sa valeur calculée d’après les règles que nous 


avons données pour le changement de variable indépen- 
dante, on trouvera, en désignant par À la valeur absolue 
V/(26" — x'6)* de la différence 6" — «6, 

à 


NS 0) He') 1 x © < 
', J F(azx —- «y, Cx + C'r) == 1 | Ere 1) déde, 
— Co — © COL en) 


ou plus simplement 


— CO « 


a » CO I [DR e2) (ee) 
J ll Fax + ay, 6x +C'yr) = “a f E(rer) ardpe 
— © —@ 4 — © \ 


Supposons maintenant que l’on remplace les variables 
x, y considérées comme représentant des coordonnées 
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rectangulaires par les coordonnées polaires r et u à l’aide 
des formules connues 


D NN CAS M TU, VIN SID 4) UT, 
il viendra 


Par fp ® 
] e à F[(œ cosu + «'sin u)r, (6cosu + C'sin u)r|rdrdu 
0 


ae" PAP 
Er NT F(r cos u, rsinu)rdrdu, 


et en faisant 


VA 
F(æ, y) = "f(E, 2): 


w = [(4« cos u + »' sin u} + (6 cosu +6’ sinu}E, 
JE 1 u—+-+/sinu Re) re "dr du 


œ œ w? 


27 
euh La f(cosu, sinu)e”"rérdu. 


c 
{ TES TOT EN TIG 
0 


por cosu—æ/sinw  Gcosu+C'sinx\ du 


Mais 


donc 


2 
a w a? 


I 


ee. f(cosu, sinu)dr. 
là «/ O < 


Si l’on supposait les coefficients &, «', 6, 6" assujettis à 
vérifier les conditions 

2 AV QREESE f2 PME f el ee) 

Cp où me M OT ee 0 ÉONC He met RE = 08 PEN 7” + 66 — 0, 


on aurait, par suite, 


1 6 
k =, sw = (cos’u + sin?u}i =14, 


1 
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27 
(b) ’ Ja cosu + x! sinu, € cosu + 6’sinu) du 


h 27 
 — Ÿ f{cosu, sinu)du, 
O 
2027; bon 
1h F(2% + æ/v, Év + 6'v) dus J J'(v, v)du. 
e/ O 


4113. se Æxemple : Considérons en second lieu l’inté- 
grale triple 


[® 2) An (+) 
f Fax +ay+e"z, Gx+C'y +6", yx + y y + y'2)dxdydz 


— © DNS NV ENS" 0) 
* Si après avoir posé 
ax + ay az, a+ C'y + za y, yx + y y + y/z = Û, 
vies Vas" — FA TOME S rs AE le, —_rey" ÉLS MES à ES #/Cy'}, 


on calcule dxdydz, on trouvera 


x © n 9 
J J Fax +ey+a"z, x +é'y +Cz, yx +yy+y/2)drd y dz 
me ©) 


&@ À œ cœ 
] [2 T(E, n, Cjdédydi — ef Le L F(x, y, z)drdyaz. 
CRT en dé =— © d''—œ 


Supposons maintenant que dans cette dernière formule 
on remplace les variables x, y, z considérées comme re- 
présentant des coordonnées rectangulaires par des coor- 
données polaires r, u, 0, à l’aide des formules connues 


x—rcosu, y —rsinucosé, z—rsinxsin6, 
que l’on peut écrire comme il suit 
LULU NEO ÉPAREETU re 
en posant, pour abréger, 


U = Cou, = sin cosé, w—= sin sin 6, 
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on trouvera 


D. Je “FI [(œu + ae v+ 2" w}r, (Eu +C'v+ C'w)}r, (yu + y/v+ y w)rfr sin udrdudo 


2 
ele ÿS fa "FC (ur, vr, wr)r° sin udr du db. 


Si d’ailleurs dans cette formule on prend 


TL . Z 
ue ls Lie): 


alors, en ayant égard à l'équation 


a © 
1 2 rar Ne 
+ f ONE 1, 
(e] 


et posant, pour abréger, 


SES 


= [(eu + av + &/w) + (fo Len OV Li Ew + (qu + yv + y/w}F, 
on aura 


A AE RTE Gu + 6'v +67w yU AA v—+-y/w 7 sin w an 


? nan 
297 Û 
ir li je (u, v, w) sin ududÿ. 


w œ 
, ° 7 R» + / ! 
Si l’on supposait les coefticients &«, «, x, 6, 6”, 6”, 
4 I! » Q A PA e CN ME 
7, Y, 7 assujettis à vérifier les conditions 
DR C2 Ts NC CIRE ra etat de AG/ALRACEM* 
a" ss c'e" ue L'A —— 0, 224 5 ÊrE BE y — 0, 
ad + 60" Eye" o, 
Où aurait, par suite, 
ROME AT 


| nf. S(au + æ'v D w,  Gu+b'v +, qu + y/v +y/w)sinududÿ 
| 0 


2575 D 97 , 
= | | S{U, v, w) sin udud. 
(o) y 0 
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Si les coefficients &, &', «”, etc., satisfaisaient seulement 
aux trois dernières conditions, alors, en posant 


L = gl L 
pa (ai Ç2 Y’?, Hire , Cra | °}, ee CU C2 y’?}, 
on trouverait 
i 
ha pe, a (Au + pv + pa) 


Si la fonction f(x, y, z) se réduisait à une fonction f(x) 
de la seule variable x, on aurait simplement 


27 TE L2 . e 
J ] J(acosu + à sinw cos 0 + 4” sinw sin 0) sin udud 
O0 « O 


CN 


a? " 
dr à J Fe? + 22 + æ/2} cos u| sinudu. 
u © ; 


Cette formule a été donnée d’abord par M. Poisson en 
1819. 
Si dans l’équation (A) on pose 
r PS 

J (æ; F4 fo): 

les valeurs de r, P, Q étant 
r = (x + y? + z°Ÿ, 
hr HR re lz,1Q = (ax? + by? + cz? + 2dyz+2ezx + 2fx y), 

pour satisfaire aux conditions 


aa! ne CÊr rs v'y” — 0, 21% ae Les 1. v'y — 0, 


au! HEC Lys = 0, 


qui expriment en réalité que les trois nouveaux axes des. 
coordonnées sont perpendiculaires entre eux, il suffira 
= \ 1! 
dénrendre, poirie. 6, ya Gi.y". 15 2 No OISE SES 
trois systèmes de valeurs «&, 6, y, s, choisis de manière à 


LL 
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vérifier les équations 


aa+fs+ey _ fa+ + dy ex +de +cy 


02 © Y 
et correspondants aux trois racines de l’équation en 5, 
(a — s\{b — sc — s) — d'a — s) —e(b — s)—f?(c—s)+2def—= 0. 


Alors, en effet, les trois nouveaux plans coordonnés se- 
ront parallèles aux trois plans diamétraux principaux de 
la surface du second degré 


ax? + by? + cz + 2dyz+2ezx + 9fxy = k, , 


et par conséquent rectangulaires. 
Supposons d’ailleurs que les équations 


ax + fy +ez=x, fx + by + dz —=Y, ex + dy +cez—2, 
étant résolues par rapport à x, y, z, donnent 
æ—ax+fy+ez, y —=fx+by + dz, z—ex + dy +ez, 
Enfin nommons P, Q ce que deviennent P, Q quand on 
y remplace x, y, z paru, v, w, et posons 

D — (abc — ad? — be? — cf? + 2def}; 

K— (a%? + b&? + cl? +ad4l+ 2elh +afhk}, 
on tirera de la formule (A) 


P\sim ududÿ sin dû 
15 J "#(G) 5 ee |. SK cosu) 


Cos 24 V/cos 24 


Considérons le cas particulier où l’on aurait 
CPP SE PE NC ET NE MEN 
on aura 
P—hx, Q—[ax + b(y?+2) h, PS hnee wars 


Q —(acos'u + bsin?u, — bV/a, K=AV'a— 0 
_ 


L£ 
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et par suite 
J. MUPE 2 hk cosu - JR udud9 27 a? Es Ne [lcos u in cos . sin ududô 
a cos’ u+-b sin 2x) 15 cosu — lb ae sut / 
et en effectuant l'intégration par rapport à 9, 
f Al h cos u ] sin udu ra? 1 r f h cos u\ sin udu 
0 (a cos ?u + b sin zu) COS UE 0 io NRA cos °u ? | 
de cette dernière équation on tire facilement | 


+ hcosu sin zdu I x _fhcosu\ . À 
J f| Ame cour JE) sin 
(o (a cos ?u + b sin?u)° À (a cos?u + bsin 2u) bV/a (0 La 


| 
et l’on en conclurait, en posant cosu = x, | 


ecole de 


On déduirait, de cette dernière équation, des théorèmes 
fort remarquables sur la transfcrmation des fonctions el- 
liptiques. 

114, 3% Exemple : Considérons l'intégrale 


dz \? dz \? 
S— f fdxdy Vr+(#) +(5) 


qui donne l'aire d’une certaine surface courbe 


CRAN 30 


Si aux coordonnées rectangulaires x z on substitue 
4 9 
les coordonnées polaires r, u et 0, à l’aide des équations 


| 


æ—rcosu, y —=rsinucosé, 3—rsinusinl, 
l'équation de la surface deviendra 


Frs pd) = 10, 
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et l’aire curviligne sera déterminée, comme nous l'avons 
vu, par l'équation 

S— f'fdu diV”X + Y? +2, 
dans laquelle 
Ta, - Vug V— 3%, — 2,9 L— ZT à ZT 6. 


On a d’ailleurs 
fr . 
Lu = ly COSU — r SIN, 
ES COUR 
= r!, sin u COs0 + rcosu cos6, 
Yo = rà Sinu COS — r sinw sin0, 
Z, = r, sin w sin 4 + r cosu sin, 
2 = rÿ sin u sinô + rsinu cosb, 
et par conséquent 
. # . 
X = 7? sinu cos + rr, sin°u, 
Y = 77, sin6 — (7, cosu — r sin u)r sin & cosb, 
Z = rr, cosû + (r, cosu — rsinu) r sin u sinb, 


X2- 02 L'Z— 7 (r° + (r? + T°) sin?x|. 
Donc, en faisant 


B7— V7; + (72 + r,*)sin?u; 


on trouvera 
SEE 1: fe Rrdu dÿ. 


Faisons l'application de cette formule très-simple à l’el- 


lipsoïde 


æ? At z° ua . abc 
RH ST OU = — 
LEE AIO VA —E Bv° + Cw 


en posant 


A. 


AT 002 DC: RE pd 


U = COS 4, V = sin cos, W,—= sin w sin. 
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On a, dans ce cas, 
je = abe(B cos ?u + C sin 24 — A) sin w cos 9 
(Au? + Bv? + Cw} 
,  —abc(CG—B) sin? sinfcosé 
Ra (Au? + Bv? + Cw’} 
et par suite 
a*b?c’[A? cos ?u + (B cos 20+ Csin *) sin °u| 


rm + — RARES ENT Un 
te (Au? + Bv? + Cw’} 


y 


(A20°+B? v2+ C2w’} 


R = abcsinmu Le 
(Au? + Bv? + Cw?} 


Si l’on veut obtenir la surface entiëre S de l’ellipsoïde, 1l 
faudra intégrer, par rapport à z, entre les limites oet 7; 
par rapport à 0 entre les limites x et — 7; on aura donc 
définitivement 


+ 272 272 2 2\5 
Re [ : [sin du do Lee emo QUE 
J—r Jo (Au? + Bv? + Cw°} 


En appelant N la perpendiculaire abaïssée du centre de 
- l’ellipsoïde sur le plan tangent, on a 


Nue 1 a2b?c? Ë 
INSEE D don Me an 
T2? y? 2? r(A?u?+ B2v2+ Cw°} 
L a?b?c? 
(Au? + B°\ + Cw°)} — NN > 
d'ailleurs 
abc 


V'Au EEE Gw — 
7 


donc, en substituant, 


7 x r9 sin « du dO 
SE ES mr 
— TT (e) N 
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. Ilcet facile, comme nous le verrons, de réduire l’inté- 
srale double du second membre à une intégrale simple ; 
mais, pour mieux mettre en évidence certaines propriétés 
remarquables de l’ellipsoïde, nous lui ferons subir une 
nouvelle transformation. Appelons &, 6 deux nouveaux 
angles ou deux nouvelles coordonnées polaires liées aux 
anciennes x, y, z par les trois formules 


ZT —= a COëæ, y —=bsinecosé, 2— csina siné. 


Le point déterminé par ces équations appartiendra ÉvI- 
demment à l’ellipsoïde , car on a 


a? cos? b? sin? &# cos ?5 c? sin?« sin ?6 
SRE TND PTE NE NA 


on aura d’ailleurs 


Z,—=— ASine, PE O, 

7, = b cosa cosé, yg — — bsinzsiné, 
! . = ! 0 

2, —= CCOSæ Siné, Ze — Csinæcosé, 


et par conséquent, en posant, pour abréger, 


— COSæ, y — Sin cosé, Ê — sin siné, 


X —bcËsinæ, Y—acysne, Z——ablsine, 
x au Z = sine V/AE By + CE, 


SE TUE sin & da deV/ AE? + By? + CE?, 


nel LE. 


les limites des variables &, 6 sont évidemment les mêmes 
que celles des anciennes coordonnées u et 0. 

En désignant toujours par N la perpendiculaire abais- 
sée du centre sur le plan tangent, on aura 


1 ri abc 
x? Le 2 ri V'A8 + By? Ce 
b4 Ver ci 


E — 
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et par suite 1 . 


*r sin & de de 
S = abe [” f Sin æ dde 
— æ VO N 


La comparaison de cette valeur de S, avec celle que nous 
avons obtenue plus haut 


S cpu Hs Te r$ sin & du dû 


D 07 O N 4 
conduit à quelques résultats intéressants. Pour les mettre 
en évidence, cherchons d’abord les relations qui lient 


les coordonnées æ, 6, aux précédentes r, u, 0; ou les 


_ coordonnées £, n, € aux coordonnées u, v, w. On a à la 


fois, comme nous l’avons vu, 


LA ee à M = 09 de LS 


Il 
e 


X — QË, Y — b, 2 is 
et par conséquent, en faisant toujours 
At , 


AE Per CR AU 


ul/A v/B wy/C 


Au Br EOm "© V/AurEBve EC V/ Au’ + Bv° 

aë bz ce 
NS SA NV ER 
V/a 8 + b2y2+4-c?0? Va + by + ct Ver + by 40 


ë 


Si l’on pose 

a? — b?cos°6 + .c? sin°6, 
et si, après avoir pris le quotient ss On remplace ü, V, W 
par leurs valeurs, on trouvera 


& COS & $ 6 
cou = 2" —, tangl — - tange. 
Va? cos 2x —+- «2 sin ?« b 


Puisque les variables « et 0 sont indépendantes, en diffé- 
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. ; ° ! û 
rentiant cosu, on devra regarder 6,.et par suite a’, comme 
constant. On aura dès lors 
14/2 Sin & de 


Se em armee mo co es sb ar 8 
V/(a COS ?4 + æ/2sin? 4) 


sin 4 du — 


en différentiant l'équation qui donne tang 0, on trouvera 


de même 
dO(r -+ tang’0) — 7 (1 + tang?6)d€ 
et plus simplement 
À 
msn dis 
ce 


On tire des équations qui précèdent 
abc sin : du d€ 
(ag? + b?y re DE 


sin & du dû — 


3 


B 2 + Cw __ Aa’g°+B0?»+Ccê? __abe(e+y2 a b?c? 

+ V. 1W° EE —@ © 2 —————————————— 
QE +br+ ec ag? by Lo a+ by+c02 

A R'epUE 


US as b?y° + €? CF, 


= AT LR Son meme << 

(Au? + Bv° + Cw2}: 
3 sin u du dû — abc sin & de d£. 

En intégrant les deux membres de cette équation remar- 

quable entire les limites correspondantes , qui sont o et x 

pour uetaæ, — 7, + 7 pour 8 et6, on aura 


+7 _aÿbÿc 1° bc? sin u du u du dà , 
— LS 7% abc 


TR AAT L 
J [ r$ sin w du d = f° fe — fsabe, 
OM Le] . (Av: + Bu’ Lu? Bu + Cw2} F 


| ee fr sin & du d) rw Fa A 


—# Vo" (Au? + Cv +Cw} RAI ONE AEpiCr 


Ll 


Cette intégrale définie , donnée d’abord par Poisson, se 
déduit facilement de la formule générale du n° 413. 
Bu Comme les limites des variables «, 6 sont'celles des va- 
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riables « et 0, on a 


Nr x sinædx dé x # sin 4 du dô 
abc | J TT as TES abe | fl TT T'es NS 
—T [e] N — T (e] in] 


et par conséquent 


ji f. T cer be ue [TEE es 
— T7 — TF 


On tire de cette st une conséquence fort remar- 


quable. Appelons a’, d’ les deux grands axes de l’ellipse 
que l’on obtient en coupant l’ellipsoïde par un plau paral- 
lèle au plan tangent dont N exprime la distance au centre ; 
d’après les propriétés bien connues de l’ellipsoïde, on a 
AOC HO NT ca 
et par suite 
S — f J a'b'sinade de, 
d?S 
db! 


— sin æ da d£, 


et, en intégrant entre les limites — 7, + 7T;0,7, 


æ m d?S 
PF fiae—4 
Cette équation exprime que la somme des éléments super- 
ficiels d’un ellipsoïde, divisés respectivement par les 
aires des sections diamétrales parallèles aux plans tangenis 
de ces éléments, est égale à 4. M. Chasles a donné une 
démonstration purement géométrique de ce théorème. 
115. Si pour transformer l’intégrale triple 


V = f f jf dx dy dz, 


on avait recours au système de coordonnées polaires dé- 
terminé par les équations 


x=rcoœu, y =rsinucos0, z—rsinu sinb, 


L 
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on trouverait, comme nous l’avons déjà vu, 
= ne sin « du dûdr, 

et, en intégrant entre les limites o et r, 
V=+ f fr sinu dudÿ; 


dans le cas de l’ellipsoïde 


LE Gun b2 si 7 f, 
on à 
abc 
7 HR SUR 0 ME 0 
— (aw + Bv? + Cw°} 
et par conséquent, en intégrant entre les limites — 7x, 


+ T,oetr,on aura, pour le volume entier de l’ellip- 
soïde , 


V ( {; a b3c sin u du dû 
7 do 3(Au°-+Bv°+ Cw} 


ce volume est d’ailleurs, comme nous l’avons vu, égal à 
: rabc; donc 


JS [ÈS ___ sinwdudÿ u du d9 … MR 
roy (Au + Bv? + Cw’Ÿ chUBC MAIRI CS 


On retrouverait de cette manière la valeur de l’inté-: 
srale définie du premier membre. On pourrait, au con- 
traire, partir de la valeur déjà connue de cette intégrale 
pour calculer le volume V = {rabc. Ce volume s'obtient 
encore immédiatement à l’aide des nouvelles coordon- 
nées polaires 


æ—=acosæ, y = bsnmeæcosé, 3 — csinesin?; 


MS TEL 16 
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on trouve en effet 


; dis T su : Lis gr A 
et) T'SIQU AU A) re j. abcsinadudes — <rabc. 
1) Oo "7 O 


116. Considérons, poir quatrième exemple, les mêmes 
intégrales 


V = JS fdxdydz, 


qui donnent l’aire et le. volume d’une surface courbe; 
1 mais substituons cette fois les coordonnées elliptiques 
r, LL; Ÿ AUX COPOUResS rPnSares X, y, 2. Désignons 
f 
par rs TT ur 2 15 r', L') J,» 2, les dérivées partielles 
de r, X, Y, z, prises par rapport à pu et à v, et posons 


Dal | ! ! 
LT, Tu De he 


Tu TT, » Z=2,7, — — x Li 
on trouvera 
ff dud VX + 2 + Ze. 


En différentiant les équations 


r'pev 7À he Pres b2V/b? — y2 
ve APTE TE di 
bc” bV/e2 — bp? ? 


et posant, pour abréger, 


Vu — b? 2 E 
Vera D NUE as 


| 
È 
À 
S 
! 
| 
> 


à dd 
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on aura 


! ! - 
! Tr +pmry 2 TU + Ty 
= LÉ, = ——-————— 
: bc : à bc ñ 


1 n IN EU au L NTI 
NRA pe nr = —_— | mNnry — — 7) 
“ bV/ ce — b? _ “ :) “ bV/ ce — 24 6 na AA 


/ > (our: 1 re) Z. — : (» 7. Pn) 
7, ES RS OS ET s GE cles 1 
| Ve — tb re k Ve —b? de CEA 


Z = PS 1e me + vrn + r(u — »)], : 
mneV ec : d Ë 


Y: Fr [ ‘3 f ( )] 

= x |\ur p—vrq — r(pu — »)], 
pqcVe? — b* a° à % 

Nu renom (ue? — 12) — per n°q? — ne p°)]. 


Et si, après avoir réduit ces trois expressions au même dé- 
nominateur, on fait la somme des carrés X?, V?, Z°, il 
viendra 


PV EC A RE 


mnpq 


u. étant toujours compris entre b et €, et y étant toujours 
plus petit que b, on obtiendra la huitième partie de l’el- 
lipsoïde à l’aide de l’intégrale définie (*) 


Fe ; Jrad PR ue M RL, 
y O b mnpq 


(*) Nous donnerons plus bas et avec plus de généralité, dans la r9m€ 
leçon, le moyen de déterminer les limites correspondantes des varia- 
bles x, ÿ,z, r, um et y. Nous montrerons que les limites o et b pour x, 
bet c pour y répondent réellement au cas où l’on veut avoir la huitième 
À partie de l’ellipsoïde. 


10/: 
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Le cas le plus simple est celui où la surface donnée est 
une sphère; le rayon r étant alors constant, on a 


Pire ON Te 0 


et en désignant par S’ la surface entière de la sphère, elle 
sera représentée d’abord par 47r°, et ensuite par huit 


fois l’intégrale qui précède, intégrale qui, dans ce cas,. 


se réduit à 


f fe c (ue? — y?) due dy 

0 b V2 — b? VB — Ve les 

En égalant ces deux valeurs d'une même surface, on 
trouvera 


[ f 5 (pe? —- »?) due dy me 2 

ON D V/2 CUX PVB Ve Ve — 2 
De sorte que l'intégrale définie du premier membre 

est la huitième partie d’une sphère d’un rayon égal à l’u- 

ité. Cette intégrale, donnée d’abord par M. Lamé, a été 

vérifiée par M. Poisson, et démontrée géométriquement 

par MM. Chasles et Terquem. 


117. Passons à l’intégrale triple 


On sait par la transformation des intégrales que, si r, a, v 
sont trois nouvelles coordonnées, liées aux anciennes 
x, Y, Z, par les équations 


«dr Cdu "+ y di, 
—" a dr + o du + y dy, 
dz = a"dr + C'du: + y”’d, 


à 
| | 


l'intégrale triple devient 
V — Ta" (ve — y) + Eye —yx)+ "(als — a6')\drddy. 


Dans le cas particulier qui nous occupe, en vertu des 


DIX-NEUVIÈME LEÇON. 249 
équations’ qui lient x, y, z à r, pe, y, on aura 


dr + r du + rudy 


LE Pr DT 0 
I m 
dy = —— !) ia 
y ne rude sd), 
: q P \ 
AZ = ——— dr — = rudu — —nd 
c — (v1 An 4 CS 


et en comparant ces valeurs à celles qui précèdent, 


£2y ry Tu 
MURS = — ess 
CORTE LENS 
mn n T, nm Try 
a’ RIT ST fr DT 6! — ASE or AY Y=—— —— , 
bV/e— be : m bc — b? nr bV/e —b 
NU — Re TA ç" “te ÿ Tee y” SE P AE : 
5 ER Er ——— 9 RE RS 
d'a Lay P eV/e 1h24 q Ve Rp? 


on aura, par suite, 

« pq (7 — »?) 
Fe res mn c°(c? — b)°? 

mq ie 
GA PEN RE ENV LR de PRO AE 
(y re “ 7) np ci(c? DA Eh 

2,2 
y'(a'S sn as") — ET EDY 


mg c?(c 
L 


En faisant la somme de ces trois expressions et réduisant, 


on trouvera définitivement 


_ V — à [Eee pe? — y? )r?drdue dr 
} _. 


Une première intégration, faite par rapport à r entre les 


limites o et r, donne 
f (ee — » _w)rdu dv 
af mnpq , 
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Dans le cas d’une sphère, r est constant, et, pour obtenir 
son volume entier, il faut effectuer les intégrations entre 
les limites b et c pour u, o et b pour v, et multiplier par 
8; on trouve, de cette manière, 


V—=irr — {7 A vi (ee —»?) de dr — y? ) de dy À 
mnpq 


if qe (ee — »°) du dy Aie 
0 b Ve DV Ve pp Ve — » 2 


Ce mode de transformation s'étend avec facilité au cas où 
l’on conserverait les trois coordonnées elliptiques À, ue, v. 
liées à x, y, z par les équations 


| Auy Wurs VX Vu D — b: PRET 
RS Ppa? J ET A et a D 
VE er A 


PES 


En posant, dans ce cas, 


VX —b — g, V'2—0c — h, 
Vu t=i, Ve RE, 
V7 02 — y? — 1, Le — et 


on aura 
MO LE A ER ei À 
bc 
dut Le PRET ( LA x alu due Ni givdy ) Ë 
bV c — b? i ya 
PUR I kmada hmpdue hk v dy 
HS ACTA) PE À ki mn }» 
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et par suite 


IAE RS LApe 
TANRES Arc LS RE 
2 Er =. 1. RU Cie a arte vi D RE 
beV/ ce — b° biV/e — 0 bIV/c? —b? 
ae km ru hmpe 4 Pers Ah 
| chV/e—b ckV/ ce — b? cmV c— b? 
(pe —y»2\}mo 
/ 6! TL UP ESS j o 
ne vs c’(c?— b?) hil 
p(x — »?)kmi 


[re u ! 

& Lu a — 
(y ay) ce (c? — b?)gKl? 

y'(«'6 V8: 46!) des. 5 2 (A2 — pe? )hkl à 

| c?(c? — b?)gim 4 

la somme de ces trois expressions, ordonnée par rapport 

AA ML LEUÉS 'SCTSE 


JCRDET ORNE 2) 
< ghi klm 


® 
et en remarquant que 


ni( ge? — y?) + pi(y? ni à) + »(x —n?) = (x — pu?) (pe? — 1?) (a? Le 2), 


on trouvera définitivement, pour le volume V, 


v=fffe -£ nd roue a: PCI A En) et 


On obtiendra le volume entier de l’ellipsoïde 


TL? Ma 72 
+ 


x 2 ——"b? AE 02 


LAN à y 


en intégrant entre les limites o, b pour v; b, c pour y; 
c, À pour y, et multipliant par 8 ; ce qui donne 


V — 8 2 PES (Air) meer, Du 
SE b Je ghiklm 


x  PRBRES RTC Dai 2) ———_—— 
lu jf Ca Le Er Cm À. Va bV/x— 02. 
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Ce volume d’ailleurs est égal à En VA QE VA €; 
on aura donc 


ghiklm 


Telle est la valeur que M. Lamé assigna le premier à l’in- 
tégrale triple du premier membre. M. Poisson a vérifié 
depuis l'équation qui précède. 

118. Nous avons pensé que l’on verrait avec plaisir la 
démonstration géométrique que MM. Chasles et Ter- 
quem ont donnée de l’équation 


à 
. 


af 1h (4e? 2) 2) du dy 
a Ve me 


- Si, comme nous l'avons vu(n° 105), après avoir fait croi- 


tre À de dÀ, de manière à donner naïssance à un second 


ellipsoïde infiniment peu différent du premier, on prend 
à chaque point M de la surface du premier ellipsoïde, 
l'épaisseur ds de la couche comprise entre cette surface 
et celle du second ellipsoïde, puis qu'on multiplie le rap- 


d> PATES ë ‘ 
port -— par l'élément superficiel do — d,sd,s du premier 
À: 


F da 
_ellipsoïde, la somme ] sa do de tous ces produits, éten- 


RCLYS 
due à la huitième partie de la surface de l’ellipsoïde, sera 


donnée (n° 103) par l'équation 


2 ŒA r ° x 
Or, en exprimant en coordonnées rectangulaires, à 


AS 
l'aide de cette observation bien simple que d,s est l’élé- 
ment infiniment na de la normale à l’ellipsoïde, et que 


da 
quand À varic ae = -—, on trouve 
VA 


À 


Deere : cit 1h (2 — v?) du dy 
= bV x — A? = €? 4 re — D? y) 
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da I N 
: d;s Et x? YA 2? + À à 


DER QE) 
N étant la perpendiculaire abaissée du centre sur le plan 


tangent à l’ ellipsoïde; donc 


a, ZE: De 
v d;s AR Ni LE 


Mais [ Ndo est évidemment le triple du volume de l’el- 


lipsoïde et ce volume est égal à 


aV/R— Bb V/x —e, 


donc 
dx 
ne RE Ne = 4/5 2)L/C — ce) 


(ue? — y? )dre dy 


RM LE eme en 


et par POSE 


SE 


b ü (ge? — 1?) due ds 
bprencenceres 
119. Il est un système de coordonnées qui renferme, 
comme cas particulier, le système ordinaire de coordon- 
nées polaires, ainsi que les coordonnées elliptiques de 
M. Lamé, et dont l’emploi conduit à quelques transfor- 
mations remarquables. Désignons par r le rayon vecteur 


mené de l’origine au point (x, y, z), par u et 0 deux 
angles variables, par m2 et n deux constantes positives 


RER 


ul 


assujetties à vérifier l’équation 
is A des CESR 


on pourra poser 


= rsinuV/1—m°sin?8, y —rcosucosé, z — rsim6l/r — n°sin’4. 
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on aura 
Salon et MN 70° +: RE 4 

et les trois coordonnées x, y, z détermineront complé- 

tement la position du point dans l’espace. En substituant 

dans l'équation x° + y? + z° = 7° pour x, y, z leurs 

valeurs, et ayant égard à la relation m° + n° = 1, on 


trouvera 
sin? (1 — m°sin 20) + cos ?4 cos ?0 +-sin 20{1 — n*?sin?u) — 1. 
. Pour calculer à l’aide de ces coordonnées une étendue Sy- 


métrique par rapport aux plans coordonnés, et circons- 
crite par une surface que les plans coordonnés divisent en 


° . , ° F . . 
huit parties égales, on donnerait o et 3 pour limites aux 


angles w et 0. L'hypothèse de r constant ramènerait au cas 
où la surface donnée est une sphère. Si cette surface de- 
vait être un ellipsoïde 


et si le point (x, y, z) devait se trouver sur cette surface, 
on devrait poser 


x = asinuVi — msn’; 
y —= bcosu cosé, 
ar sin f V1 — n? sin 4. 


Si l’une des quantités n, m s’annulle, l’autre devra être 
égale à l'unité ; si par exemple on fait m — 0, on aura 
11 — 1, et par suite 


æ—=rsinu, Y—rcosucost, z — rsinu Sinb; 


7 # Q V4 
c’est le cas des coordonnées polaires plus communément 
employées. 
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Cette mème hypothèse de m—0, n = 0, donnerait, dans 
le cas d’un ellipsoïde, 


» 


x —asinu, y — bcosucosô, z —csin8 cosu. 


Nous avons dit que ce système de coordonnées, dans le- 
quel x, y, z sont expriméesau moyen de r, u, 0, met n, 
peut se ramener au système de coordonnées.elliptiques. En 
effet, désignons par m'une quantité comprise entre b et c, 
par y une quantité plus petite que b << c, et posons 


pe? — b? ; 
= COUSIN MG ne RC RDS er: 
c? — pe? M 
comme on aura 
AA b? b? 
2 DRE Are RS nes 
m? + n° —= gi ce AR 1 


m et n vérifieront la condition voulue. En substituant les 
valeurs de x? et de v* dans les équations 


bcr — Tuy, 
by Ve be = rV/p— bV/ br», 
cz V/c? — b? — rVe RATÉ 


on retrouvera, après des réductions faciles, les équations 


Z = rsin uV/ == "rh? sin 20; 
Y —= rcosu COSb, 
z = rsin6V/1 — 7° sin?u. 


S'il s’agit encore d’un ellipsoïde dont les trois axes 


À, f(), (à) soient tels que l’on ait 
AZ SQ) > f(0); 


il sera représenté , dans le “système de coordonnées 7, «, 
@, m et n, par les équations 


x —àsinuV/1— msn, y —f(à)cosu cos6, 


z — f(à) sin 6 /1 — n°? sin?u; 
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en posant dans ces équations 
JAEVRER, (n= Ve, 


et remplaçant, comme nous venons de le faire, u et 0 
par u et v, on retrouverait les équations 


bcx — hu, bye — br =V/x— bV/ pe — bV/ Bb», 
avVe=bB=Vr — ee Ve ». 


120. Cela posé, employons le système de coordonnées 
déterminées par les formules 


x = rsinuV/1 — m°sin°0, 
ÿ = rcosu cosb, 
z = rsin8 V//1 — 7° sin 2u, 


à la transformation de l'intégrale 


s= f az dr V1 HE (Se). 


Si l’on désigne par x, y, 2: 2g, Ye Zo les dérivées 


partielles des variables x, y, z prises par rapport à u et0, 
et qu'on pose 
! 7 f or u f f ° 
KE pe Ve By 
l'intégrale transformée, si l’on suppose r constant, de- 
viendra 
dudiV7X? + Y? + 2°: 
on a d’ailleurs 


rm? sin u Sinô cos Ü 


Le COS 1 V'1—m°sin°u, Lÿ= — — 
V 1 — m?sin?0 


Ya = — rsinu cos6, Ye = — rcosusin#, 


: rr?sinu cosu sin Û $ IL Re 
PER UE PET OS. Zÿ— r COS LV 1— 7 sin?» 
V1 — 7? sin ?# 
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et par conséquent, en ayant égard à l’équation identique 
1 — n° sin? — x? sin?u — m°? cos?0 + n?cos?u, 


et réduisant, 


r? sin (m? cos?0 + 7° cos?u) V7 1 — m? sin 9 


X —— FA RE + = : = 9 
V1 — m°sin°0 V/1 — 7°sin°x 
r?(m? cos? Ô + #2? cos?u) cosu cos0 
VE ee nn 
V1 — 7? sin 0V/ 1 — »° sin°u 
z r2sin 0(m? cos20 + »2 cos ?u)V/1 — n°sin?u 
FA FE PORC DEN ASE DRE PAS US. ste 2 
V1 — msin°6V/ 1 — 7? sin°u 
S == 


m? cos? 0 + n°? cos? x 
Zee du dû. 
L/ 1 — m2 sin’ — m° sin°6V/1 — n°? sin?u 


Comme nous avons supposé r constant, S représente né- 
cessairement une portion de la surface de la sphère; on 


: A : TT? 
obtiendra la huitième partie de cette surface — en pre- 
2 


Se A T 
nant l'intégrale entre les limites o et -; on aura donc 
2 


m°? cos? + n°? cos? eu 
ff du do = — 
0 37 


V7 1 — m2 sin? PÉDRPYTEITI D ue ee sein u" 


cette équation peut encore se mettre sous la forme 


* 
2 E — mn? Sin 20 — 7? sin? à FT 
1 ——_——— ————— du do = —, 

0 ne min EPP ET DE on nr? Sin?u 2 


et renferme le célèbre théorème de Legendre sur les fonc- 
tions elliptiques. 


En posant en effet, suivant les notations de l’illustre 
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géomètre , 


dû , RSR LE 
Oÿ== == Em DE faim é 
) V1 — m°sin°0 A. 4 


F< æ 

à ù k in 

F() "a LS AE E(m) — Î dOV/1— m? sin? 0, 
o V1 — Im? sin 9 


Lt” 


on aura 


sin ?x du 3 
ee or [F(z, u) mn E (2, u)1, 
I — n° Sin ?°« 
204: ; 
LE — —_[F(m, 0) — Efm, 0)]. 
V'i1—m sin 0 7” 


Cela posé, l'intégrale dont il s’agitse décomposera dans les 
suivantes 


# 


BI 


6) 
F SA EAN nf DÙ mg = Fm) Er) 
U V1 — m° sin °0 — m° sin ?0 V/ 1 — n° sin? 


CRE 


m>? sin0dôdu 


D 2 
SPRL Te SN sel 0 n F == E(z)i, 
[° 1 — mn? Sin 1 —m? sin 0V/1 — n° sin?u ( 1 ( ) 


D 0e 


r° sin ududb 


ee (Mg Em),, 
fe rer sin 2 V/1 — n° sin°u (LAS ) 


et en substituant, on aura définitivement 
F{m)E(n) + F(n) Em) — F(m)F (7) = — 


Telle est précisément la formule donnée par Legendre. 
On aurait pu ne pas recourir à l’expression connue de la 
surface de la sphère; car la surface S devant être indé- 
pendante de m et de n, on pourra faire m = 0, ce qui 
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Qt 


donnen — 1, 


m? cOS?0 + n°? cos ?u 
oh * a — - dudi=r* | [cos udu d0, 
VE” — m°? sin ?0 Vi — n° Sin ?4 


L y à L2 - T 
et en intégrant entre les limites o et —, 
| 2. 


T 
a m°? cos 0 + n° cos?u ia fa F 
ia Vo ex 7 | | cos udu dd = r?-—, 
I e t 2 


il 


— mn? sin 26/1 — n° sin?u 


| 3 


1e 2 m? COS?0 + n° cosS°?u 7 
sin ?0 V1 — n°? Sin? 2 
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* 
Diverses autres méthodes pour la réduction ou la transformation des in- 
tégrales multiples. 


191. Parmi les méthodes qui peuvent être employées à 
la détermination des intégrales multiples, une des plus fé- 
condes a été indiquée par M. Cauchy, et consiste à rem- 
placer, dans l'intégrale donnée, un facteur de la fonction 
sous le signe f par une intégrale définie tellement choi- 
sie, qu'après ce remplacement les intégrations successives 
puissent être facilement effectuées; entrons à ce sujet 
dans quelques détails. Considérons une intégrale mul- 


üple S de la forme 


® [1 fù P 
NA pi eve. 


LE 


P, Q étant des fonctions réelles ou imaginaires des va- 
riables x, y, Z,..., et 4 une constante positive, ou 
même une constante imaginaire dont la partie réelle soit 
positive. Désignons d’ailleurs, comme nous l'avons déjà 
fait, par [’(y) l'intégrale eulérienne de première espèce, 
on aura (n° 56) 


1 I è 
— = Me QU, 
Qu  T(#) J 


et par suite 


Ld 
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D | 
S =] FR, . MT Pe Qr dydz...dt. 
T'(#) J'o Je 


Concevons maintenant que P,, Q, étant des fonctions de 
la seule variable x; P,, Q, des fonctions de la seule va- 
riable y; P., Q. des fonctions de la seule variable z,..., 


on ait | 
P= P,P,P....,8009—Q.: + QAR. 4 


alors en posant, pour abréger, | 
u— JP Cettr, QE Pr dy — (P.e Cds, 


on aura 


Donc alors si l’on peut obtenir en termes finis les valeurs 
de u, v, w,..., considérées comme fonctions de t, la dé- 
termination de l'intégrale multiple S se trouvera réduite 
à la détermination de l’intégrale simple 


© 


J ET luvw. : dt: 
dde 


Si, au lieu d'avoir Q—Q. +0, + Q.,..., on avait 
Q—1+Q,+Q, + 0Q.,..., on trouverait 


I Ce) 
SE = — J 16  iuvw etat, 
r'(#) Jo 


1° Application. Supposons 
PÉnrr eE ees pau à 
Q=1—+ ax + 6 + yz +... 
Supposons d’ailleurs, pour fixer les idées, les intégra- 
tions relatives aux variables x, y, z,..., effectuées res- 
pectivement à partir de certaines origines ou limites 
fixes x — Ë, y = n, z—6€,.... Concevons enfin que la 


fonction 
1 ax + 6 + yz... 


Le 11. ri 
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offre toujours une partie réelle positive, ce qui arrivera, 
par exemple, si les deux limites de chaque intégration 
étant des quantités positives, chacune des constantes 
æ, 6, Y,... a où une valeur positive, ou une va- 
leur imaginaire dont la partie réelle soit positive, on 
trouvera 


" (a—at}r_ (a—ut)é 


D — Jk , aa, "à eee y pi © 


3 V—=.rss W— 
a "ul 


où (a—at)x__ ,(a—at)}f AU - (EF — 6 t}n 


Ï 18 
= DE DPDE... | Pet dt. 


(x) Jo a — at b — Cr 
0) 

On se trouve ainsi amené à cette conclusion remarquable 
que la fonction S de x, y, z,..., représentée par l’inté- 
grale multiple proposée, peut être réduite à une intégrale 
définie simple relative à une nouvelle variable 4, quelles 
que soient d’ailleurs les valeurs attribuées aux premières 
variables x, y, z,..., ou à leurs origines." 

Si, en attribuant aux constantes a, b, c,... des va- 
leurs dont la partie réelle fût négative, on supposait 
chaque intégration eflectuée entre les limites o et æ,on 
trouverait 


ü =D! [deal I __ 12490. / À T(2+ 1) 


7 Al 4 (at—a}ÿ+  (at—a)+ 


tu, CtOR 
et, par suite, 


Lui C(l+a)r(m+1)T (nr +4)... f dé 4 le tde 

ai T (x) o (at—a) (Cr brrilyé— ct 
Si dans cette dernière équation on remplace /, m, n,... 
par/—1i,m—i,n—1,...,eta, b,c,... par—a, 
— b, — c,..., elle donnera 
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x © © a dirt pTÈg gNTI pTaT et PT C2 
[l ÿ) à Rae pd 
vo Jo Jo (r+ax +Gy+yz+.. .ÿ* 
_ F()r(m)T(n) f ge EX Se 
De rod) » AU (admet y 


Cette dernière formule subsistera toujours, d’après ce 
qu'on vient de dire, quand /, m, n étant des nombres 
entiers, a, b,c,....,a, 6, y,.... désigneront des cons- 
tantes positives, ou même des constantes imaginaires 
dont les parties réelles seront positives. 


2° Application. Supposons 
P— T1 DATE STUNT NOET AE et ee, 


et 


= 1 ar + 6Y + ys +..., 


l,m, n,... désignant des constantes positives, où même 
des constantes imaginaires dont les parties" réelles sont 
positives ; et prenons d’ailleurs pour limites des intégra- 
tions relatives à chacune des variables x, y, z,... les 
deux quantités o et, on trouvera 


RE Pv: Con at}r qe — LUE ve 
ss —+ at 


s — T(/)T (me) (2)... m) Med 
Ni SMIOUEE. de fr (a+ « NT (c+ pe). 


C’est la mème formule que précédemment, mais étendue 
à des valeurs réelles ou imaginaires des constantes 


RC RO RU RON RU RAR A he 1 EE SRE RE 


pourvu toutefois que ces constantes ou leurs parties réelles 
soient positives. 
Si, dans l'équation qui précède, on réduit les variables 
x, Y,Z,... à une seule, et si l’on pose de plus a = 7, 
17. 


: 


4 


260 4 CALCUL INTÉGRAL. 


on trouvera 


© li, —t 2) œ TI 1 
+} Eu CAES re LA | LEE 7, 
O 


———— 
Ge Tao (+a) 


Donc, en écrivant r au lieu de /, et x au lieu def, on 


aura 
2 D pm TIDTT D pl los 
dé f HE ai he fi 
r'(r) O (1 + ax)” C' (4e) y O (1 —- ax) 


Cette dernière formule devient identique dans le cas où 
l'on prend p = r. On pourrait en déduire plusieurs au- 
tres dignes de remarque en différentiant les deux mem- 


‘bres une ou plusieurs fois de suite par rapport àar. 


Si l’on réduisait à o les constantes a, b, c, on aurait 


AURONT putes M 


x nn PRE 
2 Jrdy dr == MR EN IRRRRRS 
Jr (1 + az + Cy + ys...) AE T' (y) o al(m nr 
4 OU) C(m)r (2)T.{e— 1 M — N— sv.) I 
HS T'(#) a!6myr E | 


| 
Cette dernière équation subsistera certainement lorsque | 
M TE the OS Por eo) CLATLE des constantes posi- 
tives ou des constantes imaginaires dont la partie réelle | 
sera positive, la partie positive de la constante y sur- | 
passera la partie positive de chacune des constantes 
l,m,n,... Si, pour fixer les idées, on prend 


RAI ES NO AE 


on trouvera 


(++ +2.) T (4e) 


f ce 1 FL ARAMRE dxdydz;,= k (2) (x) r(»). . D(u— mn) 
Oo 4/0 


On déduirait aisémentde cette équation la valeur de l’in- 
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tégrale 
RAR Le dx dy dz. ... 
0 'aio COQ at Æ pb 2e NE 
Si, dans l'équation qui précède, on réduisait les variables 


x, Y, z à une seule, et si l’on remplaçait / par a, u par b, 
on retrouverait la formule connue 


f D dx . F(a)r(b— a) 


en faisant b — 1 et remarquant que l’on a (n° 56} 
fe APN CE F 
ax  sinamr 


F(a)r Em HILE F 


on aurait 


ou 


7 a 


r(i+ a) (rt — a) — 


sin ar ? 


et celte équation, en vertu de ce qui précède, s'étend au 
cas même où a est imaginaire, pourvu que sa partie réelle 
soil positive. 


Si l’on y faiten particulier a — bV/—1, a désignant 
une quantité réelle, elle donnera 


Q 247 
| Î et cos(alx) de | + L (es e"* sin (alx) de | AE 
Jo ee 


122. Par un procédé analogue à celui que nous venons 
d'employer, on arrive facilement à la détermination de 
l'intégrale 


Spas LÉ Rare taie dde à. à 
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dans laquelle les variables x, y, z,... doivent préndre 
toutes les valeurs positives qui satisfont à l'inégalité 


f x \P q g \F 
+). < 
a b c 
COR EN en dalllls Plir 230 Dao liran CUITE COS 
tantes positives. 
/ -\gq 


En effet, remplaçons l'abordil ce: par æ, di par y; 


far ; 
(a) pax #3 us. et par conséquent dx, dy, dz,.... par 
ï : ï I : 
CAEN DIE Ty 
; n dx, —-7 dy, ‘4 Us UE 
on aura 


m 
l men. nom TUE Gant (Ve er a! br" ç' 
AAA Ho pt 77 ardt TES, 
PTT. . par. 


Il reste à déterminer S;, qui est une intégrale de même 
forme que la proposée, mais dans laquelle x, y,z,... 
doivent prendre toutes les valeurs positives qui satisfont à 
l'inégalité 


TH + z + ses Li; 


en posant 
l mt n 
P (#2 r” 


il viendra 


Res DIR. APR RE ET El dr dy de 


Quand le nombre des variables x, y, z,... se réduit à l’u- 


ER 
Er 


VINGTIÈME LEÇON. 12008 


nilé, on à 


I 3 
0e J Tir NE abris En (os 
0 r(1 + à) 


si le nombre des variables se réduit à deux, il vient 


I I— x I cp! 
S; Th Te AR J FPT) ete | ati (1 — æŸdx : 
o 0 b Jo 


| mais (n° 57) 
met …"#P{a) P(E Hb) 
J,.= CORRE LU Lab) 


donc $ 


; ST (ar D) Ra 
F br(i+a+b)  r(i+a+b) 


Supposons maintenant que S, soit une intégrale triple ; 
on pourra l'écrire ainsi 


1 re EPA | 
Se dt LOL de ee METZ ES 
oO 0 0 


(*) Cette dernière transformation repose sur le théorème bien connu 


T(u+1) = lp, 
ou plus généralement 


Tan) = plu + (un i)T(u), 


que l’on déduit immédiatement de l'équation (n° 56) 


ET h 
{à xl ; eux dx — LG) 
(0) a! 


en la différentiant n fois de suite par rapport à la quantité a. On trouve 
en effet de cette manière 


3 Cn LES 
f ie nd a NT NE An ele CR TL GE NTE ee 
oO Pa Re al FR 
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J1 etZ, représentant respectivement les différences 1-7; 
1 — x — y, en sorte que l’on ait 


D De Yi Ne PU 
Désignons par », € de nouvelles variables, et posons 


Mu pr Var Er Ce 


les limites communes de », € seront o et 1, et l'intégrale 


. S; prendra la forme 


D ‘1 1 
Su J star | nya Î OCZ, 
O y 0 G 


ou, à cause de 


B = Ji — np = (1 — æ)(i — »), 
Su 10e An | ee DU — rar f° pe A 
(e) 
mais 
14 ' 
Jr 2 opte + Ro) EU tr 
0 DA #0 + c) 
r(b) r(1+c) 
b—1 — y dy — 
fr Corne) te r(i1+b+c)? 
ji panne 
fre DRE TT TE T:à 
donc 


« — r@r(br( 


PTE a Pb +0) 


S'il y a quaire variables indépendantes x, y, z, # 
dans l'intégrale $,, la valeur de cette intégrale s’obtien- 
dra encore par le même procédé. On supposera les inté- 
grations ceflectuées successivement par rapport à 4, Z, 
yetx, et l’on posera 


PE M Ma Pas Mir Te MEET 


> 
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les limites relatives à t, z, y et x sont respectivement 
o et, Oo et Z,, Oo et 1, oetr;si donc on remplace 
y, z et t par de nouvelles variables liées aux premières 
par les relations 


JS = Mn 3 Cri © th, 


les limites communes à ces nouvelles variables seront 6 
et 1; de plus, on aura 


Ji=i— x), a = x) (15), 4= (ia) si — 0), 


par conséquent les variables x, n, €, 0 pourront être sé- 
parées ; en d’autres termes l'intégrale muluple $, se dé- 
composera dans un produit de quatre intégrales qui toutes 
s'exprimeront par des fonctions l”, à l’aide de l’équation 


102 (1 — xŸT dx — P(a) ni cl () 


0 r(a+ b)? 


ou, en changeant b en b +1, 


Eu Le | _ T(a)r(b+:i) 
g à Da (Tr) dr EE 1Ÿ 


123.On peut encore présenter cette démonstration sous 
une autre forme; pour plus de généralité, considérons 
l'intégrale 


4 0 APE AE En PE ON Pot ru A ANT LU 


dans laquelle f (x + y + 3....) désigne une fonction 
quelconque de x + ÿ + z +..., tandis que x, 7, z,... 
prennent toutes les valeurs positives qui satisfont à l’iné- 
galité 


TH y + z +... LP, 


ES 


k étant une constante positive. 
Admettons d’abord qu'il n’y ait que deux variables, 
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x ety; on pourra écrire 
k kK—x 
SL [2742 {x + y )r" dr : 
y O [s) 


faisons x — En, y — E(1 —n), les limites relatives aux 
nouvelles variables £ et n seront o et k, o et r, de sortie 
qu'on aura | 


s= ft) bite ae fl te 10) a: #)TT dy __ T()T (mn) JS fie) Ebn: dE, 


T({+ 1m) 


Ainsi la valeur de S dépend à la fois des fonctions F et 
d’une certaine intégrale simple. 


Supposons maintenant que S contienne trois variables 
X, Y, z3 en posant À — x — y,, on pourra écrire 


k 7: ÉÉRe 
S = if. LA de f y ar | J{x + 7 + z)zT'dz. 
0 0 0 


Mais l'intégrale 


fie 2e. (4 DS (x + y + z)z" ls 


est du nombre de celles que nous venons de traiter, et 
elle est égale à 


La 


(m) Î 


Embn—i, l 
De. REA f(x + 4 


donc, à cause de y, — k — x, on aura 


F(m) T(#) fk HER K=k 0 I ‘al 
#2 \ pt Ÿ : mtn 1 dE 
a [ as [Je +artte 


__ F(m)r(x)r( (2) r(m fs 


a) du. 
T(m+n)r (2 + m + x) 


Cette méthode de réduction successivé étant évidemment 
générale , nous voyons que l’intégrale proposée $ s'ex- 
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prime dans tous les cas par la formule 


= fr jettmtet su, 


r' (2 )r (nr ( He 


S — 
(I meme t.. 


Lorsqu'on prend f(u)=1,k= x, l'intégrale S redevient 
celle que nous avions d’abord considérée, on a 


r (2) Cm) Press 


S — 
D'hréai RE rh ar Er 


et par conséquent ne 


ES LS ee TPS ALU 


étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z,... qui 
satisfont à l'inégalité 


GRAF a ne 


sera donnée par l'équation 


Si, la somme / + 1» + n +... étant égale à l'unité, la 
fonction f (u) est la dérivée F'’(u) d’une certaine fonc- 
tion F (4), on aura 


k 
[ fo uttntntsiqu = F(k) —F(o), 
O 
TÜi+l+<m+n+...)=T(2)= 1, 
Sr (1) r{n) L{n).. [F)—F(0)] 
Aünsi, en particulier dans le cas d’une intégrale double, 
on trouvera 


vk k— x 
[l L'air e [ F(x+y)y" "dy =T(I)r(m)[F(4) —F(o)], 
” O 


V O 
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et en ayant égard à l'équation 


r(2) (17) = -T 
do Le sin {7° 
et remplacant m par sa valeur 1 — /, 
w rs F(4)-F(0)] 
cr F’ Ar == di =. 
fs JL, GE a LTAr sin #7 


Soit p un paramètre plus petit que p, et faisons k — P—p; 
supposons de plus que la fonction F étant une fonction de 
la somme de deux variables, on ait 


F(2) = o(z+p), 


9 # L] L2 4 L2 
Î équation qui précède deviendra 


PE PE pP—T—p z| (0) — \ 
f x! 1x fe ) (æ+p+y) yT'dy s (2(p)—e (p)] 


O 


En posant dans cette équation P = ©, et supposant 
que la fonction © (p) s'évanouit pour p = « , on trouvera 


M , r @(p) 
J ait dx f o! (x 2e P ue ÿ) V4) RU 7 P ; 
v/ oO 140 Sin #p 


124. M. Lejeune-Dirichlet a donné le premier l'intégrale 


_atbmen, RÉ 1e F(? 
a sil 1 de aa dy dE SRI NTI 
{its +t + —. à 

HN À 
et il y parvint à l’aide d’une méthode très-remarquable. 
Elle consiste simplement à multiplier l'expression qu'il 
s’agit d'intégrer par un facteur dont la valeur soit égale à 
l'unité dans l'étendue que les intégrations USER em- 
brasser , et qui s’évanouisse en dehors de cette étendue. 


Essayons de donner une idée suflisante de cette méthode. 
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Supposons qu'il s'agisse de déterminer l’intégrale triple 


s — —— [ff GEL, 
si ni — I os de 


étendue à toutes les valeurs positives de x, y, z qui vé- 
rifient l'inégalité 


DRASS 


r est d’ailleurs déterminée par l'équation 
PAS (x — a) + (y —$? —- (z — y}. 
Cette pu sert au calcul de l'attraction de l’ellip- 


22 


soïde © — HT +: — — I sur un point extérieur ou inté- 


rieur. 
Comme l'intégrale 


de 
& | EU cos Au du (”) 


F re) [A0 


(*) On a (n° 55) 


Er dr 
sin bx — — -; 
0 æ 2 


d’ailleurs, a désignant ainsi que à une constante positive, on aura 


( d 10 7 
fe sin bx cos ax = f [sin(b+ a)x + sin(b — a) x] — 
0 x [a] T 


2 


Te dre Rs 
=: f sin(+a)z Er f. sin ( 
2,J 0 TND T0 


Or, 1° sib >> a, a+ bet b — a seront deux constantes positives, et 


OR: ; ,T 
chacune des intégrales du second membre sera égale à — : on aura done 
2 


ce de + 
sin bx COS ax — = -; 
0 Ée 2 


ÿ 


20, Si b <a, b — a sera négatif, mais a — b sera positif; la premiére 


t 
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est égale à l'unité ou à zéro, suivant que la constante po- 
sitive k est inférieure ou supérieure à l'unité, il en ré- 
sulte que l'intégrale S peut être considérée comme la 
partie réelle d’une nouvelle intégrale 


eo 


2 
+7 PTE E ax 


«2 


PA sin w 
RE autel —_——— dxdyd 
m(n—1) oeil 4 “7e ge FN 


dans laquelle les intégrations par rapport aux varia- 
bles x, y, z peuvent maintenant s'étendre depuis — 
jusqu’à + 0. Pour obtenir l'intégrale triple relative à 


LI 
SANTE LABS 


| 


L2 - e LL Ll 
ces variables, on exprimera la fraction — 
me 


. , e 2 « T « 
intégrale sera toujours égale à ne tandis que la seconde, qu’on peut mettre 


(ee) 
” LS. tte 00) 
2 Ô La 


sous ia forme 


: : 7 
sera égale à -—— -; donc 
ä 


es di 
SIN ÜX COS AL —— — 0. 
o x 


,° : œ e dr ia CI T « . 
L'intégrale sin bx cosax —cst donc égale à ; ou à Oo, suivant que b est 
0) x ? 
plus grand ou plus petit que 4. 


Si l’on fait b —1, a —K, la condition b— a 5 o devient k< 1 et 
l’on en conclut immédiatement que le produit 


) ce dx 
= sin x Cos kx — 
is © æ 


est réellement égal à l’unité ou à o, suivant que la constante positive est 
infériéure ou supérieure à l'unité. 


|. 
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une intégrale définie au moyen de la formule connue 


d’'Euler (*) | : 


ST FA 
l 


aa ges 
LAVAL 
[e) 


r 


Dès lors, en faisant * 


: 


x y? z° un PONT 
D | Co e += Ju ar —oax—0€y 275 V/—T 
J Î a b. C 


e dx dy dz, 
re NS VOS 2 
on aura 
—— Gr) A2 un n—1] 5 
U—- 2 due die, dre y 
(2 1)T n—1\ Jo u 0 s 
2 


V est le produit de trois intégrales simples dont celle 
relative à x en vertu d’une formule connue, qui dérive 
de la formule d’Euler, est donnée par l’équation 


u — a n. 
à © CET SE _ LE 2 I 
a LH ER. 
e dx — e 


> JA VARSEU? PAR 
‘ a? 


En substituant cette valeur et celles des deux autres inté- 
grales de forme analogue, remplaçant ensuite la variable 


(74 
t par une autre 6, telle que t — n observant que 


LOS RS 2, : Ve 
72 É 


(*) Nous donnerons dans une Leçon supplémentaire une démonstration 
rigoureuse de cette formule. 
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et posant 
a? 62 y? 
Tas+o tester 
on trouvera, après avoir différentié par rapport à a, pour 
avoir la composante À de l’attraction de l’ellipsoïde pa- 
rallèle à l'axe des’x, 


rt 


Cette expression devant être réduite à sa partie réelle, 
tout revient à avoir celle de 


T ee . 
— (n—2) > W—i sin u 


€ 4 eduV — I 


Or cette intégrale, en y remplaçant sinw par des expo- 
nentielles imaginaires, sera immédiatement donnée par 
la formule d'Euler, en ayant soin d'observer que le se- 
cond membre de cette formule doit être remplacé par 


lorsque g a une valeur négative. On trouve aïnsi que la 
partie réelle qu'il s’agit d’obtenir est zéro ou 


suivant que d >> 1 où A 


À —(n—2); eu”, Fa re) 1 
Ge, VA Neue AR 5 efuV/—1 ST du, 
a Lfe—t n—1 C 5 LY 
r( sd) TOC (+2 IC DTEPOY En) o 5 4 


bei ET MU DD BERNIE SSD NT NEC TIUES—RDM 


D. 
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Si le point (« ; 6, y) est intérieur à l’ellipsoïde 


% 
on aura 


el par conséquent aussi d 1; oh aura donc simplement 


: F do à : RUE 
24 m3 (> DUCr En 7 ) 
a n—1 n fl Ô ñ a°+0 “b+0 c+0 e 
ECS, VECETS 


Si le point est extérieur, on déterminera la racine posi- 
tive unique À de l'équation 


a? ) 62 2 
+ = L' 


d — — 
a’+04  b2+0 c?+ 06 


Su, 


et l’on aura évidemment d > 1 ou d 1, suivant que 


8<<À ou 0 >> À. L'expression de À sera donc 


n 
& © I — ii Le 
24 3 dog 2 ( pe es > 2 
EE 
a?+0  b?+0 2) 


Si dans cette dernière équation on écrit À +9 au lieu 


de 8, et qu’on fasse 


2 LyT PM. 
he ma LA ‘ 
a! 
bg. 

2 — D172 Ji 
b+ à — bn, =, 

% 

cy 

= 4 CIE 
S+A=c?, PSE 


T. x. 18* 


"Po 
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elle prendra la même forme que lorsqu'il s’agissait d’un 
pointintérieur. 

Il est inutile d'ajouter que le procédé que nous venons 
d'indiquer s'applique à toute intégrale de même forme 
que l'intégrale proposée S, quel que soit d’ailleurs le 
nombre des variables qu’elle renferme. 


125. M. Catalan a été conduit, par des considérations 
géométriques très-simples, à une méthode nouvelle de 
réduction qui s ApPAGURS à un grand nombre d’intégrales, 
et notamment à celle qui donne l'expression analytique 
de la surface de l’ellipsoïde. Reprenons la formule 


S= [fs +: 


DR: > AT: ”. Fu gr 
et supposons qu'ils’agisse de l’ellipsoïde z _ = 1; 
on aura 
dz Ci: À dz c? J 
dx edf cu dE: 
Li VASE ATOS) 
4 a € 
LRQ pe RRE CNE 
TL 
AE: pie 1 
a? 2 


Si l'on veut calculer la huitième partie de la surface de 
l'ellipsoïde, il faudra étendre les intégrations à toutes les 
valeurs positives de x et de y qui vérifieront la condition 


Farc 
PLIS 2e 


Cela posé, admettons que les trois axes 4, b, c sont ran- 
gés par ordre de grandeur, de telle sorte que l’on ait 
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a >> b > ec, et faisons 


A I ma 1087 penx 1e ny? 
SN 1 


S — ab [ J'édéds : 


il viendra 


les limites de la nouvelle intégrale seront fournies par la 
condition 


I A 


£° — 7? 


Cette intégrale f f £ dE dn représente un solide dont l’é- 
lément infiniment petit a pour base le rectangle d£dn et 
pour hauteur 6; elle peut être considérée comme expri- 
mant le volume de la portion du cylindre £? + n° — x, 
comprise entre les parties positives des plans coordonnés 
et la surface 


PAM ET es n? y? 
I HE MT IMe 


APE 


Or si, après avoir mis cette équation sous la forme 
fée nc m?) £? ag UE eve n°) #? — 2 — 1, 


nous y regardons € comme un paramètre variable, nous 
conclurons que tout plan perpendiculaire à l’axe du cy- 
lindre, et situé à une distance plus grande que l’unité de 
l'origine, coupela surface suivant une ellipse dont l’équa- 
tion est 


CE ET Er 


Pour £ — 1 cette projection est l’origine des coordon- 


192. 
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nées; et si, à partir de cette limite inférieure, on fait 
croitre € indéfiniment, on obtient une série d’ellipses 

concentriques dont la limite répondant à £ — , est le 

cercle €? + n°? — 1. D'après cela nous prendrons pour 
élément du volume dont il s’agit le cylindre ayant pour 

hauteur £, et pour base le quart de la couronne comprise 

entre les deux ellipses que l’on obtient en attribuant au 

paramètre € deux valeurs consécutives € et € + dé. Cette 

couronne est aussi l'accroissement, ou mieux la différen- 

tielle du quart de l'aire de l’ellipse 

(= me + (Er) = € — 


comme les axes principaux de cette ellipse sont 


le quart de son aire sera 


eV JO : 
#04 4 ee ET RS Pr 


S 


la différentielle de cette aire aura pour valeur ? 4 .AB, et 


l’op aura 


su ne none né 


tee Are Ru 


Les limites de Te bien A = 1, ( = ©, car on a réelle- 


ment, pour é— 1, ËÉ—=0, 1=0, En = 0; pour 
= ©, Ë* + n° — 1, comme cela doit être; l'intégrale 
devant s'étendre à toutes les valeurs de £ et de n propres 


5 l 


à vérifier la condition £? + »? 
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L'intégrale double S est donc ramenée à une intégrale 
simple qu'il s’agit d'évaluer. Pour cela posons 


d’où 
I COSU 
dé ee tonne du, 


sin °4 


— —i Er a 
Sin 4 PATES — n° sin ?« 


_ (nr — sin tu mu sin ?4 1 —7? \ 
SR OR PIE 


. sin °« LV m2 — n° sin’u / 


VE mer) \sne  /jÿ/ne —rsn 


mnéitr Edb vit sh m° \ du 


Par ce changement de variable, l'intégrale fonction &e £ 
se trouve décomposée en deux autres 


f du L/m? — 1 n° sin ?« 6 du 


2 RARE OR TENTE POUR 
; , —{(1—#) = 
sin? V/ ne — n° sin? 4” 


L# 


chacune de celles-c1 devant être prise depuis sinu = m 
jusqu’à sinu—0o, ou, en posant m = sinp, depuis u= y 
jusqu'à u — 0; en renversant ces limites et posant, pour 


simplifier, -—k, la différence des deux intégrales devient 
mn 


1-72 fu du fo duV/ 1 — ke sin’u 
Mr — mn : : ne 


m ACTE sin’# «0 sin ?4 


et en intégrant par parties, 


D fu du DA OI COS ur 
Ê 2 + mn cot uV/ 1e sin°u + me? Ré de 
0 V'1— 2 ? sin ?4 V1 = X2 sin ?4 
ou 


D en ne RU (4 — m2À? sin ?u)du 
UL cotu V1 — 4 Sin ?4 + l REA fu) : 
om 0 V1 — Æ2 sin ?u 
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LI 


| RUE AE RE UT OPER Rp —— 1—m? fu du 
m cotuV” 1 — #4? sin?u + m :} VTT CEPR J a à 
0 m 0 V/r1—#?sin?u 


ou, en faisant usage des notations reçues, 


m cot uV” 1 — Æ? sin ?u + mE(#, ue) + ru el F(4, ke). 
m 


Il reste à calculer entre les limites relatives à chacune 
des variables € et u la somme des quantités 


CRU mootu Vire sus 
Ve) cotu V” sin ?&. 


En exprimant la première en fonction de w, il s'agira de 


chercher, entre les limites u == 0, sinu — m, la difté- 
rence 
RE EE LE 2 SRE m? — sin?u 1 — mm? — n° COS?u)sini 
mcotu/ à AA ENT ue fn « (1 — m? — n° cos?u)sin: ; 
sin & cosuV//m? — n° sin°u cos uV/m? — n° sin? w 


Cette valeur devenant nulle à la première limite, il fau- 
dra seulement y substituer sin 4 — m, ce qui la chan- 
gera en 

(t—m)(i—n Je 


ES NT ITE Ernie — n°). 


De tout ce qui précède on conclut enfin que la surface 
totale de l’ellipsoïde est donnée par l'équation 


y —m? 


F(4) | 


mn 


— 27rab Le — m1 re? + mE (#, um) —- 
ou | 


970 
SE 20 + (ar — 0) E(t,#) + © F(4, #)]. 
Lac 
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Cette valeur diflère, par les notations seulement, de celle 
qui a été donnée d’abord par Legendre (t. [‘" des £xer- 
cices de Calcul intégral, p. 109); pour lappliquer il 


faut se rappeler que 


RE TOC A Ce 
Ti L. ba? — e2)? 
. LV/a — CERN 
SM MmMm—-———. ; COS — z' 


a 


126. Si l’on avait voulu ramener simplement l'intégrale S 
à une intégrale simple sans descendre jusqu'aux fonctions 
elliptiques, comme nous venons de le faire avec M. Lo- 
batto, on aurait pu procéder un peu différemment. Reve- 
nons à l’équation 


m y 
— Ti ; 
ST } [éd 


qui nous montre que $ est un solide dont l'élément est un 
parallélipipède ayant le rectangle d£dn pour base, et 
pour hauteur. Appelons À une surface qui ait d£ dn pour 
élément ou qui soit déterminée par l'équation 


AT JS ddr, 
on pourra écrire 


Sn FEUA, 


“ 


Comme £, n sont assujettis à vérifier constamment l'é- 


quation 


(€ M m?)g? ne (2 Left , n°?) #? —— 4 Core 


et à satisfaire à la condition 


ae enr CT PA T, 


les limites correspondantes de Z seront r et æ; et de plus 


T 
ee) 7 LÀ (2 


Â 
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À ne peut être que le quart de l’ellipse représentée par 
l’équation qui précède ; on aura donc 


A 4 VE Van 


: Lt ERÉ RTE 
S— mn | Ed. mi È Æ 
I 


4 FA nya MB da ini 
En effectuant la différentiation , réduisant et posant 


Eat 
ph VE-mV ER 


on trouvera 


E dU fa 7 D] O8 ape , dU RPM) 
m dm ñ = His 


L'intégrale double est donc ainsi réduite à une intégrale 
simple. 

127. Pour seconde application de cette méthode, con- 
sidérons l'intégrale triple 


— n° x — n°y? a 2 "2. 


S "ff f'ardyas Ÿ/ 7 PRE Rte 


dans laquelle 5», n, p sont des constantes positives moin- 
dres que l'unité, et supposons que. l'intégration doive 
s'étendre à toutes les valeurs positives de x, y, z propres 
à vérifier la condition 

ee 


Sr EE An rate D DE 


Posons 


2 2 212 22 
do el AE CR 
ER A y — 7 ? 


dn 


d, ABC — 
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d'où 
EP — m° 2 — np? A. p° 


2 a 1 —7y 
ET à + Er + ? 


et appelons V un volume qui, ayantpourélément dxdydz, 
est déterminé par l’équation 


Va J] fardrazs, 


S pourra se mettre sous la forme f't4V ; et comme les li- 


mites de {sont 
1 correspondant à 
RÉ ER ONE OP E' O NZ —=:0", 
œæ correspondant à 
di LINE PE A UN 


on aura 
nee) 


D. [. tdV. 


La 


dV est une fonction de t facile à évaluer ; en effet, puisque 
les variables positives x, y, z sont assujetties à vérifier 
constamment l'équation d’un ellipsoïde dont les axes sont 


PLATS Ê — 1] 
PAL ; BEN A cit 
12 es E — n°? 


s À T : ÿ À 
V ne peut être que le quart 3 ABC du volume de cet ell: p- 


soïde, et l’on trouvera en conséquence 


et, en posant 
RURRAS 
PdtV PE —1 


J Ve — ne) (2 — (ep) 


U= 


tdW/ EP EE on Le I — p° 
V/(e ue m2) (E2 — r)(E — p°) BI me ve Eire = p 


} 
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L (= dÜU 1—7? dU 1 — PT) 


SES + 


Lx 


m dm Me n  dn P dp 


198. Les résultats que nous venons d'obtenir ont été dé- 
duits de considérations géométriques qui ne peuvent pas 
s'étendre au cas d’un nombre de variables supérieur à 3. 
Mais il devait être évident à priori, que toutes ces consi- 
dérations détournées sont l’expréssion d’un seul et même 
fait analytique; c’est ce dont il est facile de s’assurer. 
Considérons en effet l'intégrale multiple d'ordre 


PTE du ne macai 


dans laquelle m, n, p,..., sont des constantes positives 
moindres que l'unité, et x, y, z,... des variables posi- 
tives liées entre elles par la condition 


RE mit XML DL AA TE Eu 
Posons 
DR UUE e N'N  ND rue 
Pre 
IL —V  — 7 —,,,,... ? 
et calculons l'intégrale multiple f f f dx dy dz..... dans 


laquelle x, y, z,... prennent toutes les valeurs propres 
à sausfaire à la condition 


CE — n° {2 — n° Fed rer È À AL 
——— x — —— 7... I 
PES ii RARE" lé 


qui n’est pas contradictoire avec la première 


Et y 22 PT Ne 


AE 1 t? EE mn? rl? ES n? 
attendu que es rappotr ts PE HAZTE a  — 


fi  SODI TOUS 
1 El — 7 
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plus grands que l'unité. Nous obtiendrons de la sorte une 
intégrale définie exprimée en t, m, n, p,..., que nous 
pouvons représenter par F(#)... Attribuons maintenant 
à t une nouvelle valeur 0—t + dt et calculons l'intégrale 
JS S...dxdy dz... entre les nouvelles limites qui se 


déduisent de la condition 


42 2 2 2 
2 — m pe I Ex 


en y remplaçant t par 0, puis retranchons le premier ré- 
sultat du second; la différence égale à d.F(t) représen- 
tera la somme des valeursque prend la fonction dxdydz.… 
lorsque les variables satisfont à la condition : 


et que, dans cette équation, le paramètre t passe de t à 
t + dt. Par conséquent, d’après les premiers principes 
du calcul intégral, on pourra considérer le produit 
td.F(&) comme exprimant, dans l'intégrale 


S Ni ua 


ES MARTIN ph sù 


L 
ST 


la partie que l’on obtiendrait en faisant croître le radical 
de tà t + dt; d’ailleurs aux limites 


M ER 2 Tel Pt EE CO TE RM Tate 2 ES NT, 


correspondent {= 1, = ; donc, pour déterminer la 
valeur complète de l'intégrale cherchée, il suffit de 
prendre la somme des valeurs qu’acquiert la fonction 
td.F (rt) lorsque €, croissant par degrés infiniment pe- 
tits, passe de tr à l'infini. En résumé, si l’on fait 


a Juf f°. side rx ks 


SI 
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les limites étant déterminées par l'équation 


Et? — m° { — n° L2 — p? ee 
L 2 

ir au + 2 [ 

2 I st e? I 4 Re” dix — ? 
on aura 

1-2 mr ne n? js dei — p?zh.. fes, 
.dxdydz.… © — —©°ÛÈ—— ———— — J td F(t 

FRE #4 1 — x? — Y? de MAP DIS NA ( } 


les limites de l'intégrale multiple étant données par la 
condition 


Comme on a 
J'éd.F(t)=tF(t)— f F(t)de, 


on peut mettre l'intégrale définie proposée sous une 
forme plus simple, où il n’y a plus même de différentia- 
tions à effectuer. Pour déterminer la fonction F (+) restée 


jusqu'ici inconnue, il sufit de recourir à la formule re- 


marquable de M. Dirichlet 


Het} ion 
e a“bÿe. . DK) Flesls 
dat DOTE LA RXCRRES ——— — = 2 j 
pqr as 
y EE na De mes à + US ) 
q 


dans laquelle, comme nous l'avons vu, foutes les cons- 


‘tantes étant positives, les variables x, y, z,...., aussi 


positives, doivent satisfaire à la condition 


Ze SP y \7 Z\* & 
Q) +(5) + (2) —+ + ar 
dj. N C +4 


Pour appliquer cette formule au calcul de la fonction 


mi 
» 
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F(&), il suflit de faire 
| A — 1, 


Pre RES 
ét — CREME ? Pa P—=Q—=T—= ... = 2; 


on obtient ainsi aies te à cause de 
I pee 
L il tre UT à 
es 2 


et en appelant y le nombre des variables, 


et par conséquent 


: Vr) | 
S = at POV EME 
£— n°? et 


en effectuant la diférentiation indiquée, on aura 


4 Ju 
(#2 — 1)2 Nate Tears 
) 


le VE ME ere 


£—"m? Ê — n° 


Le cas où les quantités m1, n, p,... sont égales entre 
elles doit être remârqué ; on a alors 


1—m°(x pos 2 PE 
SJ Jets. —e _. a 1 


L 
FF) pro dt 
= (1 — Im) =—— s 


sl r- ae (e2 Len m7 44 


7” 
CA 
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En posant 
LE — 1 —(t? — m°)sin°u, 


1l vient successivement 


1 — mn? Sin ?u 1 — m° 
ES D — mm = ———, 
COS ?« cos ?u 
sin ? 4 sin «du 
t?— 1 —=(1 — 7?) Hdi (1m) 
 AOGOBSTH Cos °u 
sinuduV” à — m? sin°u 
Ë Lim) —— \, 
cos 4u 1 
; I 
dt t?— 17, \2 I — — 
LACS Énen pS  1 E AN 2 nv sin ? ü, 
(t2—m?) Lim == mt 


SD [ sinv—"udu V/ 1 —m? sin’. 
[e) 


Si y est impair, l'intégrale sera réductible aux transcen- 
danies elliptiques de première et de seconde espèce; et si » 
est pair, elle pourra s'exprimer par des logarithmes. Il ne 
sera pas inutile de montrer comment s'opère cette réduc- 


# 


tion. On a identiquement, en posant V/1—m°sin°u— À, 


. Se Là a L . — . 
sin * = ‘udun—sin" SuduA A sine hu cos u SC — om?sinu COSAduA; 
2m 


d'où 
T TT rh 
à FENTE FEES ha Mer dE 13 
sin" udus— | sin" "udua— -— J AST(Y— 4)sin""" ucos?udu — sin 4 
O O0 REC O0 } L 
7 | 5 | 
2 2 
Vi = 
ile sin" uduA — À sin" Sudua + — ip sin” ‘ad 
372 Jo 


y 3 É y— 3 ‘2 : 4 2 
SV C'sin? —SuduA — — J sin" ‘uduA. 
3m? 3 Jo L 
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Cette équation donne, en posant, pour abréger, 


F 


2 “Ea Ren 
Aÿt —|. sin”! uduV/1— msinu, 
(e) 


A L_ (Fur éd Qu | I mt à PP 
y? 


Ar 2 y n°? 


1°, Si vest impair, on a 


21N? — 1] 1 — m? 


= E A, = I F;; 
As E,, 3m? E + 3m? ? 


en partant de ces valeurs, on calculera facilement A;, 
Âë Je. 


2°, Si y est pair, les termes initiaux de la série seront 
Via 
1 2 
A; —# sin udu V1 —m? sin’, 
0 
FT 


2 
A3 —ÿ} sinuduV” 1— m° sin?z. 


Pour déterminer ces deux intégrales, posons 


COŒu = ZT. 


La première se change immédiatement en 


I SEUL 
2 
dx V7 + æ?, 
0 


21 BE Om Vin 
il dim +ne = n | 


[e) 


: I— n° 
en faisant ———— — n°. Or,ona 
m 


ù LS AT 2 PB uN 
far + — RE e + l(e+ Ve EE); 


t 
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donc 


?I DR | a OT 
fever ler: +! fear 


2 72 


= fi mu: RU) 
“ 2 m CV i1—m 


La seconde intégrale se transforme successivement en 


T 


9 . 

À; = | sin w (1— cos’u) du V1 me sin u— À, — m [. zdzVr +2, 
O O0 
mais l'intégration par parties donne 


fee Up ASE | 


donc 


m | QE PA Are e ta sh (£ — ra), 
o HE 


n° 4 SM 1 I 
à (us Fe D BE 
3 er 7) A Fe Zn A; Te 
et enfin 
re 3m°—1 | (rt) Gr +1) NES 
8 m° 8m? 1-72 


Les deux prémiers termes de la série étant connus, on 
calculera facilement les suivants. 
Dans le cas particulier où m— 0, on aura 
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ei par suite 


[ff dx dydz.…. a ME 
J'AI fee ann en fo Hi\ 


Dans cette intégrale Îles variables sont positives et satis- 
font à la condition 


I A 


MAIRAN Ta EUR 


129. La méthode de réduction qui précède peut être 
PRE sous la forme générale suivante. FU AUS 
° que l'intégrale proposée soit 


S= SJJ ... dxdy di. F(x,7,2,..) F[f(a, 7, 3,.)1; 
2° que les y variables x, y, z,..., positives, pour plus de 


simplicité, doivent toujours satisfaire à la condition 


pa 7, 2) Co; 


3° que la fonction f(x, y, z,...) soit de telle nature 

qu'elle prenne des valeurs déterminées et connues £,, T, 
uand on fera | 

q 


L— f — Z.+, — O0; Du n0; 
4° que de plus l'intégrale 
OR arr die, et), 
prise entre les limites 
DM ME ne Ur 10 (TS TONER 


soit connue et égale à F (4): 
ASE | 19 


ES AS EU L 
ne frs HE ANTONIO TC CL ES TRS EN ; — D Eos ÿ> 
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50 qu’enfin la seconde condition 
LR TRS 
n'étant pas contradictoire avec la première 


ef Yhasstle) 0, 


ee 


en faisant varier { depuis £, jusqu’à T, on reproduise tous 
les systèmes de valeurs x, y, z,..., satisfaisant à la pre- 
mière , On aura 


Ce théorème deviendra évident si on répète, sur ce cas 
général, les raisonnements déjà développés sur un exem- 
ple particulier. 

Pour premier exemple, considérons l’intégrale 


dans laquelle les quantités p, q, r,..…., «, 6, y, sont des 
constantes positives quelconques; a, b, c,... des cons- 
tantes moindres que l'unité; 727 une constante positive 


plus grande que r; et x, y,... des variables qui peuvent 
recevoir toutes les valeurs positives compatibles avec la 
condition 

2h ES SUN SE + RES n 12 


Si l’on fait 


ÉEA 1—Ax — by CT. 


1 — 2 pe ae QUE 


Lr... 


f{e) = 
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f{t)= SJ S.. dr dy dz.. xp, 
les limites étant déterminées par la condition 
(En — a )x* + (em — b)y° UN VS Fe Em 7, 
ou 
CL NB CE 4 © 
Le \ F{5— +... < mn 
V im, V CEE = 
Em — a. En — b 


on aura 


D 
S = | tdf(e); 
I 
puis, par le théorème de M. Dirichlet, 


P q Fr 


= 
tony. Se 


et par conséquent 


DRE Na fan DEN e gym EN NP He FA 
ER ER) r(e)r(t)r(?) 
ma) Kem—&) Km c ay V0 Ness 0 


Si les constantes a, b, c.…, sont égales entre elles, on trou- 


q r 


vera, en posant, pour abréger, {”"—à6, LE fines Mae #, 
æ Y 


(a 


de dy de" Je Elfe a, | 


Y— a (2° hip at + 0 m 
(ze +y+a +...) È 


P q Qi 
(Pre) LE 
\ 6 Bm(O— ;)k-x 
Ut) ra La 4. mm ( er 


A aCy.. .T(#) 


10%". 


(0 — aÿts 


L2 
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Si dans cette dernière a est nul, le second membre se 
réduit à 


CFE f (0 — r)t1d0 
I 


j j 


b k re 
en posant 
CRE 
3 

l'intégrale se transforme en 

I 1 r Ci — 1\r (4) 

SFR m 
2e An (1 — 5) dr ZE ; 
I 
0 T'A+i: En) 


donc 


Jff ALT be ST PTE m \ ) 
: AS CR. PER. DB DE I CONS UND M RE TE 
; eat r(i—i+l4ts.) 


CR te GE k m oc 


La condition aux limites est toujours 


PT 7 


Cette dernière équation se déduit immédiatement du 
théorème plus général (n° 123) démontré d’abord par 
M. Liouville. 

Pour donner un exemple numérique , prenons l’inté- 
grale 


î — (x + y +2 +...) 
CT oh LT TD 
RS 


Se ff: déty ds. À \: NET EAP EN 


dans laquelle les » variables sont positives et assujetties à 


/ 


203 
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vérifier la condition 


me op ER 


On peut évidemment la mettre sous la forme 


4 UD SHEN) RSETneS 
CL ares Mince 


X, Y, Z,... devant satisfaire à la condition 


nr ER REEE 


En employant la formule générale on obtient 


[ gai — 6} — TELE, 


on trouve 
y y 
y # =— 1 
B ve t ant FPE va ve UT dE 
É AT 2 =Z=— — — 
1+é DAV 2 EN PAR 


y I I y 
LS | — — 


LES Ent Er 
=: /f CE CN) PNR: CRE EU OUT RPC CRETE 
2 0 2. oO 


| y T\ I 
E sente + 
I ä 2 } \ 2 
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donc 


AE RE) 0) 
LE A 


De cette équation, jointe à la relation connue 


2 N 
ffasar Vue F ae At 
Fee ANS 


ff far gra ES ef re, 


ere) 
5) n] 0 2 2 2 2 
H J dr dy dd! Da Pt PU à L (: à), 
1 (x +2 ++) 16 4 
130. Pour mieux faire connaître les ressources nouvelles 


que ces procédés ingénieux ont créées à l’analyse, repre- 
nons encore, avec M. Catalan, l'intégrale d'ordre n, 


Se fa dde, 


et supposons que les limites des intégrations soient déter- 


minées par la condition 


Cats PU DRE RTE ro 


en supposant, 1° que les variables ne reçoivent que des 
valeurs positives ; 2° que de plusles constantes , a, b, c,.… 
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sont inégales et telles que l’on ait 
NAME 2 UN EPSCS LE" 


Pour effectuer l'intégration, substituons aux variables 
TL, VrZ,-.., 1 nouvelles variables À, pe, v,..., liées aux 
premières par les équations 


x? y? z? 
À — a? PC TDEUET COLA 


Mn ste D ue MN 0 la 


Lorsque n — 3, ces équations sont celles qui servent à 
passer d’un système d’axes rectangulaires à un système 
de coordonnées elliptiques. 

Pour déterminer les limites de ces nouvelles variables, 
il faudra assigner aux anciennes des valeurs arbitraires 
satisfaisant à la condition 


puis, en désignant par X? la valeur positive et plus petite 
que l'unité que prend alors le premier membre, résoudre 
l'équation 

x? sde 72 


ae he a nie fn s-slare En A nt LE 
ter NEA ES HSE : 


Les n racines de cette équation seront les valeurs de 
X?, ?, y?,..., correspondantes aux valeurs choisies pour 
T2, 2e OU pan ex etnple, MR EPSTSeR ST EE 
sont les coordonnées rectangulaires d’un point compris 
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dans l’ellipsoïde représenté par l’équation 


x? LE du 7? 
PERLE TOME LAN D EP RATER 


les trois racines de l’équation en # seront les carrés des 
coordonnées elliptiques de ce point, ou les carrés des pa- 
ramètres des trois surfaces orthogonales qui s’y croisent. 
On prouve facilement que l'équation en t a ses racines 
réelles (*) et inégales ; et l’on démontre ainsi la possibilité 


(*: Ev effet, si, comme on Fa supposé, les constantes a, b, c,... satis- 


font la condition a > b © c,..., il suflit de poser successivement dans 
l'équation 


x? Dé z° 


HAN pa PR, RE Poe ut R°= 0, 
LR, AP NUE MER EN PER ere, 

£« désignant une quantité positive et infiniment petite; puis d'observer 
les signes que prend le premier membre de cette équation pour affirmer 
que les limites des racines à°, u?, »”,... de cette équation sont a° et b*, 
Part Eu co. Si à la place de k? on avait mis + k°, les limites des 
racines eussent été — œ et a?, a* et b?,... b° et c°.... Pour démontrer 
la réalité des racines de cette équation, M. Plana a suivi une autre marche 
qui consiste à poser 


t—a+6V/—i; 


par cette substitution l'équation proposée se décompose dans les deux sui- 
vanutes 


Æ° (47,4) x (a4eb"), 2° (a — c°) NE 

(x — a) +6: (RENE (a — ere la 
x°?6 7?6 z°6 

(aa) +6? Cu PURE cf PA (x — c°?} + 2 te. —O. 


Or la seconde exige évidemment que l’on ait 6 — o, c’est-à-dire que la 
racine t soit réelle. La première de ces méthodes, comme l’a fait obser- 
ver M. Liouville, parait se prêter difficilement aux équations transcen- 
dantes , ou, ce qui revient au même, au cas où le premier membre, de- 
venu une série convergente, renferme un nombre infini de termes ; on a 
en effet besoin, pour l’'employer, de savoir, à priori, que l'équation dont 
on s'occupe n’a jamais plus de n racines. [l faudra donc recourir à l’arti- 
fice ingénieux de M. Plana sile nombre » est infini; l'équation peut alors. 
se mettre sous la forme 


he 


| 


= sh 
pre UE 
L — 


R ! 
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du système de transformations de coordonnées employé 
ici. On sait de plus que les racines À?, n°, v?,... de cette 
même équation satisfont à la condition 


ADAM 7 0 MMOR IUAS 


rm, 


En faisant 
t— a+ eV, 


on irouve 
$ m(a—ma— 61), 
à (x — A, CC mr 
d’où l’on déduit 
x? (x — a) *va 
= k° CZ ———————— [e) 
(a— a} + € ME ea) et 


Or la seconde de ces équations est absurde, à moins que Pon n'ait 6 —0, 
c'est-à-dire à moins que la racine t soit réelle. Donc l’équation proposée 
n'a pas de racines imaginaires. Pour prouver qu'elle n’a pas non plus de 
racines égales, il suihira d’ailleurs d'observer que l'existence d’une ra- 
cine réelle multiple entraînerait celle de l'équation absurde 


x? 


TEApr 


La démonstration précédente s'étend d'elle-même au cas où l'équation 
donnée deviendrait 


9 


x? 


2 it 


{ — a 


f (à) étant non plus une simple constante, mais une fonction telle que la 
quantité 
J(a +) 


À — B° LÆT, 


À et B désignant des quantités réelles : cette équation n’aurait alors ni 
racines imaginaires ni racines égales, 

On peut conclure de ce que nous venons de dire que si F (#} est une 
fonction algébrique ou transcendante décomposable en facteurs simples 
sous la forme 


II 


où *, a, b,c,... désignent des constantes réelles quelconques, et me, n, p..…., 


se réduise à la forme 
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ce qui apprend que chacune des nouvelles variables, à 
l’exception de À, sera comprise entre deux termes consé- 
cutifs de la suite a, b, c,..... Afin de savoir si ces deux 


des exposants positifs, l’équation 


r’aura ni racines imaginaires, ui racines égales, tant que la fonction /(t} 
remplira la condition dont on a parlé ci-dessus; cela résulte de ce que la 


FAC À 
(0) est égale à 


fonction F (0) 


m n P 


l— a t—b t—c 
Posons, par exemple, 
g(t) = cost, 
puis 
f(t) ts 
ou 
f(t)=a+ bte, 
a et b étant deux constantes réelles , nous formerons les deux équations 
tangi = —a, tangt — — a — b’t, 
que les géomètres ont déjà considérées et dont les racines sont nécessai- 
rement réelles et inégales. 
En prenant f (t) — 0, l'équation 
F” (6) 
reve 10 
F(+) 
se réduit à 
E'(e 
Ho — 0, 
F (1) 


et par conséquent lorsque F (1 a la forme indiquée plus haut, l'équation 


F" (+) 
——— —=( 
F (1) 
a toutes ses racines réelles et inégales. De là il est aisé de conclure que 


l'équation F’(r) a aussi toutes ses racines réelles , quoiqu’elle puisse avoir 
des racines multiples. 
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termes sont les limites de l'intégrale correspondante à 
cette nouvelle variable, recourons aux valeurs de x*, 
y°, z°,...., en fonction de }?, p?, v?,...., valeurs qui, 
d’après la méthode d'élimination de M. Binet, sont don- 


nées par les équations 


(a? — x?) (a? —w?)(a? —»).. 


PETER EN ORNE JU 
TC PAPE EX De 
(b?— a)(b? — ce?) 


(ce? — »)(c2— p2){(e2 — 2), .. 


D EE = 0. 


(c?— a?)(c? — b?)... 


LA ES 


VAN 


=), 


En posant dans ces équations 
27 DRE NRA, Se 0) 


auquel cas À — 0, on trouve 


20, Li ar ir tal = 0; 
ce qui donne À — 1, il vient 
Pr AU 1 NES mers LE 


les valeurs limites de À sont donc keta. On prouverait 
de la même manière que les valeurs limites de a sont a 
et D, etc., et par conséquent, pour embrasser tous les élé- 
ments de l’intégrale S, on doit attribuer à chacune des 
variables À, u, v,..., toutes les valeurs comprises entre 
les deux constantes qui comprennent entre elles cette 
même variable. 
Cela posé, puisqu’en désignant par À, la fraction 

(a? — g?) (ue? — 51) (2 — FR Le 


CT re AE) ! 


on aura, en vertu des formules qui serventau changement 


\ 
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de variables indépendantes 
dx d'ydz. s COR AUE Tes . da du dy. . VA, À y A,, 


on aura 


k nb fc 12 
s=f | J Ne ACL Re DE à «NY NA 
a Ja Jb d 4 V : 


D'un autre côté, si l’on applique à l'intégrale S, prise 


sous la première forme, la formule de M: Dirichlet, on 
trouve 


donc 


ok pb fe —_———— 
l Î ...AadA,pdu.vdr... Anar, ER 
a 


nu) AVE 
En 4e 

y VA ie a?)(A? — b?) (4? Res) ti 
uns 


Cette formule est susceptible de simplification : en eftet, 
toutes les différences telles que À? — x? se trouvent évi- 
demment élevées au carré sous le radical du premier 
membre; on aura dès-lors, sans ambiguité de signes et 
sans imaginaires , 


té : P(x21-4y2) 
TÉ \ tie .. Ad). mdu.vdr.….. A og 
VD,D,D, 


P indiquant un produit de facteurs de même forme que 
celui qui suit cette caractéristique, tandis que, en dési- 
gnant par m la constante qui dans la suite a, b, c,... 
occupe le même rang que o dans la suite À, 4, v,..., 
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D; représente le produit 
(et — c2) (Da — 02) (c2 — 67)... (1 — o2)(o2 — mr)(oe — n?)(o2 — pt)... (ot — #), 
Si la dernière constante #? était nulle, alors le facteur 
oc — 1° de D,, se réduisant à o?, détruit le facteur © qui 


se trouve hors du radical sous le signe d'intégration , et 
l’on a 


a rb c PA 2 
f Î [ .. :dAGe Ar. l. re ps?) 
V CS À VD,D,D, 


\ 


D, étant égal à 
(a? — e?Xb? — rc? — a). ..(P— No? — m°}(e°— p?). ’ :(40 + s2) 


En prenant dans cette formule 7 — 3 et caleulant 
T()au moyen de l’équation bien connue 


Te +1) = #r (x), 


qui donne successivement 


on retombe sur l'intégrale triple donnée d’abord par 


M. Lamé. 
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Leçon supplémentaire sur le passage du réel à l’imaginaire dans la re- 
cherche des intégrales définies. — Détermination de quelques intégrales 
particulières. 


131. En exposant le procédé si ingénieux appliqué par 
M.Lejeune-Dirichlet à la réduction de certaines intégrales 
multiples, nous avons été forcés de recourir à une formule 
très-remarquable donnée d’abord par Euler, et démontrée 
depuis rigoureusement par Poisson. La démonstration de 
Poisson, longue et difhicile, s'appuie sur l'intégration 
d’un système d'équations simultanées, ce qui est réelle- 
ment un chemin détourné. Pour remédier à cet incon- 
vénient et ne pas renvoyer à la seconde partie du Calcul 
intégral la recherche d’une intégrale définie, nous avons 
été amenés à exposer avec quelques détaiis, dans une 
leçon supplémentaire, deux des Mémoires de M. Cauchy; 
ce sont peut-être les plus remarquables et les moins con- 
nus. L’un, ayant pour titre : Mémoire sur les intégrales 
définies, fait partie des volumes de l’Académie des 
Sciences ; l’autre sous le titre : Recherche d'une formule 
générale qui fournit la valeur de la plupart des inté- 
grales définies connues et celle d’un grand nombre 
d'autres, a été inséré dans les Annales de M. Gergonne, 
iomes XVI et XVII. On trouvera d’ailleurs dans cette 
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lecon, et les vraies bases du passage du réel à l’imaginaire, 
et un procédé très-ingénieux et très-général pour la dé- 
termination d’une multitude d’intégrales définies. 

Soit F(z) une fonction quelconque de la variable z, et 
supposons que z soit lui-même une fonction de deux au- 
tres variables x et y, les dérivées de l'intégrale f F(z)dz 
prises tour à tour par rapport à + et à y seront respecti- 
vement 


F(z) HAT F(z)D;:z, F(2 ; 


dz dz 
ITR UAZ. 
dy ( ) vi 
La dérivée du second ordre de cette même intégrale, prise 
par rapport aux deux variables x et y, sera ou 


D, F{2)D;z, 


\ 


Ou 
D... F(z)D,z, 


et l’on aura par conséquent 
D,.F(JD7= D..F (z)D,z. 


On veut vérifier directement cette équation en effectuant 
les différentiations indiquées : elle est identique ou sub- 
siste quelle que soit la fonction de x et de y: que l’on 
prenne pour z ; elle subsistera si l’on suppose cette fonc- 
uon en partie réelle et en partie imaginaire. Ainsi, par 
exemple , si & et v désignent deux fonctions réelles quel- 
conques de x et de y, on pourra faire 


APN OR R VERTE 
alors, si l’on suppose 


F (u ce p Ver) =UÙU + VUE 
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du do PO 6 de 
D tee —— = PS — — V nl Q, 
dx dx dy dy + 
a bphy nu ei ES 6: 
dx dx dy dy 


l'équation 
D,.F(z) D,z = D,.. F(z) D,z 
deviendra 


DRE ARE ES PAL . 
dy "3 dy RUE HAS 


et se partagera nécessairement en deux autres 


dP__dQ dR 4 

de Vedc+ sdrettadr? 
On peut encore vérifier immédiatement ces deux équa- 
ions en différentiant; elles renferment toute la théorie 
du passage du réel à l'imaginaire. Il ne reste plus qu’à 
indiquer la manière de s’en servir. Multiplions les deux 
membres par dx dy, elles deviendront 


dxd,P = dyd.Q, dzd,R = dyd,s. T 
Si maintenant on intègre par rapport à xetày, entre 
les limites x, X, Yo, Y, l’une des intégrations s’eflec- 
tuera toujours ; et si l’on désigne par P;., P;, R,., R;, 
Que Qx; Sr Sx les valeurs des fonctions P, Q, R, S 


correspondantes à x,, X ouYy,, Ÿ, on aura 


: X x Y V 
J.. Pydx — sf P, dx Jo. Qx dy AA Q, dy, 
€ Oo 


pus dx — "R, JE : à can 240 ROUE 
Xo To v Yo 
en supposant toutefois qu'entre les limites des intégra- 
tions les fonctions P, Q, KR, S conservent toujours une 
valeur déterminée. 
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Si l’on fait 
PRO, (NZ: Yo OM AET, 


et si l’on représente par p et r, g et s les valeurs que 
prennent les fonctions P et R pour ÿ —0, Q et S pour 
x = 0, il viendra 


TL. T. ty 2Y. 
J Par — | Tite = J Qdr— | qdy, 
d'A nn : 0 0 s 
: x » STAR 
J “Rdr = [ rde = [ Sdy — | sdy. 
0 0 0 0 


432. 1° Application. u—x, v=7y; on aura 


U + Vi = Ex + We), 
L du du de dv 


FR nd dx — » He, |? 
Pl OV, MY, SU 
Si l’on fait de plus 
F(a)=w, F(yV—i)=U+ PV —i, 
on aura 


PEN NN OT =OAEsS EU, 


et par suite 


1! Udzx — f mde= f” Vdy —f° Vdr, 
ovale Ur — [” Udy. 


Ces deux équations peuvent être remplacées par la seule 


formule 
IRC LA ur 7 fr (x)dx 
= | f F(e+rVi)& f? F(rW—1) dr| 


ESUTT, 20* 
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Exemple : Faisons 
LES 1 

F (z) = AN : 
on aura 
U = exe écos2xr, 
V=—= —er è* sin2ry, 

A # 

= EAN = RTE 0. 


et par suite 


è 


 T Oÿ # : 
+. | + | 45, 2 a | 
el J e + cos 2xy dx — e7* fe er sinaaydy = f° ee dr, 


(9) 


7 


= x x | 
er f eT* sin 2xYdx + 6e d es” cos2xydy — J er dy. 
qi. ‘Oo oO 


Si l’on suppose infinie la seconde des limites x, les deux 
+ 


quantités 
Lu 


FORT y 
Cl {; ; el Sin2zydy, € Ne el” cos2xydy, 


s’'évanouiront , et l’on aura simplement , en faisant y = a, 


32 (ee) 


44 


1 nl 

/ ee + 

J e—% sin 2axdx — e—Ÿ J e dx. 
’ (0) 


0 


î 
2 es Fr 
eT 5 cos 2axdx — et [ SUR = er, 
«7.0 


2e “Application. “u—=ux, V—xy; a étant une, 
quantité constante, on aura 
UV 1 F (ax + xy Vs 1), 
du dv du dv 


En re 


an 2 ge 6 ape 2 


P—aU—Vy, Q——Vz, R—=Uy+aVv, S = Ur. 


Si l’on fait de plus 
Fr) = IR OR, 
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on aura 
DÉPIT RO MRT == O0, PS0) A 0: 


à moins que k ne soit infini. Cela posé, on aura 
Es | x x n2 
a de Udr—7 | Vdr—a | wdr = — x f Vdy, 
O (e] Oo / O 


2 LC 1X ” 
r | Udr +a | Vdr=x | Udr. 
o O / O 


Ces deux équations peuvent être remplacées par l’équa- 
tion unique 


(a+yV/—1) j F(ar+ay/—1)dx —a | F(ax) dx 
HO 0 
More, Lt 4 
=2V =) F (ax + y V/—1)dr; 
O 
on pourra encore donner à ces deux équations la forme 
D : À. ua [va + a? fi d 
ER ol s ————— — 9 
1F Udx = lrS. Y É sà PORT 2 wdx, 


[var —— La [ua Mg. [va f: d 
— ALT. 
RC on pet peu OT Pair ie ONE SET A 


Si la valeur extrème de x est telle que les deux quantités 
xU, xV s’évanouissent quel que soit y, on aura 


4 É à 
L Pub a | Vdy = 0, 
(9) o 


et par suite 


En faisant y— b, ces deux équations pourront être rem- 
20,. 


Se 
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placées par l'équation unique 


æ 


(a = bV/—i) JE [ (ee cu bV/ 31 )x|dx — [] UE (ax)dzx. 


Dans un grand nombre de cas, Ü et V s’évanouiront par 
la supposition x — œ; on aura alors 


En Led is RE os) 
(a HOUSE Pr ) J F | (a LT À PAR Ja ldæ = J F(x)dx: 
O 


e/ O 


Si dans ces équations on suppose 
F(x) — “HT AE DS 


n étant un nombre réel quelconque, on aura 


F [(a Sr bV/—i)x] == (a + bV/ 1 jrs f (ax + bxV/— 1), 
et en posant 


a —TCOS«, — r Siné, 


EE bV/—: = à (cos + + Ve sin6), 
BU er ilcne de (an nl 


et par conséquent 


4) Heu YA Lr (cosæ LV MEN Cx| dx 


oO 
‘ (e2 
Cosn4 -— V/ —:i sinzzx Fe 
Æ — fl 201 f (x) da. 


[0] 


On a d’ailleurs a? + b°—7?, œ—arctang 


b 
2° cette nota- 


| 


tion désignant toujours le plus petit des arcs qui a 


pour tangente; et si l’on fait 


f\r(cos x LA ein 5 )x | — LC  PADIR * 
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cette dernière équation équivaut aux deux suivantes 


Re ES | Le 1G0 
| 1 aride es) J 2 flo)dr, 
0 TJ 0 
(a? nr b?}? 
1 = ? 100 
[ Va! dx = — A Lo itr)dr: 
J/ o TJ 0 
(a? + b:} 


1°" Exemple : Posons  f(x)=—eT*, il viendra 
100 RUE 
[ at eus (cos bx + V/—1 sin bx) dx 
Oo 


cosre —V/ — 1 sinnx f® ONE 
— PR TU Le 


re 


O 
FETE ‘COS 24 FPE ETS 
at teT a cos bxdx = - APTE Edo) 
y O0 7 O 
(+ Ep 
AOC | EUR sin 724 RNA TEE 
x"Tte Ta sin bx dr = = — axe dx. 
O LUS (o 
(a? + 62)? 


Si l’on observe que l'intégrale 
és 


J Adieu 
0 


est précisément celle que nous avons désignée par la no- 
tation l'(n), la première de ces équations deviendra 


je en 

— enaV’—ir An 

J APTE (a Hoi jxdx— D à AI ES EU | 
O0 

en faisant «a — 0 on aurait 


7 
ES ArCHARS OS 0 à 
; 


et remplaçant alors 7 par a, on aura 


cest précisément la formule d'Euler: elle équivaut aux 
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deux équations 


az 
de J 7 
J COS CRT = r'(a), 
(e) ba 
. ar 
, ,SIn K 
J a sin bxdr — (a). 
0 LNpe : 


En posant dans la formule d’'Euler x = (y +6), a = !, 


et ayant égard aux équations 


on irouvera 
f co er + 2b6,) Tr — ve dci e Ü De PU, 
Du Le B ” 
C’est la seconde formule employée par M. Dirichlet 
(n° 124). 


2% Exemple:Si l'on faisait f(x) —=e" +, on aurait 


f (ax + bxV/—1 )— ebrzr (az te)s [cos2bx (ax + c)— V/—1 sin2bx(ax + c) P 


U— (+6) cosabr(ax + c), 
V—— dr Grte) sin 2bx (ax + 0), 
Lo +) CO 
SN sg 2 COS 71œ “2 PTÈR - ; 
î ar els Tan PV cos dx (ur 6) dr = 2 f + ee dre 
oO ï Le) 
(a+ 0 
3@ : 10 
PA sin?x GA # 
art ele (ar +} sin 2 bx (ax + c) dx = —— e GP ai de 
0 Jo 
(a? + 6?) 


133. Nous ne pousserons pas plus loin l'application de ces 
principes. Passons à la recherche de la formule générale 
qui fournit la valeur d’un très-grand nombre d’intégrales 
définies. 

Supposons que la fonction 


F (x Hiy Wir) 
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re : 0 2h ] 1 + 40 
s'évanouisse, 1° pour æ — + œ, quelquesoit y ; 2° pour 
y = %, quel que soit x, et conserve une valeur unique et 


déterminée pour toutes les valeurs de x et de y renfer- 
mées entre les limites 


D ID D ee GO NATION | — 
si après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires 


2 : I AE 
de l'équation Fa) — 0, on désigne par Zi, Ts, Lis. :.. 


celles de ces racines dans lesquelles le coeflicient de” —1: 


est positif, et par F,, F,, F,,..... les valeurs que re- 
çcoivent les produits 


eF(x, +e), eF(xr, + e), eF(z3 + :),.. 


2 


lorsque £ se réduit à o; alors, comme nous l’avons vu, en 
posant 


ALES 27 (F, + EF, + BF RE ALEST 


on trouvera 


r A 
[ Ptdr "4: 
LP De 


Comme cette formule fournit les valeurs d’une multitude 
d'intégrales définies , il ne sera pas inutile d'en donner 
une démonstration directe. Elle se déduit très-facilement 
d’un théorème que nous allons établir en peu de mots. 
Si l’on désigne par F(x) une fonction telle que l’expres- 
sion F(x + y V/—1) s’évanouisse, 1° pour X = + 
quel que soit y; 2° pour y — œ quel que soit x, et de- 
meure toujours finie et continue entre les limites 


T——®) L—®D; Y —0, 7 —DS; 


et si de plus on nomme F la limite vers laquelle con- 
verge le produit x F(x), tandis que la valeur numérique 


s +0 
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de x devient infiniment grande, on aura 
100 
1 Ffrhdre RU te 
— 


Démonstration. Pour établir ce théorème, nous cher- 
cherons d’abord la valeur de l’intégrale 


On a généralement 


D,Flx Vi) = VE Dr y) 


et si l’on intègre les deux membres de l’équation précé- 
dente, par rapport à x et à y, entre les limites 


X=—X, x—=+X; y —0, y —, 


on en tirera 
D he D,F ( (et yV/— 1 )dy de = Vi à ue ae (x + yrV 1 )dx dy M ÿ 
O0 « 
puis, en ayant égard à la condition F (x +- œV/=r )—=0, 


free =- Ka fit FX + y Mi) x +7 V—i)| DM 


ne attribue à la quantité X une valeur 
très-grande, on aura successivement 


X+yV—1)F F(X+yV/—:) )=(—x L'y V1) (— X + »V/—1) = 


et par suite 


DURE VD IE RER 0 ! 
RE VA 

F | 

EL X + pr) — Eee no 2 | 
LR QT AO | 
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d’où 


EX | m0 I 
CET = 
d —ÀX J 0 Le” X—y = 


ss Xd ns 
— — Fl/— ff” à , PERS PCR 


XA ra y 


Cette dernière équation deviendra rigoureuse si l'on pose 
X — «, et l’on aura 


[ F (x) dl —=—Vvx À LE RE 


—— © 
Observons, toutefois, que si l'intégrale définie 


des ŸF (x) dx 


7 © 


est du nombre de celles dont la valeur générale est indé- 
terminée, la formule qui précède fournira seulement 
celle des valeurs particulières de l’intégrale que nous 
avons désignée sous le nom de valeur principale. 

Corollaire 1°". Lorsque la quantité désignée par F 
s’'évanouit, l'intégrale proposée n’admet qu’une seule va- 
leur qui se réduit à zéro, en sorte qu'on a 


Hu _ F(a)dr= 0. 


Aïnsi , par exemple, si l’on prend 


F( )— car 1e" TA __ COS ax SE Pa fEET sin ax ere 
À 1) Mn EE El — UE EME 
1x? 1 +- x? 1+- x? ? 


on trouvera 


* cos ax + —1 Sin 4x LIT dx 
| ll = 6e € = 
LEE Ga 1 + x? _œo I1+%+? 


\ 
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et par suite 


© cosax Ni OT 
dx eee | a ns HET 
— %X I1+x? J —ao I1+x? 


à © ; 
Sin 4x 
J dx — 0: 
J— © 1—+ +? 


Corollaire 2°, Si l’on désigne par F(x), F(x) deux 
fonctions qui, considérées isolément, ne vérifient pas les 
conditions énoncées dans le théorème, mais dont la dif- 
férence F(x) — F(x) satisfasse aux conditions dont il 
s’agit ; alors, en représentant par F et F les limites vers 
lesquelles convergent les produits xF (x), x F{x), tan- 
dis que la valeur numérique de la variable x croît de plus 
en plus, on aura évidemment 


fl “ [F (x) — F(x)\ax — r(F—F) JV os 


et par suite 
def | LAS 
f F(ads =] F(x)dx + r(F—F)V/—1. 
 — y — 


Les intégrales comprises dans cette dernière formule, 
doivent encore être réduites à leurs valeurs principales. 
Si la quantité F s’évanouit, on aura simplement 


100 f° C9 Nr 
Î ENRIOTE Î F(x)dxz +xF Vase 
— © — © 


Coroëlaire 3"°. Supposons que l'expression 


F(x+yV—1) 
s'évanouisse toujours, 1° pour x — E ®, quel que soit y; 
° pour y = ®, quel que soit +, mais devienne infinie 
pour un ou plusieurs systèmes de valeurs positives ou 
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négatives de x et de valeurs nulles ou positives de y. 
à © 
Alors, pour déterminer l'intégrale ‘ . F(x)dx, à l’aide 
— © 
de la formule donnée, il suffira de trouver une fraction 
rationnelle de x telle que la différence F(x) — F(x) 
remplisse les conditions énoncées dans le théorème. Con- 
sidérons d’abord le cas où l'expression F (x + y VA) 
devient infinie pour x = a, y — b, b représentant une 
Quantité positive ou nulle. Faïsons, pour abréger, 


a+ b We — Li, 


et désignons par F, la limite vers laquelle converge le 
produit (x — x,)F (x), tandis que le facteur x = x: 
converge vers zéro : la différence 


Pen Pins) E(me Fe 


T— XL; TL — ZX, 


obtiendra en général une valéur finie pour x — x,; et si 


— 0, la racine x, est 


À ; k I 
entre les racines de l’équation É 
bE 


la seule dans laquelle le coefficient de V/—r1 soit positif, 
cette différence remplira les conditions énoncées dans le 
théorème. On pourra donc prendre 
F, F, 
F (x) nn L 


LT — x; w ae RTS Vs, 


Cela posé, on trouve, 1° #— F,; 
2°, Si b est nul, 
fa +X Fdr /X— a\° 


Cp see 4 lim / ERA lim ; | Kore à) = 


XD EE à 
et si best posiüf, 


k F X F, L. Dnite b GES Lx A PESTE 
F(x) dx = lim ik é EP EE pe F, Î =— Ke Ps = 5 EF VS 
Le») t rite a + bn: < —ao(r— a) + b? 
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on aura donc, si b est nul, 
Res x) dx gr, LCR 


si b est positif, 


1 © | LE 

J F{x)da = CE VAE. 
10) - 

Si b devenait négatif, on devrait prendre F(x) = 0, et 

l’on aurait, en conséquence, 


[ es (x) dx — 


134. Pour établir les formules qui précèdent, nous avons 
supposé que leproduit(x — x;) F(x)convergeait vers une 
limite finie F,, tandis que le facieur x— x, s’approchait 
indéfiniment de o. Supposons maintenant que ce produit 
ait une limite infinie, et que dans la suite 


(c—2)F(x), (x — x }F(x),..., (x —x;)"K(x), 


le terme (x—x,})" F(x) soit le premier qui ait une limite 
finie ; alors, si l’on pose 


(x un DAS FN UE) ONE —" f' (5) +. 
(x Er DE mx m 
A )(æ,) + (x — x) g(x), 


la fonction p(x) conservera, en général, une valeur finie 
pour X — x, ei remplira la condition énoncée dans le 
théorème. Comme on aura d’ailleurs 


Ver n ( 
/ / îf Mr I 1.2 (x—x,)" 2 
ati ee J 


1,2.3...(m—1)x—x," 
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il est clair qu'on pourra prendre 
F'(&:) Ù f(x) ï 
\m— tr ÉE m—2 
1  (T— x) 1.2 (x—x;) 


(a) 2 


1.2.3...(m—1)x—x, 


ni (x) 3 


— ,,, 
Lie 


En adoptant cette valeur de F{x), on trouvera 


DRE DE TAN 
__ 1.2.3...(m— 1) 


et par conséquent l'équation 


1 CEE x) dx + 7 (F —F,)/—i; 


continuera de subsister pourvu que l’on suppose 


Sn AE LE Me bu à VS 
PE 1.2.3...(m— 1) = lim 1.2.3... (mi — 1) D, (x 4) Etre 


On trouvera encore dans cette hypothèse, 1° lorsque 6 
étant nul, les expressions 


vof) un fe) re, 
se réduiront toutes à zéro, 


© 
[ HR dre 0 
— 


2° lorsque, à étant nul, quelques-unes des mêmes ex- 
pressions obtiendront des valeurs différentes de réro, 


co 
J PIRE; 
— 


3° lorsque b sera positif, 


Ier Biel La 
— © 


318 | CALCUL INTÉGRAL. 


Par suite, les formules 
Eu Fixldre 78, V/—1 ou Lis æ)dx = 27E,V/ —1 


subsisteront si la racine de l équation —— —:0 est une ra- 


FC x) 
cine imaginaire dans laquelle le coefficient de V/—1 soit 
positif, ou une racine réelle pour laquelle les expressions 
ir Cr TR) es évanvnissent. 

Si dans la racine x1, le coeficient de V”—1 était néga- 
üf, on retrouverait la formule 


Ji (2) Gr 2260! 


Si l'équation —— — o admettait plusieurs racines à, 


Fa) 
Los X3se - , alors, pour obtenir la valeur de F(x) propre 
à remplir les conditions prescrites, il sufhirait d'ajouter en- 
semble les valeurs de F(x) correspondantes à ces di- 
verses racines. 

135. Les formules qui précèdent réduisent la détermi- 
nation (les intégrales qu’elles renferment à la recherche 


> , . L 
des radnes de l'équation —— — 0. 


F(x) 


Ji RE (œ)drt= 


| 
peut d’allleurs, si l’on veut, être remplacée par la sui- 


La formule 


| nt FÉCRMEUTE 5) di 7 Ae 
— 2 


vante 


| 


| 
Supposons , pour fixer les idées, qu’on ait 


| Fa)= e(.xl) 3 (a). (a) 
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p(u), x (P), (mm), 7. désignant des fonctions ration- 
nelles des variables u, v, w,..., et u, v,w,..., f(x) 
représentant des fonctions de x qui restent complétement 
déterminées dans le.cas même où , après avoir remplacé x 
par æ+y V/—1, on attribue à x.une valeur réelle quel- 
conque,; et à y une valeur réelle positive. Concevons 
d’ailleurs que la fonction f(x) ne devienne jamais infinie 
pour aucune valeur finie, réelle ou imaginaire, de la va- 


1 à e 17 ° I 
riable x; pour obtenir les racines de l'équation FG) 0, 
: T 


il faudra d’abord chercher celles des équations 


dans lesquelles les fonctions @ (u), x (v), d(w),... sont, 
par hypothèse, rationnelles. Supposons ces mêmes équa- 
tions résolues, et soit 2 + k V/— r une de leurs racines, 
on n'aura plus à résoudre que des équations de la forme 


u—h+AV/—x, PR CE Ve EE 


chacune d’elles fournira une seule racine, dont il sera fa- 
cile de fixer la valeur, si l’on a pris pour u, v, w,.. quel- 
ques-unes des fonctions : 


LA 


Leur, eh 1 (+ ù), 


1{r sing +. (rcos0 — x) V/— 1], 


r et s étant des quantités positives et 0 un arc compris 
entre les limites o et tr. En effet, en posant , pour abréger, 


- h 
e=(A +#Æ}, & — arc lang 7? 
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on trouvera pour 

1+ x VV —1 
1—-@ Love 


pour 


2pC08® +(1— p?) V/—x. 
EE EEE RE UC AN à 


= RE AV 
AVR 1 + 2p sin w + p? 


I(r—xV Fr) ht AV, 
æ — — eh sin # + (eh cos # — r) V/— 1; 
pour 


RE) =, 


o) 


’ — 


 ehsin# — (eh cosk — 1) MN, ee 


et ainsi du reste. 
Si l’on prenait pour u, v, w,... quelques-unes des 
fonctions 
sinbx, cosbæ, ex, et* Ke 1 ee+iv— x, 
1 + rez Vi), 1 (x = rebx Vi). a, 


a, b désignant des quantités quelconques, et r un nom- 
bre inférieur à l’unité, chacune des équations 


eu) Pb 


aurait une infinité de racines. Aïnsi, par exemple, en 
représentant par #7 un nombre entier quelconque, on 
trouverait, pour sin bx = 0, 


ni" 0; ze, 4) 2= +; 
pour cos bx = 0, 
The de PT M Eire 
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pour € = h + k VS, 


ie. ere. ann |; 


ls + (IT °V 27 
ARE CRETE. us 


Alors la somme désignée par À se composerait, en géné- 
ral, d’une infinité de termes, et par conséquent l’inté- 


SFr) E(— ZX 
grale jh (z) HE ae dx se trouverait représentée 
O 


par la somme d’une série infinie. 

136. En ayant égard aux diverses remarques que l’on 
vient de faire, 0: nine des équations fondamentales une 
 mulütude de formules générales propres à la détermina- 
tion des intégrales définies : nous nous contenterons d'en 
citer quelques-unes. En désignant par r une quantité po- 
sitive, et par m7 un nombre entier, on établira sans diffi- 
culté les formules générales 


oser re 
; 2 
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TE) 2 1 


r O0 F(x) 
—- —— dr =2%0 
Ÿ, — ce (r me: TR : 
Rfrhie peter 27) GE Fri) 
: ET ie 2 PR NUE RON 
Cr (+ ARE 1 FR C'(/n) dr®Ti 


Soit maintenant o(x) unefonction rationnelle de la va- 
riable x, et concevons qu'après avoir calculé les diverses 


. : 4 I 
racines de l’équation a 


(x) 
k + kV Tr” 


l’une quelconque de celles dans lesquelles le coefficient de 


— 0, on représente par 


Vi est positif. Soient de plus 7 le nombre des racines 
égales à À + Rk V1, € une quantité infiniment petite, 
et H,, K, deux quantités réelles déterminées par la for- 
mule 


ONG D" [ag(t + AV 4 0] 


I 
ARE AN 
qui deviendra simplement 
H + K Dr — 10 (h + EV—1 + e), 
si une seule racine est égale à 2 + & 4/5. 
Soit enfin f(x) une fonction telle que l'équation 
I 
f(x) 


n’admette point de racines dans lesquelles le coefficient 


= Q 


de V/—1 soit positif, ou du moins qui ne produise dans 
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la valeur de À que des termes dont la somme se réduise 
à 0; on tirera de l’équation 


©o 


Î F(x)dx ni À? 
y —©@ 


PA HA) 


Se 
— — J (x) f(x)dr—(Kn_:-Hyr) f (A + AV —: ) + (Km_- He) 
275 — CN ; 


SH WW ar En) VE) 


-2.8...{m — 1) L 


les expressions K — HV/—1, K, — H,V/—1,..., de- 
vant être réduites à moitié quand la quantité k devient 
nulle. Ainsi, par exemple, a, b, r désignant toujours 
des quantités "positives, 4 - k V/—r une -des racines 
inégales de l'équation 

È 


Æ] 


manie 


w et p Ce que nous avons déjà vu, on aura 


UE Den en SAMU LAS 


= © 


Co + F eee ER Sen 
É se 'p(x)dr = 2% [(K—H (PCEAT ) ebz (cos bA + Va sin bh) +... lb 


— 


nm © 


7 (re 3 Jo (x)de= —25[(R 1H 5) kr por MR 


RU 0 SE Re en Lean re Née) eee nt Ne NE ENS 


Chacune de ces formules se décomposera en deux équa- 
uons réelles, lorsqu'on égalera séparément à o et les 
parties réelles des deux membres, et les parties multi- 
pliées par V/—:i. En opérant ainsi, et prenant pour p(x) 
une fonction réelle, on obtiendra une multitude de for- 


mules parmi lesquelles nous citerons les suivantes : 
DL; 
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“ 27 + | | FT ll 
210 (x)dx — a=1 } 2 (ee si AN | 4 $ 
[ (x) T Se te [+ cos (1 (24) sin(r ER à paie 
r © 
J cosbro(x)dr — 
— do 


— 2% [ (Kcosbh + Hsinbh)jek +... |, 


Co 
[sin bxp(x) dx — — 27 [(Ksin bh —H cos bh)e # +. .... 1: 


PEN Rene 2 0e vlo nee es se. en 8% ete 0,31. 7e lof 18 01 07e 


“es... + es CLeio enr.e 


Si maintenant Ôôn attribue aux fonctions F(x), f(x), 
p(x), ou bien aux constantes a, b,r,.... des valeurs 
particulières, on déduira des formules générales la plu- 
part des intégrales définies connues , et une infinité 
d’autres nouvelles. En voici seulement quelques-unes : 


1 rat dr F7 Pr tdx 
TN S +3 Z 7 CotAar, 
0 1 + T Sin az 


OLA 
I I 
a — — 
D radx xt dx 7% ax 
us — — — — lang —, 
Jo &?—1 UT 5 2 
LL en à 
0 F1 4 
Fe xtdx ær4T! sin aû 
— = — orme 
Jo X'+92rrcos0 +r sin&r sSinÿ 


, AT 
#0 j d'" sec — 
DA F A 
TR orme mines 
Jo 1-+ x? ACTA" 
Ver rdz # Es tax 7 
COS bX ——— —— er, SIN Dr —— — et, 
é 0 X? + 7° 2 o À gen mm EAN 0. 
Ée rdx UE : CRT xdx 
COS br ——— =, sin.br, SIN DT — — —cosbr, 
10 Æ? — 7 2 og 2 — 7? 2 
Sin EE F *sinbx r’dx 7 E 
—— dx = —, ROME Re RE e ie 
o 18 AUTRE LOC SU 2. 


437. Nous avons vu que lorsquela fonction E(x+yVv— 1) 
s'évanouit pour Æ — Ho, quel que soit y, et pour 
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y = + æ, quel que soit x, on a À — 0. Alors si l’équa- 
. { L2 L] # rt L2 
tion "Ye D o a une infinité de racines, la formule 
L 


À = o renferme un nombre infini de termes, et peut 
être appliquée à la sommation des séries. Ainsi, par 
exemple, si l’on prend successivement 


cos 7x Sin 7x 


F(x) = 9 (x) 


F(x) = @(x) 


sin rx" sin rx”? 

r désignant un nombre entier inférieur à æ, et (x) une 
fraction rationnelle dans laquelle le numéraieur soit d’un 
degré plus petit que le dénominateur, on déterminera 
immédiatement , à l’aide de l’équation A — o, les sommes 
des séries 


g(1)+p(—1) 


+p(o)— cos 27 —etc., 


cos Tr + Re 


ae, e(r)—@(—1) sinr + ?(2)—e(—2) sin DT — etc. 
2 2. 
Si l’on fait d’ailleurs 


sm) uen onarcir 


—_— , 


m étant un nombre entier quelconque, l'arc s restera en- 
tièrement arbitraire, et ces séries deviendront 


\ : CE (> Ent 
+?(0) + es cos FPE 
LE Fes Am sins + FÉES ins etc. 


Enfin si l’on pose s — 0, la première de ces séries sera 
réduite à 


CORPS 0 PPO TE Era) 


ET AC Eur 2 2 


+ etc.; 
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en attribuant à © (x) la valeur particulière 


(] | E 


? (x) = 


ni RE pa ? 
on obtiendra la formule connue 


I I s° I La 1 A L si F t 
PEU sad PRE 7 NET RE COLT US: 
QU? u—1  u—4{  u—9 2u 
Si après avoir multiplié les deux membres de cette der- 
nière équation par 2udu, on l’intègre par rapport à u, 


et à partir de u — 0, on trouvera 


sin z4 


] 


4 u? LA DAN 
= ](1 — 4? Î +) NET te. 
ms ÿ @) + +i(i ARR 


LE 


ou, ce qui revient au même, 
; u? k u? 
Lsin ru = x + lu+1(r =w)+( rt) JE 1{ + )+, 


et par suite 


SIN 74 u (x u?) Ci a) I Fa 
Nru = # — 2e SE PPT 
4 ( 5) 


Si l’on pose maintenant u —!, on obtiendra la formule 


de Wallis 


On peut démontrer cettedernière formule comme il suit : 
nous avons trouvé (n° 42) 


TT 


LA 11940 ta 
Sin xx = 2 — ; 
0 TON ON de 2 


{m—i)r 


sin 2m dx == 
I 
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DIS 


eten posant 2 —n,u, — ul sin"ædx, on aura 


Rs DE 
U ZE, — 
ep UE URSS VUS 


ARS à, 6 n 
Un ETS F PQ Pme ee y re 

22 4 06 "4. : 72 x 
On a d’ailleurs, pour toutes les valeurs de x comprises 


F 
entre o et so 


TF 


‘T 2 
sin Y) >"SmiTET, Î sin“rdr > f sin" #Fixdx où us >>Unyr) 
9  O 


et par conséquent 


2 


2 
ne 


He 
Bi 


On a, par la même raison, 


Un “sal Ungr f, 
et par suite 


f 6 ñ ha 
5 


T > AE À, 
Re a tement 


donc si l’on pose, pour abréger, 


p2 ñ 

MR DATE At . np ie se 7. R 

1 3 à ñn-+H1: 
[3 é n +) 7 
7 se trouvera compris entre À et À ——-—A Co + } 
2 LE 1 +1 


c’est-à-dire entre deux quantités sensiblement égales 
entre elles quand 7 est très-grand; on aura donc, en pas- 
sant à la limite, 


4 6 
ne 


F 2 
2. I 
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138. Il est enfin une autre formule très-générale démon- 
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trée aussi par M. Cauchy, et qu'il importe de rappeler en 
finissant. Désignons par z une variable imaginaire dont r 
soit le module ét ? l’argument; par F(z) une fonction 
qui reste finie et continue ainsi que sa dérivée F”(z) pour 
toute valeur du module r inférieure à une certaine li- 
mite donnée R. Supposons de plus que r, restant constant, 
la fonction F(z) soit une fonction périodique qui re- 
prenne pour {= «+2 la valeur qu’elle avait pour 
= 2.)On aura | 


ET Ve D 
D,F(z)=F'(2)D,z= F'{z)etV 1, 
D,F(z) —F'(z) D;z —F(z}re! PCT PORN 
et par suite 


I 


D,F(z) = ———— 
(2) 7 


D,F (z). 

Les deux membres de cette dernière équation ayant cha- 
cun une valeur finie et déterminée pour toute valeur der 
plus petite que R, si on les multiplie par drdt et qu'on 
intègre entre les limites o et 7, «et « + 27, on trouvera 


‘a+ 27 Qu | Are dr 2X—+ 27 
fes de | dE()= | 5 [7 4K() 


V 0 6 A er n 


Pa 


Or 


1e Es) = F(:) © Fo), 
O 
et, en vertu de l'hypothèse admise, 


ji de L'oUR (z) — F(re(x + 27) 21) F(reaT1) NUE) 


ou & 


donc 


L & 


‘a+ 27 
[°"-"&TF() — F(o)] = o, 
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À x+2T «+27 
F(o) / dt = 2#F(0) — L F(:) dt ; 
L 4 C4 
et enfin 
I 227 I ES re Pre 
RE ef F()dt=— | F(retV” —1)dt. 
( ) 27 d'u ( ) 27 d'u ! À 
Si l’on fait « — 0, on trouvera 
AN D ee —— 
(a) F (0) = — | F (retV/—1 )dt ; 
; 27 J/0 
Si 4 — — 27, 1] viendra 
: I ‘0 = / — 1 327 CE 
F(o)=— fre mi)dt= — — | Fre—iV= )dr 
La d — 27 27 (e 
EL V2 ME. 
= — F(re—t47—3 dt 
2% J 0 | 


La formule (a) subsiste donc quand on y change £ en — 1. 
Si dans cette même formule on pose F(z) = f(x +2), 
x étant une nouvelle variable indépendante de z, on 
aura F(o) — f(x), et par suite 


‘27 


f(x) = — ile ret V1) dt 


27 


Il résulte de cette dernière formule que toute fonction 
qui reste continuc, ainsi que sa dérivée, entre certaines 
limites, peut être représentée entre ces limites par une 
intégrale définie, renfermant, sous le signe f la même 
fonction. 


Exemple: 1°. F(z) = 


5 Pour toute valeur du mo- 


dule r plus petite que l’unité, on aura 


TU AT dt ] 27 dt 
F (a) = I — RUE US Pr PRE TR ne V1 NA UT UE : SIT 7 CEA de 
27/0 1- TER 2% 1-7 coSt- rsintl — | 


1 [27 dé(r — Tr COS £ +- rSint V4) 


PES 2 


2# J0 Lt — 27COSE + 7° 
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d’où 


qe I—7rcost + rsintV/—1 
a 


O0 I — 27 COS É <- 7? 


Cette équation équivaut aux deux suivantes : 


RÉRNE 7 COSE 27 r sin édt 
NT ire te On RAR PUS LOU AE Pure ht) 
o 1—27COSÉ—+7" o I1—27COSt +7? 


2°. F(z) —1(1 — 2); on aura F'(z) — TA fonc- 


tion et sa dérivée seront continues pour toute valeur du 
module r inférieure à l’unité. On a 


2 r (cost SAN Ver sint ), 
et en posant 

1— 3 —= p(cos6 + 1/1 sing), 
il viendra 

eCOSO — 1 — r cost, psin0 = — rsiné, 
p A CE —2rcost +r?, (1 —z)—=1r + CA VA LS 

et ces diverses équations sufliront à prouver que la fonc- 
tion F(z) et sa dérivée reprendront la même valeur 


quand t passera de la valeur & à la valeur à + 27; cette 
fonction satisfera donc aux conditions énoncées: on aura 


2 Re 
NU Ne es f "al — retV/—1) dt — 0, 
O 
et, en changeant t en — #, 


Ja 1(« — re tV—i) dt — 0. 


(0) 


Le 


Si l’on ajoute ces deux équations, en observant que 


ee" CAN HE Ê e ° Ê 
etV/—1 + e-iVet;=) 0 cost, "les imaginaires dispa- 


-" 
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raissent , et'il vient 
27 
| I(1 — 2rcost + r?)dt = o. 
y © 


Cette formule suppose, comme nous l'avons dit, que 7 
est plus petitque 1. Sir est plus grand que 1, l'intégrale du. 
premier membre est égale à 4r1r. On a, en effet , 


27 12 
à l{r- 2rcos t + r°)dt — [° rate [7 C —— a=P cost 5 de 
y 6 v O0 
Or 


‘2x 927 { > Tr 
[rat =4rir, J L(1—? cost + | —o, 
y O GC \ ' 4 72 
« L 
puisque — <T 1; donc 
; 


27 
fs L(1 — 2r cost + r°)dt = Arr. 
y 0 


3°, F(2) — eur — çar cos t+V/ rar sin £ 
— ebcost[cos (b sint) + V/—1 sin(bsine) |, 
en posant ar — b. On aura , pour toutes les valeur finies 


de rou‘de à, 


27 
J €?! cos(b sin £) dt = 2%, 
Oo 


ou 


ka | 
| é°%$t sin (b sin é)dt — 0. 
y O0 


| nr dore to 
pra ne rip à si p Mo \i 
| F\TS sl 


A: Last 


À x tn (à ji _ ist ñ 


A; 4 AAETEE 


Ÿ 


LÉ U LME O HN Gn 
DT NU ra 


“hi 


+ 


DS) SAS 
er re 
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SECONDE PARTIE. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


VINGT-DEUXIÈME LECON. 


Principes géneraux. — Equations différentielles du premier ordre. 
— Intégration immédiate. 


139. On nomme équations différentielles celles qui 
établissent des relations entre une variable indépen- 
dante x, des fonctions y et z de cette variable, et les 
différentielles de ces fonctions ou leurs dérivées des di- 
vers ordres. L'ordre de la plus haute dérivée qui se trouve 
comprise dans une équation différentielle, sert à fixer ce 
qu'on appelle l’ordre de cetie même équation. Une équa- 
tion différentielle du premier ordre, entre la variable x 
et les fonctions y, z,..., renferme seulement avec 
X, Y, 2,..., les dérivées du premier ordre 


À dy : dz 
Ph muet 5 


LE Cv . 
dx 


— = a 


Cela posé, intégrer des équations différentielles, c’est 
trouver les fonctions qu’elles déterminent, ou du moins 
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des équations nouvelles qui ne renferment que la varia- 
ble et les fonctions dont il s’agit. Ces équations nouvelles 
se nomment intégrales. 


Sous la dénomination d'équation différentielle du 
premier ordre à deux variables, on comprend générale- 
ment ioute équation de la forme 


#1 dy” 
ff TX, Vo Se) TE UO 
\ dx 


: : dy 
L4 : Es x ur Le / 
Résolue par rapport à la fonction dérivée J >, Ou >, cette 


équation fournit pour cette dérivée une ou plusieurs va- 


leurs de la forme 5 Si à (x, 7): si l’on suppose d’ailleurs 


M 
N , 


f(x, y) = — 


Met N désignant deux fonctions nouvelles de x et de y, 


M9 . dy a ps = ‘e : : 
l'équation _ — f(x, y), mulüupliée par N, deviendra 
Nes om ou MN ap à 
dx 


140.11 importe d'abord de se faire une idée exacte de la 
signification d’une équation diflérentielle donnée, de la 
relation qu'une semblable équation établit entre les va- 
riables. 

Analytiquement, cette équation a pour eflet d’expri- 
mer le coefficient différentiel ou les dérivées en fonction 
des deux variables, de fournir la valeur de la dérivée 
correspondant à des valeurs données de x et de y, et le 
problème de l'intégration consiste à chercher une fouc- 
tion de y et de x qui, différentiée et résolue par rapport 


d ë, 3 * y, Cou Were 
à St reproduise l'expression donnée f(x, y). Considérée 
FA à 
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Lé ’ 


géométriquement, l’équation différentielle donne la tan- 
gente trigonométrique de l’angle que fait avec l’axe des x 
la tangente menée à un point quelconque d’une courbe 
inconnue. Intégrer c’est construire la courbe ou la déter- 
miner au moins par son équation. Nous prouverons plus 
tard analytiquement et rigoureusement que l'intégrale 
d’une équation quelconque du premier ordre à deux va- 
riables existe, et qu’on peut en obtenir des valeurs aussi 
approchées que l'on voudra; quelques considérations 
géométriques mettent aussi cette existence hors de doute. 
Prenons l’équation différentielle sous la forme 


et regardons x et y comme deux ordonnées rectangu- 
laires, en donnant à x et y deux valeurs arbitraires @ 
et b, c’est-à-dire en prenant arbitrairement un premier 
point M dont les coordonnées seront 


OP NE EE de RU 
on aura 


dy 11 


He — f(a, b), 


puis où mènera la ligne MT qui fasse avec l’axe des x 
un angle dont la tangente soit égale à f(a, b); cette 
droite MT sera une première tangente à la courbe cher- 
chée. Comme une courbe et la tangente coïncident sensi- 
blement dans les environs du point de contact, on pourra 
regarder le point M, situé à une très-petite distance de M 
sur la ligne MT, comme appartenant à la courbe, de 
sorte que l’on aura les coordonnées 


mia, = dl je NÉS r, 


d’un autre de ses points ; à l’aide de ces deux coordonnées 
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dy 
dx 
conde tangente, puis un troisième point, etc. On arrivera 
donc de cette manière à un polygone qui, à mesure 
qu'on multipliera ses côtés, différera d'autant moins 
d’une courbe déterminée dont l’équation sera l'intégrale 
de l’équation différentielle proposée. Mais cette construc- 
tion prouve aussi qu'une équation différentielle du pre- 
mier ordre appartient à une infinité de courbes, puisqu'on 
peut prendre le premier point où l’on voudra. En effet, 
suivant la position arbitraire que l’on attribuera à ce 
premier point, les courbes construites seront modifiées 
non-seulement dans ieur position, mais même en géné- 
ral dans leur forme; néanmoins elles auront toutes un 
caractère commun dont la nature est exprimée par lé- 
quation différentielle proposée. Aïnsi cette équation dif 
férentielle exprime une propriété commune à une infi- 
nité de courbes que l’on peut concevoir tracées sur ‘un 
plan; cette propriété détermine l'inclinaison de la tan- 


et de l'équation - — f(x,7), on déterminera une se- 


gente dans un point quelconque en fonction des coordon- 
nées de ce point, et donne le moyen de construire la 
courbe lorsque l’on connaît un de ses points. On peut 
remarquer d’ailleurs que le choix de l’une quelconque de 
ces lignes dépend d’une seule quantité, arbitraire ; il suf- 
fira, par exemple, de fixer la valeur de y correspondant 
ATEN. 

141. On peut, en vertu de ce qui précède, concevoir 
ce que doit être l'équation primitive ou l'intégrale de 
l'équation différentielle proposée. Cette intégrale, si l’on 
veut qu’elle ait la même généralité que l’équation diffé- 
rentielle, doit convenir à l’une quelconque des courbes 
que l’on peut construire à l’aide de cette équation. Dès 
lors il faut, 1° qu'elle contienne une constante arbitraire 
différente des constantes qui peuvent se trouver dans l’é- 
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quation différentielle proposée, ou dans l'expression ana- 
lytique de la propriété commune à toutes les courbes. 
L'indétermination de la constante donnera à l'intégrale 
la généralité nécessaire en permettant de la faire coïnci- 
der avec l’une quelconque des courbes en question , et de 
représenter par conséquent le système entier de ces cour- 
bes. 2° Il faut que cette équation primitive satisfasse à 
l'équation différentielle proposée, c'est-à-dire que les va- 


| d Ÿ / En à APS 
leurs de y et de — tirées de l'équation primitive et de 


sa différentielle, substituées dans l'équation donnée, la 
rendent identique; ou, ce qui revient au même, il faut 
qu’en éliminant la constante arbitraire entre l’équation 
primitive et sa différentielle, on retrouve l'équation pro- 
posée. 

De cette possibilité évidente d'éliminer une constante 
quelconque Centre une équation F(x, y, €) = 0, et sa 
différentielle 

dE dE 


— d — dy = 0, 
dot PNR ET s 


de manière à arriver à une équation 


entiérement indépendante de cette constante, on aurait 
pu conclure, à priori, et sans recourir à aucune considé- 
ration géométrique, qu'une équation différentielle con- 
vient à une infinité d'équations primitives qui ne dif- 
fèrent les unes des autres que par les valeurs assignées à 
une certaine constante, et que par conséquent l intégrale 
de l'équation primitive d’une équation différentielle don- 
née doit, pour avoir toute sa généralité, renfermer une 
constante arbitraire dont on puisse disposer à volonté. 
LAPS 02 


8% 
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Cela posé, l'équation primitive qui contient une cons- 
tante arbitraire à laquelle on n’a pas donné de valeurs 
particulières, s'appelle l'intégrale générale de l'équation 
différentielle proposée. À chaque valeur de la constante 
répond une intégrale nouvelle que nous nommerons inté- 
grale particulière. Maïs quelquefois il arrive qu’une 
équation primitive verilie l’équation différentielle don- 
née, sans qu’on puisse la déduire de l’intégrale générale 
en attribuant à la constante une valeur numérique parti- 
culière, et qu’elle soit telle qu’on ne puisse la rattacher à 
l'intégrale générale qu’en détournant la constante de sa 
signification numérique naturelle, pour lui donner une 
valeur variable ou pour la remplacer par une fonction 
de x et dey; ces équations primitives reçoivent alors le 
nom d’intégrales ou de solutions singulières. Nous nous 
occuperons d’abord de la recherche de l’intégrale générale 
en faisant connaitre les principales méthodes à l’aide des- 
quelles on y parvient dans certains cas. 
142. Reprenons l'équation 


Mdx + Ndy = o. 


Il peut arriver que lon reconnaisse immédiatement 
dans le premier membre la différentielle exacte d’une 
certaine fonction u = F(x, y), de telle sorte que l’é- 
quation proposée puisse se mettre sous la forme 


du = df(a, y) = 0 
dans ce cas il est évident que l'intégrale générale sera 
aie fu NE 6: 
Exemples : 
1% Max + Ndy — xdy + ydx — d(xy) = 0’, 


l'intégrale générale est 
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2°, Mdz+Ndy — dy — f(x)dx — al» — D “Jebér | == 


} 


l'intégrale sera 


wa. PE Fe 0, QU r= ff(ods: 


3%. Max + Ndy = (x) dx + x (y)dy 


= a| fletér+ f’atnar |= 


l'intégrale est 


1x 1 
plx)dx + | x(r)dr = C. 


V To Yo 


Dans l’équation 
pix)dx + x(y)dy 


les variables sont séparées, et l’on voit que, dans ce cas, 
l'intégration s'effectue immédiatement. 

143. Maïs l'expression Mdx + Ndy peut être la difté- 
rentielle exacte d’une fonction u = F(x, y) sans qu’on 
reconnaisse immédiatement quelle est cette fonction. 
L'intégration, dans ce cas, ést cependant sûre et facile, 
parce que l’on peut toujours déterminer la fonction w; en 
effet, on ne peut avoir identiquement 


| d d 
Mar + Ndy —@(x, y)dx + x(x, y)dy = du = ae Fo 


sans que l’on ait ù 
du du 
M = @(x, NE dx’ PAU One 
et par suite 


dM . dix, y) _dN _ dx(x, 7) 
dy is FN PDT EREE CR 
22: 
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Or, dès que la condition | 
dM AN , dx, r) __ dx(æ, r) 
dy: 2 dx? Aÿe 117 Fi 


sera remplie, on calculera facilement la fonction w eu 
procédant comme il suit. Puisque w a pour dérivée, par 
rapport à x, M ou o(x, y), on devra avoir 


‘JAN es É o(x, y) dx Fr ) 2R 


Lo 


Y désignant une fonction arbitraire de la variable y. On 
tire de cette dernière équation 


du d fx dY ‘«dp(x, y) dY 
11 A ie NT CE ET 
dy 5). de a ont 
d Lx, 7 
En substituant pour do (æ, 7) sa valeur der 7) et pour 
dy dx 
du l 
ne sa valeur y(x, y), on aura 
\ 7 dy(x, ÿ) dY 
| le FREE Mi poh F0 
PACS x) Je dx ax TE dy? 


ou en effectuant l'intégration indiquée 


dY 
al, F)= x 7) — 4% 7) de Ph 


dY Y ; 
= X(to Y) nef %(%os 7) + C: 
dy Yo 


- 


et par conséquent la valeur générale de 4 étant | 
; x CRT ; 
UE f p(z, >) dx + | X (To, FJÈC, 
« Lo Ÿ Jo 


l'intégrale générale de l'équation 


Mdx + Ndy — @(x, y)dx + y(x, y)dy = 0 
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sera 
ar à à re 
J p(x, y) dx + | (Los 7) 0 ; 
Jo 
ou 
CPE m9 
[ Mdx + J Nr de mic, 
CE To Yo 


en désignant par la notation N,, ce que devient N quand 
on y fait x — x, Si l’on avait fait d’abord 


en. x(æ, y)dr + X, 


on aurait trouvé pour l'intégrale générale 


fe xx, y)dy + IRC raide iC, 

To To 

et l’on prouvera facilement que ces deux valeurs différen- 
uées reproduisent l'équation différentielle proposée. On 
prouve aussi, à l’aide du simple raisonnement, que dans 
le cas où le binome Mdx + Ndy est une différentielle 


exacte , l'intégrale générale de l'équation 


Mdz + Ndy = 0 


est 
x& Mdx + 14 Nbr Ce SRoU J Ndr +- J MAL UC 


en désignant par N, les termes de N qui ne renferment 
pas æ, et par M, les termes de M qui ne renferment 
pas y. En eflet, tous les termes de w qui contenaient x 
ont donné, par la différentiation, des termes qui sont ve- 
nus faire partie de Mdx; on les retrouvera donc en inté- 
grant f Mdx, et, pour compléter u, c’est-à-dire pour 
avoir les termes de & qui ne renfermaient que y, il suflira 
d'intégrer la partie de Ndy qui ne renferme pas x, ou 
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ce que nous avons désigné par la notation N, dy. Le 
même raisonnement s’appliquerait à l'expression 

JS Ndy + J Mdx. 


Pour avoir dans tous les cas N,, il faut évidemment, 
de N qui est la dérivée totale de la fonction « prise par 


‘ d 
rapport à y, retrancher 2 f Mdx, ou la partie de cette 


dérivée qui provient des termes f Mdx qui renfermaient 
x; on arrive ainsi à la formule connue 


N 
= [Mdr + fs. Max ) dy. 
Exemples : 
y dx xd y 
ne > ——— = (), 
xt + y? x?+ y? ? 
on a 
ni PEUR 
Len TO ar x? — y? 
dy Les dx  (x+7} ï 
4 d, : 
“Ma = | Dr Res — arctang © — arctang —, 
Lo Lo LT + y? $$ ÿ 
Y xd | o 
HN =— | 9 — — arctang 7 =5 arctang?, 
Jo Yo T',+Y Lo Fo 


L To VA Lo 
u = arc tang— — ("are tang— —- arc tang — —- arc tang = 
4 J Lo Jo 


@ 


ou, parce que 


Lo Tr M5 
arc tang — + arctang — — -—, 
k À To 2 


T 
u — arctang— + C; 
y 
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l'intégrale cherchée sera par conséquent 
TL 
arctang - — C. 
si 


En employant la formule 
J Mar + SN de, 


on trouvera simplement pour l'intégrale cherchée 


Z 
J Max 5 afptangi > C. 
4 


Toutes les fois que l’équation différentielle proposée 
se réduit à l’une des formules 


Die, Pidri nr NA) 0, 
p(x) dx + x(x, y)dy = 


et plus généralement toutes les fois qu’elle ne renfermera 
pas de termes en x seul, ou en y seul, son intégrale se ré- 
duira à 


J Mdr = Jo(x, y)dx =C, 


ou 
J'Ndy = Je, r)de = C; 
dx ac d dx — xd 
D Entre SEE LE 
T T TL 2 
ou 


È A eee He de À 42 or LE Je, 
T 


FETE Sr 


on a 
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en intégrant par parties, on trouve 
éraeee.  S anr 
: xd 24 2 J xV/am4 FE 4 
mais en posant 
Dent. Auf 
et en substituant x à z, on trouvera facilement que l’ex- 


k + dx É 6 
pression J ——— est égale à 
aV/ x2+ 7e 


Nr Er) 
DER æ | 


d’ailleurs 


ï : * dy I 
ne CON dE = 
1 27 7 J Den J sn ur Y 


L'intégrale générale de l'équation proposée sera donc 


Le DEN RER Le 1 re a ir 
21? 24? 2 EN & ; 


I 
AT ed 
+h 
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Intégration par substitution. — Intégration par le moyen d’un facteur. 


144. L'intégration par substitution consiste à remplacer 
la variable y ou x par une nouvelle variable z tellement 
choisie, que l’on obtienne, entre x et z ou y et z, une 
équation dont le premier membre soit une différentielle 
immédiate, ou qu’on puisse facilement intégrer par une 
autre méthode. 


Exemples : 
‘où 
17 dy + f (2) de LTkO: 
x 
posons : 
L = 3 
x 
d'où 


PU trs, dy = Adz Near, 


et en substituant pour y et dy leurs valeurs, 


Îz d 
xdz + \z + f(2)| de 7f2 ee AY =] te 


cette équation se décompose en deux autres, 


02e [PERRET 
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et par conséquent on la vérifie, soit en posant 


ANUS 
l Fat 
Ne 1o4 ï 24/2) GC 


soit en attribuant à z l’une des valeurs 


6 Z1) Zo; Zggvee 


Si l’on remet 
TL 


Am PS Ce 2 NSP mit SSIEES 


, 


désignant les diverses racines de l’équation 


z + f(z) = 


au lieu de z, on trouvera, pour les inté- 


erales de l'équation proposé 
8 q proposce, 


fine 


ur 


— +lxr = C, 


SE Lily. = 24 etc. 


La première de ces équations est l'intégrale générale de 
l'équation donnée. Quant aux valeurs de y données par 
les autres équations , elies seront, ou des intégrales par- 


üiculières, ou des intégrales HRBUNÈES 


AD: 


OU 


et posant 


on trouve 


et par suite 


aydz 


a?z? + aû Sie 


y dy + jar df (y) 
1202 + a a? 2 
d 
2 e : d(xr) 07) 
x? y? +a a 
Hit ds, 
der) ladz Nr AT 
df(y) [A0 _ adz ‘| 
+, ST — — pv 
a x Ie puy 
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équation que l’on vérifie, soit en posant y = 0, soit en 


posant 
vd f( Z 
J dF(Y) —— arc tang — == €, 
Ÿ a 
«dx 
“he bydx — == NOrars 
ou 
3 4 ee 
a dx a dx 
-(bdx — ady) — dibæx — ay) — : 
rdc ar) rame Al HÂFSNT EUR 
en posant 
’ bx — ay — az, 
l’équation qui précède devient 
3 
a° dx 
bxdz — azdz = —— ; 
x 
faisons encore 
a? ds 
zdz Que 3 
: 
il viendra 
‘ds dx d.xs 
bxdz — ete HS) M 
US ds, xS 
ou enfin, en posant 
9 bdz æ dv 
SDS RP EN, UE eh 0, 
$ $ p? 


Puisque s est exprimée en fonction de z par l'équation 


a? ds 


# ; 

les variables z et v peuvent être censées séparées dans 

celte dernière équation qui est par conséquent intégrable. 
Il est du reste impossible de donner des règles géné- 

cales relatives à cette substitution. Quelquefois on laisse 


# 
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indéterminées quelques-unes des nouvelles variables in- 
troduites , se réservant, dans le cours des opérations, de 
leur donner des valeurs particulières qui facilitent la sé- 
paration des variables ou qui simplifient les équations en 
faisant évanouir un ou plusieurs termes. 


Exemple : 
dy + y F(x)dx = f(x)dx; 
posons y — zf, en substituant on aura 
zdt + tdz + ztF(x)dx = f(x)dz: 
nous pouvons disposer de z et de t de telle sorte que 
l’on ait 
tdz + ztF(x)dx = 0, où — + F(x)dx = 0. 
L’équation qui précède se réduit alors à 
ROLE (DIU SS OUR COTE f) dx. 
Z 


De l'équation 


d 
dk cal Hirldr— 0; 
z 


on tre 
en NUE d 


en subsutuant on aura 
de fe de ver as aan reine Pepe ab 
et l’intégrale cherchée sera 

y =erJ FO c + fes FO f(x)dx]. 


145. Lorsque, pour convertir le premier membre de 
l'équation Mdx + Ndy — o en une différentielle exacte, 
il suffitde le multiplier par un facteur connu v, ou, en 
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d’autres termes, lorsqu'on a identiquement 


(Max + Ndy) ee du, 


l'équation proposée peut se mettre Au la forme 


I 
Sdu = 10, 
0 


et l’on v satisfait, soit en prenant du = o, u — C, soit 


I Je € HA +2 
en prenant — —0. L’équation u — C est l'intégrale géné- 


= Le , ° ] 
rale, et les valeurs de yen x, tirées de l'équation - — 0, 


[2 


seront des intégrales particulières ou singulières. 


Exemple : 
dé zdy — ydx —= 0, 
On a 
dy dx FR 
cd—yde= a (TT) td ble 0x Perdu: 
TT of 


Rd 1 I 
Il suffit de multiplier l’équation proposée par 7 Pour 


rendre son premier membre une différentielle exacte ; 
on y satisfera donc en EE ant = il "Tr Ce 


ou, Ce qui revient au même | = CU yeCx; étidette 


dernière équation sera tbe générale cherchée; 
2° en faisant y — 0: mais cette dernière valeur ne sera 
qu'une intégrale particulière, car elle se déduit de l’in- 
tégrale générale lorsqu'on y fait € — 0. 


2% dy V/x — dx V7 20: 


Mi. (db V'x— dxV”y ) — ar tr tidus 


V'z VO LG 2. VAa 
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L'intégrale générale sera 
î —\2 
te 2(y5— x) =0C, ou y EC + V/x) ; 
la valeur y — 0, que l’on obtient en égalant à o le facteur 
I KA . r e ds ? 
= = VxV/y, sera une intégrale singulière parce qu’elle 
Ÿ 


ne peut pas se déduire de l’intégrale générale. 


DR. dy — ylydx = co. 
Le facteur propre à rendre intégrable est " , ct l'é- 
i JT 
quation se décompose en deux autres. 
| d 
EE, CE RE OR et HAT = TO. 
T7 ly 


L'intégrale générale est 
= LC) OU AIrEE, Ce, 


les valeurs y —0, y — 1, déduites de l'équation yly—o, 


sont des intégrales particulières. 


4°. Enfin, (x) x(y)dx + @:(x) x y)dr = 0; 


I ; suy CC F 
le facteut ———— sépare les variables et rend inté- 
P1 (x) x (7) 


srable. L'intégrale générale ést 


d (x) dx + Î APR ==C5 
x (7). 
les valeurs y = y1,,Y1 —=ys5 etc., Yi, Ye, Yasss étant les 
ss racines de l'équation y (y) = «, seront des i in- 
égrales particulières ou singulières. 
146. Quand on aura trouvé un premier facteur Ÿ qui 
rend intégrable le premier membre de l’équation difté- 


rentielle Mdx + Ndy — o, de sorte qu'on ait identi- 


VINGT-TROISIÈME LEÇON. 301 
quement 
e (Max + Ndy) LOU, 


on en pourra déduire une infinité d’autres qui seront 
tous de la forme vo(u), o désignant une fonction arbi- 
traire quelconque. En eflet, pour qu’un second facteur V 


jouisse de la même propriété que », il est nécessaire et il 
suflit que le produit 


V(Mdx + Ndy) — Ÿ du 


soit encore une différentielle exacte dU; or, 1° cette con- 
dition sera remplie si l’on pose 


puisque alors on vérifiera l'équation 


y 
V(Mdx + Ndy) — —du = g(ujdu —= dU, 
£ to 
en prenant 
U = J o(u)du. 


2°, Réciproquement si le nouveau facteur V rend le bi- 
nome Mdx + Ndy intégrable, il sera de la forme v9(«), 


car s1 l’on a 


V 
V(Mdr + Ndy) — Fe dual, 


on aura, en remarquant que Ü, qui est une fonction de x 
et de y, devra être considéré comme une fonction de x et 
de u, que l’on peut substituer à y, 


Or cette dernière équation se partage en deux autres, 
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l’une 
V dU 
Ne Le 
o du 6 
l’autre 
dU 
A7: 0 : 
dx $ 


et l’on tire de cette dernière 
V 
CURE — VALVE A vou) 


Il est ordinairement très-dificile de découvrir le fac- 
teur propre à rendre intégrable l'expression Mdx-+Ndy; 
toutefois, pour établir l'existence d’an semblable facteur , 
il suffit d'admettre qu'il existe pour l’équation 


M dx + Ndy = 0, 
une intégrale générale de la forme 
PE PM CT: - 


Admettons en effet cette intégrale, on en tirera € — u, 
u désignant une fonction des seules quantités x, y, puis, 
en différentiant, on trouvera 


, d , , LR] 
Il en résulte que la valeur de _ est donnée à la fois par 
TL 


les deux équations du premier degré 


M NAT du du dy a 
TS CR TE ddr 0? 


: Re L ‘ 
et si l'on élimine = entre ces deux équations, on en 
T 


“ € ro) 
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Lirera 
du du 
dx dy 
M NN 


Or cette dernière équation ne pourra être qu'une équa- 
tion identique et non pas une équation qui détermine y 
en fonction de x et d’où l’on puisse tirer y = (x); en 
effet elle doit être vérifiée, ainsi que les deux équations 


(72 
Mdr + N dy == (pr dr —- Hy dy 0, 
a 


pour y= f (x, C), et l’on devrait avoir, quel que soit €, 


g(x) re FAC? C), 


du 
é a: dx 
ce qui est absurde. Donc si l’on pose AT — P; On aura 
identiquement 
du 
dy du du 
ay — Ÿ, SRE, M, nie — oN, 
N dx dy 


du du 
> (Md. Ndy) = — dx —— dy = d 
v(Mdx + Ndy) ne AU = du, 


ë& 
et par conséquent il existe un facteur # qui, multiplié 
par l'expression Mdx + Ndy — 0, transforme cette ex- 
pression en une différentielle exacte. 
M. Paul Binet démontre rigoureusement cette propo- 
sition en procédant comme il suit. 


Puisque la valeur y — s' (x, €) vérifie Péquation 


px, y)dx + xx, y)dy = 0, 


on aura identiquement 


9(x, fjde + xx, f)df = 0, 
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en représentant, pour abréger, la fonction f(x, C) 
par f® 

Si dans cette fonction on remplace la constante € par 
une valeur variable ou fonction de x et de y, l’équation 
qui précède ne sera plus vérifiée, mais on aura identi- 
quement 


d d 
ee f)d+ x d= ele, /de+ xfe, PL 8e + fe, f) Lac. 
D'ailleurs la première partie 


\ df 
e(xs Far + ae, f) Lan 
#4 
du second membre de cette dernière équation est nullé 
parce que c’est le résultat de la substitution de la valeur 


y = f (x, C) dans l'équation 
ex, y)de + x(x, y)dy = 0; 


quand on y considère € comme constant, on aura donc 
identiquement, et quel que soit C, 


ea Jde + xt Pdf = x) Lac. 


F 
Donnons à C, dans cette équation, sa valeur u—F (Ds Y)3 
déduite de l'équation y = f(x, C}), ei remarquons que 
l'expression f(x, u) est identiquement égale à y, puisque 
si, après avoir tiré de l'équation y = f(x, C) la valeur 
u de €, on l’y substitue ensuite, l'équation résultante 
y = .f (x, u) doit être identique, de telie sorte que le 
second membre, comme le premier, se réduise à y ; on 
taouvera ainsi 


/ 


d rs 
p(x, y)dx FE x(æ, y)dr —= x(x, Ÿ) LE = x(æ Do du, 
U 
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et par suite 


ii, 
I 
Les Jde + fe dr] = du, 
d u 
x | ) $. ‘e 
LE A7) + 0 Jde = (u)de — QUE 
x(r 7) du 


Donc le facteur # — ou plus générale- 
de, ut PRESS 


du - 
ment le facteur V — sd (u), jouit de la propriété de trans- 
former l'expression différentielle Mdx + Ndy en une 
différentielle exacte. 

147. Le facteur ’, en vertu même de sa définition, 
doit être tel que l'expression #(Mdx + Ndy) devienne 
une différentielle exacte, et vérifie par conséquent l’é- 
quation 

à dMs d.Ne 
1 dx? 
d’où l’on tire, en développant, 


RE CE ea 
dy dx UNE 

Cette dernière équation, qui renferme les deux dérivées 
partielles du facteur », est presque toujours plus difficile à 
intégrer que l'équation proposée elle-même, de sorte 
qu'elle ne peut conduire à la connaissance de ce facteur 
que dans quelques cas particuliers. Supposons, par exem- 
ple, que dans cette équation mise sous la forme 


1) / dr Md\ 1 / dM GN 
o\dx Ndy]) N\dy dx)” 
le second membre soit une fonction X de x seul, il en 


Ls 
Re 
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devra être ainsi du premier. Or c’est ce qui aura lieu si, 
après avoir supposé le facteur » fonction de x seul, on posé 


dv Xax 

+ NL NP Qu : 

g | 

tel est donc, dans ce cas, le facteur qui rendra l’expres- 


sion Mdx + Ndy une différentielle exacte ; on trouve- 


Q A é Yd ° C - 
rait de même pour ? la valeur ER , si l'expression 


dE 


ON dM 
Mie de 
était une fonction Ÿ de y seul. 


Quelquefois aussi l’on parvient à déterminer le fac- 
teur # en partageant l'expression Mdx + Ndy en deux 
autres (Midx + Nidy) + (Mdx + N,dy), tellement 
choisies, que l’on ‘puisse connaître immédiatement deux 
facteurs #, et #, propres à les rendre des différentielles 
exactes en vérifiant les équations 


v(Mdx + N,dy) = du, +, (M,dx + N,dy) — du, ; 
alors en effet les facteurs 
Vi PO (ue (12) 


+ 
rendront encore ces expressions intégrables, et il sufhira 
évidemment de choisir les fonctions o,(u;), o: (uw) de 
telle sorte que l’on ait 


PAPE (AR M OM nn 


pour obtenir Île facteur # propre à rendre J’expression 
proposée MAx-+Ndy une différentielle exacte. 


Exern: pl e : 


aydx + baxdy + x"y" (ky dx + hxdy) = 0; 
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faisons 
Média 02, Me — OR A NS EDR UE 
M,dzx + N,dy = aydx + bxdy, 
M,dzx + N,dy = z"y"(hydx + kxdy), 
on pourra prendre 
1 I 
Pr — , P2 — am ti ut: ? 
on trouve en eflet alors 


I dx dy 
—(aydx (5240 EN OR E PRR | LE ES 
(arde + bad) = a + TE 298, 


Ur — 1.x Pr, 
ny À KE nr dr 18 L 
opt Ge (0 


ue Dr pe 


et les expressions 
yon a nb ; ï ( 
à (Free Css gg ES 10 er rumrera (S 


deviendront égales si, après avoir posé 


® (ay?) — aphe, Pa(añ y) — LÉ xeh, 5h 


on a 
aa —1 —=Ch—m—r, bare 6h en — 1, 
d'où 
han nh — pk an — mb 
LEFT ER Va RE DRE 
et 
nh —- krn 
ARE a 1 (à 
p—= — (xt a 4 €. 
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148. Appliquons les principes précédents à l'équation 
linéaire et à l'équation homogène du premier ordre. 

L’équation différentielle linéaire du premier or- 
dre est celle dans laquelle la variable dépendante Vs 
et sa dérivée y ne sont ni multipliées l’une par l’autre, 
ni élevées à des puissances supérieures à la première; ou 
celle qui a pour premier membre une fonction linéaire 


; dy 
des quantités y et y’ — =. La forme la plus générale 
q n4 x À dx P D 
de cette équation est 


x'e(x) + 7 x(x) + p(x) — 0, 
ou 
e(æ)dy + Crxlz) + V(x)ldr = 0. 


Si l’on pose 


elle deviendra 

dy + yF(x)dx = f(x)dx. 
Nous l’avons déjà intégrée sous cette forme, en posant 
y = Zt. On y parvient plus simplement peut-être en sup- 
posant d’abord que l’on aït f (x) = 0; l'équation réduite 
alors à dy + yF(x) dx —o, se décompose en deux autres 


d 
ALP Eire 0 


"4 


et a pour intégrale générale 


17 + J'F(æ)dx — (8h 
pr ES Gal Hi) GE 


ÿ = 0 est une intégrale particulière que l’on obtient eu 
posant C = 0. 
Faisons € — 1 et désignons par 7; l'expression 


SRB 1 CH, j 
eo JUN) ", l'intégrale générale sera alors y — Cy1. 
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. 1 7 | ‘ 
Pour revenir au cas où f (x) n'est pas nul, remplaçons 
la constante C par une nouvelle variable z que l’on 
choisira de telle sorte que la valeur 


Me té = JFG 
vérifie l'équation donnée 
dy + yF(x)dx = f(x)dz. 
Or si dans cette équation on substitue pour y la valeur 
ZY1, et si l'on remarque que 
dYÿs + Y:F(æ)dx = 0, 
puisque y, est une intégrale particulière de l'équation 


dy + yF(x)dx = 0, 
on trouvera 


vides f\x)de, 
d'où 
dz =® Le = e NEA te re 


; 
et par suite 
SHC J e LEE 
l'intégrale générale de l'équation linéaire est donc 
Mare h F(a)&] C+ 41 eJ FE) f(ode), 
comme nous l’avions déjà vu, ou simplement 
Kier- Je pe SFA rar. 
Exemples : Les équations différentielles 
dy — ydx —edx, dy + ÿdx = edx, 
ont respectivement pour intégrales générales 


Y (a+ Ce, y =Te.+ Car, 
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On pourra intégrer cette même équation linéaire en dé- 
terminant le facteur qui rende les deux membres des dif- 
férentielles exactes. Si l’on considère d’abord l'équation 


dy + YFtrhur EX 0, 


. » ‘ . J 
comme on la rend intégrable à laide du facteur v — -, 
” 
qui renferme la seule variable y, on trouve alors 


u=Vy + JrE(are IL yeu0r (née). 


En conséquence, les divers facteurs propres à rendre le 
premier membre de l’équation dy + y F(x)dx = 0 


une différentielle exacte, seront de la forme 


p@ (u) ae “alt 2.10 J F(x)dx]. 


Il est essentiel d'observer que parmi ces facteurs, il en. 
existe un qui renferme la seule variable x; savoir, celur 


que l’on obtient en posant 
pla) 2 a 2 7e JO 

et qui se réduit à eJ Fr, Ce facteur, indépendant de y, 
‘rend aussi intégrable l’équation linéaire complète 

dy + y E(x)dx = f(x)dx. 
En effet, si l’on multiplie ses deux membres par eJ FGdr, 
on trouvera 

QE dy yE (x}e SEG&ar — 0 J FE Lt (x)dx, 


ou 


dl ye J FE] e JFG (x)dz, 
FE JE) dx ford ÎF(x) dr. 
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Exemples : 
É | dy + ydx —= ca"dx, 


n étant un nombre entier : 
= CE T+ De na ti n(n-1)a" 2 n(n-2)n-1)x" + etc., 


| à 
en faisant C — 0, on aurait une intégrale particulière al- 
gébrique. 


Le (1-2 )dy, + aydx = adx; y — ar + CV/1—2. 


d | Oise à 

IT. + de les AGE, —=C(V/1+2 x) + Vi x — RL 

GA V1 2x E n°? —1 n?—1 
L’'équation 


dy + y EF(x)dx = j'(x) "T1 dx 


se ramène immédiatement à une équation linéaire, il 
sufhit pour cela de poser 


mu Re dy M A 
de Le Ne nz 
d dl 
res + F(x)dr — AE 
nz z 
dz — nF(x)zdx = — nf{x)dx, 
ni VUE = — AMOR Re 


-n 
D 


149.1 équation différentielle du premier ordre 


Mdx + Ndy = 0 


est homogène lorsque les fonctions des variables x, y, 
représentées par M et N, sont homogènes et du même 
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degré ,-en sorte qu'on ait 
\ Te 
y A 
M = x | — Nr — }; 
ME 
dans cette hypothèse, l’équation devient 


mn h 
— + £ ee dy = O, 
we :) de TL x ( ) O0 


et il suflit de la diviser parle produit x} (Z 2)r pour la ra- 


mener à la formule 


\ 


dy + f(L)& A0, 


4 


que nous avons intégrée à l’aide de la substitution y —xz. 
On peut, au reste, appliquer directement cette substitu- 
tion à l'équation 


#p(2 }ds + “(2 == 0, 


qui se décompose alors en-deux autres , savoir, 


—o, Hi [Q(e) + 2x (2) ]=0: 


dx 2) dz 
su x (2) 

æ . p(z) + zx() 
de ces deux dernières, l’une s'intègre immédiatement, et 
fournit l'intégrale générale 


Ndy 
1 C0: 1 —.C: 
sur Ve ER p(z)+zx(z) HE ln = G 


de l’autre on déduit des intégrales particulières ou des 
intégrales singulières de la forme z — m ou y = mx, 
m étant une racine de l’équation 


Q(z) + 2x(2) = 0. 
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Exemple : Supposons que M et N se réduisent à des 
fonctions homogènes du premier degré, en sorte qu’on 
ait 


M = Az + By, N — Cr + Dr. 
L'équation différentielle sera 
(Ax + By) dx + (Gr + Dr) — @, 


Si l’on fait y = xz, elle deviendra 
dx 
mi [a+ (B + C}z + LS Graeus (C + Da) de} 0% 


et se partagera en deux autres, 


Gi (C + Dz) dz 


—— mens à ne te (?) 

x A+(B+C)2+D7 s 

x [A + (B + C)z + Dz] —o. 
Soient maintenant 


C=sc+(8+ch— al, 


I 
(4 Re 
2D 


b= | — BALE CCE -AAD| 


les deux racines de l'équation 


A + (B + C)z + Dz = 0, 


à C + Dz 4 
et concevons que la fraction , étant 
Dz? 


A + (B + C)z+ 
décomposée en fractions simples , on trouve 


C + Dz k m me 
AB PO) EE DZ TT Beta a 
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les quantités m et n seront déterminées par les formules 


m+n—= i, mb+nra—=—r, 


dont la seconde peut être remplacée par l’une des sui- 


vantes : 
Le MU 
Pt Cl. VOTRE 0} api 
pee RIRE DAC 
(B + C} — {AD 
L’équation 
dx (GC + Dz)dz 


x “A+(B+C}+Dz 


sera réduite à 


dx mdz ndz 


—0 
x z D À 


et aura pour intégrale générale 
1Ix+ ml(z—a) +nl(z:— b)—=C, 
ou 
æ(z—a)"{(z— b} = C; 
en remettant pour z sa valeur ?, puis ayant égard à l’é- 
; TL 


quation m + n—1, on obtiendra l'intégrale générale 


sous la forme très-simple 
(y — ax" {y — bx} = C. 
De plus, on tirera de l'équation 
x'[A+(B+C)z+Dz]—=o 


24,2. b, Où, Ce quireyient'au méme, y 47e 
— bzx. Ces deux valeurs seront évidemment des inté- 


grales particulières, à moins que l’une des constantes 
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m, n s'évanouisse. Dans ce dernier cas, la formule 
BC — AD 
LUE Épcer en PERRET 
(B + C} — 4AD 


donnerait BC — AD — 0, et l’on en conclurait 


k désignant une nouvelle constante. Par suite, l'équation 
proposée deviendrait 


(Cx + Dy)(dy + kdx) = 0, 


et se décomposerait en deux autres, savoir, 


dy + #dx —=0, Cr +Dy=—o. 


On trouverait alors pour l'intégrale générale 


LYS RE EN C: 
C 
et la valeury = — = 


. . , 2 . CE 
D: serait une intégrale singulière , 
0 9 L] A ° . 
à moins que l on n eut identiquement 


C 

k = — D' 
150. Si l’on prenait pour M et N deux fonctions binéaires 
quelconques des variables x, y, telles que 


| Az + Br + E, 
et 


Cr + Dy + EF, 
l'équation différentielle serait 


(Ar +-By + E)dr + (Cr + Dy + F)dy 


D 
qui sera ramenée à la forme 


(AË —- B:) dE —- (CE + D ) ds FES 10, 


# 
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si l’on pose 
LE  ET— PEENS, 
£, n désignant deux nouvelles variables, et &, 6 deux 
constantes déterminées par les équations 


Aa + B + E — o, 
Ca OP AE Elo 


Or il est ioujours possiblede satisfaire à ces deux dernières 
équations par des valeurs finies des constantes «, 6, à moins 


que les quantités À, B, C, D ne remplissent la condition 
CNRS | articulier, l’équati ; 
& = ÿ — À: Dans ce cas particulier, l’équation proposée 
se réduirait à 

(Gr + Dy)(dx + Ady) + Edxr + Fdy = 0, 


et il suflirait de substituer z à Cr + Dy pour obtenir la 
transformée 


{(D— C)z +DE—CF dx +(kz +F)dz = 0, 


dans laquelle on peut séparer les variables, en divisant 
le premier membre par le polynome 


(D AGE ÉDE LICE: 


La même substitution permet d’opérer la séparation des 
variables dans toute équation de la forme 


dy = f(Cr + Dry) dx. 


Exemples: : 
I. zdx + ydy = mydx, 
O : 
1°: mr: 28 Lol PRE CUTUE 
a+ 
HER Rr Not 


V/x? NL NO NU 
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2 k Fée Me NE 
x 
Lx — r)=C— : 
/ x — y? 
3 In << 2, 0OUL ‘nil— 2006.40: 


IV/ x? — mx + y? = C— cotaarc tang ———, 
4 Y By ycosz 


13 Le xdx + ydy = xdy —'ydzx: 


IV + y? = C + arctang . 
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ÿ Sinæ 


III. xdy — ydx — deVOL Er ri C? OUT: 
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VINGT-QUATRIÈME LECON. 


Intégration par différentiation, ou par la substitution de la dérivée y” à 
la fonction inconnue 7. 


151. Lorsqu'une équationdifférentielle du premier ordre 
‘est résolue par rapport à y, et se présente sous la forme 


He Fix, ne), 


alors, pour intégrer en substituant à la fonction inconnue 
y sa dérivée y’, il suffit de différentier cetie même équa- 
tion. En opérant ainsi l’on trouvera 


x'dx = D,F(+, x") dx + D, F (x, va de, 
OÙ 
PT 0 


Cela posé, si par une méthode quelconque on parvient à 
découvrir l'intégrale générale et les intégrales singulières 
de cette dernière équation , il ne restera plus qu'à élimi- 
ner y'entre ces intégrales et l'équation donnée 


$ : 

eat CAS 
pour obtenir l'intégrale générale de celle-ci et ses inté- 
grales singulières. | 


152. Parmi les différentes formes que l onpeutatiribuer 
à la fonction F'(x, y"), il importe de distinguer celles qui 
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rendent l’équation 


[D;F (x, y')— y']dx + D,F(x, y')dy' —=0o 


linéaire et homogène. Or, pour que cette équation de- 
vienne linéaire relativement à l’inconnue y’ et à sa diffé- 
rentielle dy”, il sera d’abord nécessaire que le coefficient 
de dy’, savoir, D,,F (x, y’), se réduise- à une fonction 
f(x) de la seule variable x; en d’autres termes, il fau- 
dra que l’on ait 
De F(a 7) = fe) où dy = f (sd. 

Si l’on intègre par rapport à y’ les deux membres de 
eette équation, en effectuant l'intégration à partir de 
y’ = 0, et désignant par F(x) la valeur de F (x, y”) cor- 
respondante à une valeur nulle de y”, on trouvera 


Far) = Fr) = NE (æ), 
et par suite 
F(x, y')=F(x) + y' f(x). 


Lorsqu'on adopte cette valeur générale dé fx), la 
formule 


LD, FE (2: 7} y'\dx + D, F(x, Ye) dec 0 


se réduit effectivement à une équation différentielle li- 
néaire; mais on doit observer que, dans cette hypothèse, 
l'équation proposée, se trouvant ramenée à la suivante 


VER) EE MS (x) 


ydx = F(x)dx + f(x)dry, 


ou 


devient elle-même linéaire, et que par conséquent la 
substitution de la dérivée y” à la variable y est inutile. 
Si l’on voulait que l’équation 


[DE (en lar DEF (am) dr 0, 
ÆS {De 24 
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au lieu d’être linéaire par rapport à y’ et dy", fàt linéaire 
par rapport à x et dx, il faudrait d’abord supposer 
Dr (x, 4 ‘) réduite à une fonction f (y’) de # seule 


variable y”: on obtiendrait ainsi l'équation 

D,F(x, PURE /() 0 
puis, intégrant ses deux membres par rapport à x, à par- 
tir de æ — 0, et désignant par F(y') la valeur de 
F(x, y") qui correspond à une valeur nulle de x, on 
trouverait 


F(z, y') — F(y') = zf(r'), 
Fe y Ne Fr Ext (r 0): 


Lorsqu'on adopte cette valeur de F(x, y’), l'équation 
[De F(x, y) — y'Idr + D, F(x, y')— 


devient effectivement linéaire par rapport à x et dx. 
Cette mème équation, qui peut alors s'écrire comme il suit, 


LA") — 'lde + 2f/(y')d + P(r')&" = 


a pour intégrale g générale 
LPOMMEOL x')dr 
ere Lo fr DRAREE #| 


Dans la même hypothèse, l'équation proposée deviendra 
5 = F(r) + zf(r), 


et pour obtenir son intégrale générale il suflira d'éliminer 
y entre les deux dernières équations. 
Dans le cas particulier où l’on prend f (7°) = y, 
l'équation donnée et l’équation transformée obtenue par 
q 
la substitution de y’ à se réduisent à 
Ÿ 


pi ie LA Es}, Loretfe;  El (0 ant 


Pour obtenir la seconde, il suflit toujours de différentier 
la première par rapport à x. Cette seconde se décompose 
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de plus en deux autres 
PS0 Tr) + FE (7 79; 
qui donnent son intégrale générale y’ = C et ses inté- 
grales singulières. La valeur y’ = C, substituée dans l’é- 
quation donnée, donne, pour l'intégrale générale cher- 


chée , 
LA Cr + F(C). 


Si l’on élimine y’ entre les formules 
PNR A mu OU 20 PE ee EC 2 M 


on obtiendra les intégrales singulières de l’équation 


donnée. 
Exemple : L’équation y = xy' — y"? a pour intégrale 
générale y = Cx + C?, et pour intégrale singulière 

XL? 

AU 


153. Revenons encore à l'équation 
[D F(x, y') — y']dx + D,;:F(x, y')dy! = 0: 
Four qu'elle soit homogène, il est nécessaire et il suffit 
que les deux fonctions D, F(x, y") — y", D,,F(x, y’), 
soient homogènes et de même degré. Si l’on désigne ce 
degré par &, on aura 


EA N 

D, F(a, y!) = œefl 7 |, 

NF F(x, 7) PRE) 

Si l’on intègre par rapport à y” les deux membres de cette 
dernière équation, et si l’on désigne toujours par F (x) 
la valeur de F(x, y’) correspondante à une valeur aulle 
de y”, on trouvera 


Aa IN dy 
Fe, 2)= (0) + et PP s(L)T, 


«/ O T 
puis on en conclura, en différentiant par rapport à x, 


DTA PAU MEN 
nnertnefe[v()-272)2] 


TL 


24.. 
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et par suite 


D,F( Fe) Ne TNT 7) | dy 

DIE LR NS D  ETEN [ Ne SAP A 04 

Gr) 23 ET |. [er(2) Le æ 
Cela posé, pour que la différence D, F (x, y’) —y" soit 
‘encore une fonction homogène du degré a, il faudra que, 


dans le second membre de la dernière équation, le coefh- 
# 


cient de x“ dépende seulement du rapport T_; et puisque 
PA 


l'intégrale 
SRE 


2728 PRO Le, ; F'(x)— y’ 
satisfait à cette condition , il faudra que le terme A rien PA 


Tr 
y satisfasse également. Or, pour cela, il est nécessaire et 
il suffit que l’on ait à la fois 


CRETE NN UE. 
ou, ce qui revient au même, 
apr, Let Élr) = br cs 


b'et C désignant deux quantités constantes qui peuvent 
être nulles. Donc, pour que, daus l'équation proposée, la 
substitution de y” à y conduise à une équation homogène, 
il st nécessaire que la valeur de F(x, y’) se réduise à 


, : y! LA dy! 
F(x, r)= [+64 f' r(2)#]e+c 


c’est-à-dire que l'expression F{x, y’) soit équivalente 
ou à une fonction homogène du second degré, ou à une 
semblable fonctien augmentée d’une quantité constante. 
Réciproquement, si F(x, y’) est déterminée comme on 
vient de le dire, l'équation transformée obtenue par la 
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différentiation sera homogène, et, après l'avoir intégrée, 
on en déduira immédiatement l'intégrale ou les inté- 
grales de l’équation donnée. 

Exemple : 
JeNT 21 ns . 
F(x, r')= 4e +27), 7 = +"); 


2 


en différentiant, on obtient 
x'dx = +(xdx + y'dy'), (x—2y')dx + y'dy! — 0. 
En intégrant cette dernière, on trouve | 
* À 
(per ri Ce; 
par suite, l'intégrale générale de l’équation 


Lier 
sera 


La 


me dead c 
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VINGT-CINQUIÈME LECON. 


Méthode par laquelle on peut déduire certaines intégrales singulières de 
l’intégrale générale. — Détermination de la constante que renferme 
l'intégrale générale. 


154. Soit F(x, y, C) une fonction des variables x, y et 
de la constante C. Si l’on veut obtenir une équation dif- 
férentielle qui ait pour intégrale générale l’équation finie 


EUX, J's C) — 9; 


il faudra éliminer la constante C entre cette équation et 
sa dérivée N' 


Il s’agit de savoir si cetie dernière peut admettre des so- 
Jutions qui ne soient pas renfermées dans l'intégrale gé- 
nérale. Or toute équation entre x et y peut se mettre 
sous la forme 

Ffx, 7, @(& r)]=0, 
o(x, y) désignant une certaine fonction de x et de y, 
et F désignant la mème fonction que ci-dessus, mais dans 
laqueile on a remplacé la constante C par la fonction 
g(x, y). On peut donc admettre que les solutions singu- 
lières, s’il en existe, sont toutes comprises dans la for- 
mule 

Ffx, y,@(x, r)]= 0, 


et il reste à déterminer ce que doit être pour cela la fonc- 
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tion +. En différentiant cette dernière équation , on trouve 
d à 
APN LU | Rd EIGo re 
LLARIAY dr". dp; dx 
dy 
dr? 
identique à celle que donnerait l'équation. 
ap drap 
dx te dy dr 7: ? 


Pour que la valeur de tirée de cette équation, soit 


c’est-à-dire pour que l’équation 
Fx, »,@(x, y)] = 0 # 
soit elle-même une intégrale singulière ou particulière 
de l’équation 
dE dFdy 
dx dy dx? 


1] suffit évidemment que l’on ait 


aF d9 
dg dx 
dF = O0, 
dy 
ce qui peut avoir lieu de plusieurs manières : 


. do n 
Hot Te — 2» Mais alors o est une constante , et l’é- 


quation 
Ffx, 7,@(x, x)] = 0, 
n étant qu un cas particulier de l’équation 
E(tior; 0) =, 
est tout simplement une intégrale particulière; 
dE | 
2°. Si — — 0, équation à laquelle on satisfait en po- 
dy 


dE à 
sant Où — — 0, Où —— — ©. On pourra donc obtenir 
d@ dy 
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] 


des intégrales singulières en éliminant la fonction entre 
les équations 


dF 


Ffr, y? CANNES in D 
ou 
dE 
AAA Pre 


ce qui revient à éliminer C entre les équations 


dF 
* F(x, VAS Cie, FPE Ge 
ou 
de 
F{z, 7, C0, NE LE 


Toutefois, pour qu’une équation résultant de cette élimi- 
nation soit réellement une intégrale singulière, il faudra, 


1° que la valeur trouvée pour + annule l'expression 
dE 


Se rt, c'est-à-dire satisfasse à l'équation différentielle 
dy 

proposée; 2° que cette équation ne puisse pas se déduire 
de l’intégrale générale F(x, y, C) = o, en donnant à la 
constante C une valeur particulière. 

155. L'intégrale singulière aune liaison géométrique très- 
remarquable avec l’intégrale générale. En comparant, en 
effet, la méthode qui donne les intégrales singulières avec 
celle qui conduit aux lignes enveloppes (t. I, n° 220). 
on verra immédiatement que l'intégrale singulière repré- 
sente la courbe enveloppe des intégrales particulières. 

Exemples : 1° Considérons l'équation 


L 4 om re 2 y°dx, 
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ou da 
Dee 
2V 7 : 
son intégrale générale est y — (x + C}, on aura 


dF 
Pen 


eten éliminant C entre lés deux équations 
y = (x + C), DA CNE RON, 
on trouvera ÿ — 0, et cette dernière équation sera l’in- 
tégrale singulière de l'équation donnée. On ne peut pas 
à dE ‘ dF 
cette fois égaler —— à l'infini, parce que — — 1. 
dy dy 
2°, L’équation y — C(x+C } satisfait à l’équauon 
Le PAR 2) dy 
[= |) — 87? — _ 
ae ) ONE 


et est son intégrale générale ; or on a 


7. = (& + C} + 2(x + C)C=o, 
d’où l’on tire 
VA 
€ NES TL; C = — 3° 


La première de ces deux valeurs, substituée dans l’é- 
quation y — C (x + C}, fournit l'intégrale particulière 
Y = 0, qui correspond aussi à une valeur nulle de la 
constante. La seconde conduit à lintégrale singulière 
en, 4 8 
KE D ARE 
3°. Considérons enfin l’équation différentielle 
JET TT (HER 
qui, comme nous l’avons vu, a pour intégrale générale 
Femme Cx + f(C), 
EP" 
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on a 
— = æ + f'(C) = o. 


L’élimination de Centre ces deux équations fournira 
évidemment des intégrales singulières. En effet, la dérivée 
y" de l’une quelconque de ces valeurs, étant déterminée 
par le système des équations 


Po CEE SCA RE TI CNEE"0) 
ou, ce qui revient au même, par l'équation unique 
x + fl (y) = 0, 


sera nécessairement une quantité variable ou fonction 
de x, tandis que la dérivée de chaque intégrale particu- 
lière sera, en vertu de l’équation y’ — €, une quantité 
constante. 


136. Pour déduire de la méthode précédente les intégra- 
les singulières, il faut connaître l’intégrale générale; 
cependant ces solutions ont des caractères qui les font 
dériver immédiatement de l’équation différentielle sans 
aucune intégration. Euler, Laplace, Lagrange , Poisson se 
sont tour à tour occupés de cette question. Ils avaient 
essayé de prouver en particulier que le caractère propre 
des solutions singulières était de rendre infini ou indé- 

Te sù Fr . A: ds 
terminé le coeflicient différentiel Fa 

Cette propriété est moins générale que ne l'avaient 
cru ces illustres géomètres ; d’ailleurs les démonstrations 
qu'on en a publiées jusqu'ici dépendent de développe- 
ments en séries dont rien ne prouve la convergence, 
et sont loin par conséquent de la rigueur dont nous nous 
sommes fait une loi dans cet ouvrage. 

On verra, dans une des lecons suivantes, comment 


# 
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M. Cauchy est parvenu à définir rigoureusement le ca- 
ractère des solutions singulières et à les séparer des inté- 
grales particulières. | 


157. La valeur que l'intégrale générale F(x, y, C)=0 
fournit pour y, renfermant avec la variable x une cons- 
tante arbitraire C, il en résulte que l’inconnue y ne peut 
pas être complétement déterminée en fonction de x par 
la seule condition de vérifier l'équation proposée 


Mdzx + Ndy —.0. 


La constante C, de laquelle on peut disposer à volonté, 
donne le moyen d’assujettir l’inconnue y à une seconde 
À J J* 
condition, par exemple, à prendre une certaine valeur 
particulière y, pour une. valeur donnée x, de la variable 
x. En effet, cette seconde condition sera remplie si l’on 
détermine la constante C par l'équation 


RC MOT = 0 
Si maintenant on élimine C entre les deux équations 
(2, Canon CESNo: 
l'équation résultante ne renfermera plus que les variables 


x, y avec leurs valeurs particulières x,, y,, et donnera 


pour y une fonction de x propre à remplir à la fois les 
deux conditions ci-dessus énoncées. 

Lorsque l'intégrale générale se présente sous la forme 
u = C, u étant une fonction des variables x, y, la se- 
conde équation devient u, = C , u, désignant la valeur 
particulière que prend la fonction 4 quand on y suppose 


nes DMC ERMME: 
et l’élimination de la constante C produit la formule 
DEN Le 


qui satisfait eflectivement aux conditions requises. Pour 
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obtenir directement cette formule, il suffit d'observer 
que si l’intégrale générale u = C appartient à l’équation 
Max + Ndy = 0, | 
cette équation multipliée par un facteur convenable de- 
viendrait du — o. En considérant dans cette dernière y 
comme une fonction de x, puis intégrant les deux mem- 
bres à partir de x = %x6, Y = Yo, C'est-à-dire de manière 
qu'ils s’'évanouissent pour la valeur x, de x, et pour la 
valeur y, de y on trouvera 
U — y = 0, 
et par suite 
HE RU 
Exemple : 1°. L’équation 
g(x)dx + x(y)dr = 0 
a pour intégrale 
1X A 

e(x)dæ + |  x(r)dy = 0. 

/ Xo Jo 


2°. En opérant sur les deux membres de l'équation 


dy + y F(x)dx — f(x) dx, 


fx 4 
multipliée par le facteur Î F(x)dx, on en tirera 
i J To 


X TX , 
F(x)dx : F (x) d 
ses : (4 —r= | Mt LS G) f(x) dx, 


et par suite 


A D =. 
Aer fre liés fear. () “noa| 


Si f (x) — 0, on trouverait simplement 


2 
Ee if F (x) dx 
Visio J Xo : 
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Considérons encore l'équation différentielle 


7 = 2er +f(r"); 

son intégrale générale se déduira, comme on l’a vu, de 
la formule dy" — 0; or, si l’on désigne par y! la valeur 
de y’ qui répond à la valeur x, de x, on tirera de l’équa- 
tion dy" — 0, en intégrant les deux membres à partir de 
L = Loy Ÿ  — Y} — 0, Où, Ce Qui revient au même, 
dy = y, dx. En opérant de la même manière sur cette 
dernière équation , on trouvera 


T'as e = Y6(Z — Lo) 
d’où 
RNRE / M À T7 Jo 
Po ZT ER 
ét, en substituant pour y’ sa valeur dans l'équation 
3 = ay" + f(x"), 


US ES MTS = (2) 
EL — TL 

Pour transformer les diverses intégrales que nous ve- 
nons d'obtenir en intégrales générales, il suffit de conce- 
voir que l’une des quantités x,, y,, étant réduite à un 
nombre fixe, à zéro, par exemple, ou à l’unité, l’autre 
se change en une constante arbitraire. On simplifie or- 
dinairement ces intégrales en supposant x, — 0. Aïnsi, 
en adoptant cette hypothèse, on réduira l'intégrale de 
l'équation y = xy' + f(r')à Yo = f (22), 

Tout ce qui a été dit ci-dessus relativement aux inté- 
grales générales des équations différentielles ne sau- 
rait s'appliquer à leurs intégrales singulières, attendu 
que celles-ci ne renferment point de constantes arbitrai- 
res dont on puisse disposer de manière à remplir des 
conditions nouvelles. 
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188 Sonate Penn 
Si l'on fait = — J (x, y), l'équation 


Mdxz + Ndy = 0 
devient | 

UFR ET TU. 
Soit d’ailleurs y — #(x) une valeur de l’inconnue y qui 
remplisse la double condition de vérifier l’équation 


dy sf, J)dzx, 


et de se réduire à y, pour x — x,, on aura 


Pa) =fte, Fa) Je Fa). 

De plus, f(x) étant une fonction déterminée de la va- 
riable x, si l’on attribue à cette variable une nouvelle va- 
leur paruculière X, la valeur correspondante de y sera 
une quantité déterminée. En désignant cette quantité 
par Ÿ , et par 0 un nombre inférieur à l’unité,. on trou- 
véraN — FOX), 

LR de F(X)— Fr (x — 2 re —- o(X —— CARE 
—(X — 2) f {ro + AR — x) Ffr + (K—2x)]}. 


De même, si l’on désigne par x,, æ%,..., Æn_1, 1 Va- 
leurs de x qui forment une suite croissante entre les: li- 
HORS RTS , Cr UN VEL Dar miles do le tete 
leurs correspondantes de y, on aura 


Yi Jo = (ti —X)f { Lo +00 E1— Lo), Fr Bo(zs—Xo)]} ; 
Va = d)f {a HG(r,—x), Flr,+6,(r,—2)]}, 


Mn se RernA à + EX — nr) Flan, +6n2(X — RE | | ; 


0, 0,..., 0,_1 étant encore des nombres inférieurs à 
unité. Dans les seconds membres de ces dernières équa- 
uons, les divers éléments de la différence X— x,,, savoir, 


Lx — Los La Bye M ps 
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se trouvent multipliés par des coeflicients qui diffèrent 
très-peu des quantités 

PEN} TRE (rc) a Fri) 


ou, ce qui revient au même, des suivantes 


F (Æos Jo) ACT Mr ets PNEUS nds 


lorsque ces éléments ont des valeurs très-petites, et que 
la fonction f[x, F (x)] demeure finie et continue entre 
les limites x,, X; on aura donc à très-peu près, si ces 
conditions sont remplies, | 


fs ss Ze) Tes Mois 
LED EN ere D À Perse (x, ES Are pa) 


+ 
: 
Es 
© 
I 


Dans cette hypothèse, la véritable valeur de Y diffé- 
rera très-peu de celle qu’on déduit de ces équations ap- 
prochées quand on élimine entre ces mêmes équations 
les quantités Yi, Vase... Jn_a Cette proposition peut 
être rigoureusement établie à l’aide des principes que 
nous exposerons dans la prochaine leçon. Quant à pré- 
sent, nous nous bornerons à en vérifier l’exactitude dans 
le Cas où l'équation différentielle se réduit à 


dy —. xF(x)dx. 


Dans ce cas particulier, en effectuant l'intégration de 
manière qu'à la valeur x, de la variable x corresponde | 
la valeur Yo de la variable y, on trouvera 


x 
f F (x) dx 
Y —= Joly To ; 


on aura par suite 
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à ou Parent +(X — Xn1)E (ni) | , 


et en éliminant yi, Ya. .., Yaus 


Y=Jofi+ (mi —2)F(2)][t+ (er, — 2,)F(x,)]...[r +(X — 2 )F (æns) h 


1Y=lp ++ (ai 2r)F (te)] + 1[1+ (ce, —2,)F (x,)].. Hi (X— 02) F(an) 


LI 


D'ailleurs, si l’on représente par a une quantité finie, 
par æ, € deux quantités infiniment petites, et par 6 un 
nombre inférieur à l'unité, on aura 


au 


(1 + aa) — re 


a (a 2, 
[ir r)E (to) + 1f1+ (x — 21) F(æ)]... Led (0 tn )F (21) ] 
— (a, — 20)[ F(ro) to] + (ao — 2)T EF (a) + +R — 23) [E(Gner) + en 


En Et É29e ee » En_1 désignant des nombres très-petits. 
Comme le second membre de cette dernière formule dif- 


fére très-peu de l’ nil définie fée F(x)dx, il en ré- 


stilte que la valeur de 1 YŸ se réduit DRAPARE RE à + 


- x 
IN F (x) dx, 


To 


et la valeur correspondante de Y, à 


Xe d 
Yo re G) S 3 


* 


VINGT-SIXIÈME LEÇON. 385 


VINGT-SIXIÈME LECON. 


- 


Exposition d’une méthode rigoureuse à l’aide de laquelle on peut démon- 
trer l’existence d’une valeur de y propre à vérifier une équation diffé- 
rentielle du premier ordre, et calculer cette valeur avec un degré d’ap- 
proximatior donné. 


159. Toutes les fois que l’équation différentielle 
D ILEdE 


est intégrable par l’une des méthodes exposées dans les 
lecons précédentes, on en conclut aisément, comme on 
l’a fait voir, pour l’inconnue y, une fonction de x propre 
à vérifier cette équation différentielle, et de plus à pren- 
dre une valeur particulière, maïs arbitraire, y,, dans le 
cas où l’on attribue à la variable x une valeur donnée x. 
Réciproquement ïl sera certain que l’équation 


de fa Ro ar 
sera intégrable et qu’elle admet une intégrale générale 
comprenant une constante arbitraire si l’on démontre 
qu'il existe une valeur générale de y propre à rempli r les 
deux conditions énoncées ; or on parvient à ce but, dans 
un grand nombre de cas,. à l’aide des principes que nous 
allons établir. 

Concevons que, X étant une nouvelle valeur particu- 
lière de x, on désigne par x, Xa,...; 4,1 des quantités 
intermédiaires entre les limites x,, X, et qui aillent'tou- 
Jours en croissant ou en décroissant depuis la première 
limite jusqu’à la seconde. Supposons de plus qu’on calcule 

fee 25 
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ñ valeurs correspondantes de y, y1,...,y:_1, Y, à l’aide 
des équations 


Mrs tJio = (ee = 7 os SES 
Fat Me don (AE 21) f (rs Yi) 


200000. 0e © = 0 . « . 0 


Y i— Jar — (X rer LT PAG TRE hi 
en éliminant y, Y25..., Yn_1 on obtiendra une valeur de 


Y de la forme 
D' de Fo Lis Lago os Lners X; Jo) 


qui jouira de propriétés fort remarquables. Et d’abord, en 
ajoutant toutes ces équations, on trouvera 


Y— Jo (tr: — Lo) f (Lo Jo) + (A2 — (tx Ji) He... 
| 44 (X are) f (fus Pisê-ce 


Or la somme du second membre est égale au produit de la 
somme des différences x, — x, La —2X,..., X — x, 1, 
ou X — x,, par une moyenne entre les coefficients 


F(Los Ko) A (Exr Valse 20 


et si l’on désigne par A la valeur absolue du plus grand de 
ces coeflicients, cette moyenne sera nécessairement ex- 
primée par une expression de la forme + OA, © dési- 
gnanñt un nombre inférieur à l'unité; on aura donc 


Y— y, = + éA(X — &), 
Y æ yo  'OA(X = x), 


d’où l’on conclut que la valeur de YŸ se trouvera nécessai- 
rement comprise entre les limites y, + À (X — x,). En 
raisonnant de la même manière . on ferait voir que les 
quantités Y1, apres Yn_1 SONt respectivement comprises 
entre les limites 


J'o Æ A (x; 28), Yo AGE), Fo LEA (tir), 
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donc toutes ces quan tités se réduisent aussi bien que Y à 
des expressions de la forme 
| 


Ya = OA(X — 2). ‘ 


À 
: 
1 


On doit en conclure que les coefficients 


À Le 


VA r6) F (x Ets CCE Te; fieare) 
sont des valeurs particulières de l'expression 


EL D TE 


FTto + 0(X — 20), Jo E OA (X — x)] 


qui correspondent à des valeurs de 0 et ® comprises entre : 
les limites o et 1. Or concevons que le plus grand et Re «à 
plus petit des coefficients dont il s’agit correspondent res- 
pectivement aux systèmes de valeurs 0e 


e 


OSEO MO 210,5? 0 6 +e, + © = ©, + &/; 
toute quantité comprise entre ces coeflicients, ou, ce 1 
qui revient au même, entre les quantités 

HAE + d (X + Ho} Yo + SA(X —— Le)] , e: !f TE à fi 
tré <F ( 0, Emi ) (X DE 23 ton Yo Si me (@ 56 s/) A (X — #9), feu | LR 
sera évidemment une valeur particulière de l'expression | 


Alto + (do +ec)(X — Lo) Jo +iCo dis £)A(X. 40}, 


correspondante à une valeur de € comprise entre les li- 
mites o et 1, et par conséquent à une valeur prnqu 
de l’expression 


Site + 0(X — Lo) Jo EOA(X — x)], 


correspondante à des valeurs de 0 et de O comprises entre 
A . . - ° r < 

les mêmes limites. Donc, puisque la diflérence Y— y, est 

équivalente au produit de X — x, par une moyenne de 

cette espèce, on pourra poser 


Y ro =(X — xo)ffxs +0(X — To); Yo OA (X — %o)} 
ET 


Li 
D‘ 
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et par conséquent 
Y — ÿo + (X — æo) f[ro +0 (X— 4%), yo OA(X — x.)], 


8 et © désignant deux nombres inférieurs à l’unité. 


Corollaire 1°*. Si l’on supposait tous les élémens de la 
différence X — x,, c’est-à-dire les binômes x, — x,, 
Loi yo » XX —— L, 1 l'OUUITS À Un seul qui serait cette 
différence elle-même, on aurait simplement 


Y — Yo = (X—2%o)f (Lo » Yo): 


_ En comparant cette équation à celle qui précède, on 
reconnaît que la division de X — x, en éléments, a pour 
effet de modifier le second facteur du produit qui repré- 
sente la valeur de Ÿ — y, en y faisant croître les quanti- 
tés Lo, Yo de manière que les valeurs numériques de 
leurs accroissements soient inférieures d’une part à la va- 
leur numérique du premier facteur, de l’autre à cette 
valeur numérique multipliée par la constante A. 


-Corollaire 2". Soit m un nombre entier inférieur à ». 
et faisons x, — Ë, y, — n, on obtiendra 


Ye (X = ffE+0(X —%), ‘s Hoa(x 28] 


160. Après avoir reconnu la forme de Ÿ, déterminons de 
quelle manière cette quantité varie avec y,, ou calculons 
l'accroissement 6, de Ÿ , correspondant à un accroissement 
8,de y, Désignons parH = Æ(X —x,) la valeur numé- 
rique de la différence X — x,. Supposons d’ailleurs que 
pour toutes les valeurs de x renfermées dans les limites 


df(x;, J) 


x. X. la fonction dérivée — 
0? ? dy 


port aux variables x, y, etdemeure comprise entre les Ji- 
mites + C, C représentant une quantité positive. Cela 


reste continue par rap- 


posé, soIL 
px, y)dx + xx, »)dr 
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la différentielle totale de la fonction f(x, y), en sorte 
qu’on ait identiquement 


df(z, 7) dF(%s 14) 7 
Srebon  AlE Lo ; dy XI \L » 12 


soient de plus 6,, 6,,...,6,les accroissementsrespectifs que 
prennent Y1, Y2,..., Y lorsqu'on attribue à y, l’accroisse- 
ment 6,, et représentons par 6, O,, @:,...,0,, des 
nombres inférieurs à l’unité. 


L’équation Yi — 79 = (Xi — Lo (Xor: Yo) devant 
subsister encore quand on y fera croître y, de 6, et y: de 
61, on en conclura 


Fit Gr — (Yo + 60) = (ti — Lo) f(To> Jo + 60) 
et par suite 
a - (1 — Lo) [F(Gos Yo + Co) — fr, KAN Ts 


on aura d’ailleurs, en vertu d’une formule connue et de 


l’hypothèse admise, 


AD 0 Lois 2 — (Lo; 0) 13 X (os Yo ar 06) = + ®,C, 


Are, Fort Co) — f (Lo) Fo) mu @o$oC; 
et par conséquent 3 
Cr = 6 [1 HO C(xr, — x) |: 


on trouvera de même 


G, = re à [1 ÊL ra On_10(X DUT. Zn) |» 
GEO C(x,-2)[1H0,C(2:-2,)]... [1H 0, ,C(X-an)]. 


Or, si la différence X — x; est positive, la valeur numé- 


rique du binôme 1 + @,C(x; — x,) sera inférieure à Fa 


[ 
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somme 1 + C(x; — x,) et par suite à Fiexponentielle 


C2(x, —- 2) 


C(x, — xo) ee | + C(x: — Lo) + — © —— —+- etc. 


e 
F.2 


Par la même raison, les valeurs numériques des binômes 
HO Cr EE ORNE 7,1), 


seront respectivement inférieures aux exponentielles 


eC (3 — x, ), ne eCtX — En); 


donc le produit de tous les binômes qui entrent dans la 
valeur de 6, aura une valeur numérique inférieure au 


produit de toutes les exponentielles, c’est-à-dire à 


C X FE # Q F En 
EUX AA et se réduit par conséquent à une expression 


de la forme 
+ © eC(X — To), 


(Q) représentant toujours un nombre compris entre les li- 
mites o et 1. Il faudrait évidemment remplacer cette ex- 
pression par la suivante , 


+ @eC eo — X), 


si la différence X — x, devenait négative. Cela posé, 
on aura | 
6, =boter (Arr = hoc es 


Voilà donc l'accroissement 6, de YŸ, correspondant à l'ac- 


croissement 6, de y,. Si l’on fait, pour abréger, K— PURE 


K sera une constante positive et finie, et l’on aura sim- 
plement 
6, — a 2 OK$,. 


Corollaire x°". Lorsque les éléments 24—2%5, Lo—%1,..., 
de la différence X — x,, obtiennent tous des valeurs nu- 
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pr *® . | » © « LÉ 
mériques inférieures à 7 les facteurs 


DO (er — 2), 1 ÉO, COÛT, — Zi), :, 
sont tous positifs, et l’on a nécessairement 
L— OKC! 


Corollaire 2"°. La valeur de 6, — + OK6, devient 
infiniment petite en même temps que 6,; donc, à un ac- 
croissement infiniment petit de la quantité y,, corres- 
pond toujours un accroissement infiniment petit de la 
quantité Ÿ , et par conséquent la seconde de ces deux 
quantités est une fonction continue de la première. 

Corollaire 3". Si l’on considère seulement les équa- 
tions 

Fos Jn = (engin) /(ën ah 
L Jante ns (Enge— Engs)P(Emgrs Ymkr)) 


Y — ARE Lx Ds LAN AE 2e PAU) 


elles sufliront pour déterminer Y en fonction des quan- 
DITES Ts Lubtoe “eo dn 13 A9 ns CLALON PTOUVErS En 
core que si l’onattribue à JmUn certain accroissement Fes 
l'accroissement correspondant de Y sera de la forme. 


6 6n a CAT Fm) 
Donc ce dernier accroissement aura une valeur numé- 
rique inférieure à celle du produit 


et, à plus forte raison, à celle du produit 


Er (4 + 0) nt | te 


m° 


161. La quantité Y dépend évidemment, 1° des valeurs 
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_extrèmes dex représentées par x,,, X ; 2° dela quantité Ÿo3 
3° du nombre 7 et des valeurs mêmes des éléments dans 
lesquels on a divisé la différence X —. x,, ou, en d’autres 
termes , du mode de division adopté. Mais il est facile de 
montrer que, si l’on fait décroître à l'infini les valeurs 
numériques des éléments de la différence X — x,, la 
valeur de Y dépendra uniquement des trois quantités 
LS X et y,. Pour le prouver, il suffit de faire voir que 
si le nombre 7 devient très-considérable, le mode de di- 
vision n'aura plus sur la valeur de Y qu’une influence in- 
sensible; or c’est ceque l’on peut démontrer commeilsuit. 
Lorsque les éléments de la différence X — x, se ré- 
duisent à un seul qui coïncide avec cette différence elle- 
même , la valeur de Y est simplement déterminée par 
l'équation 
Y — 76 =(X — %o)f(%o Jo): 
Lorsqu’au contraire la différence X — x, est partagée en 
niéléments 2, = is NX ons 


Y— Jo = (X — Lo) f(to+ 0, (X — to), Yo EOA(X— x). 


Pour passer à un second mode de division, il suflit de 
subdiviser chacun des éléments du premier en nouveaux 
éléments. Or on peut calculer d’une manière approchée 
le degré d'influence que chaque subdivision aura sur la 
valeur de Y. En effet, lorsqu'on partagera , par exemple, 
l'élément x, — x, en plusieurs autres, l'équation 


F1 + Vo — (Be PTT Zo) file, ve) 


se trouvera remplacée par plusieurs équations de la 
même forme ; mais, en procédant comme nous l'avons déja 
fait, on trouvera 


Va Vo = (ti — Ro) [to + Gi (2 — Lo), Vo OA (X, — Zo)]; 


Q,, ©, désignant deux nombres inférieurs à l'unité. En 
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posant 


FAË + 6; (Cr — Lo) Jo HO, A(x, — x)] SP |Tos #5) 2 


on aura 


Ju Jo = (ir — Lo)f(%o Yo) Æ ET: — Lo). 
Avant la subdivision de l’élément x; — x,, on avait 
Ji Jo = (ti —to)f(ro Jo) 
Cette subdivision fait donc croître y, du produit 


ANS (Xr — 0). 


Si d’ailleurs les autres éléments de la différence X— x, 
conservent leurs valeurs primitives, tandis que la quan- 
tité y, reçoit l'accroissement + €, (x, —x,), Ÿ, en vertu 
de ce que nous avons dit, prendra un autre accroissement 
de la forme 

ZE OK40(x; — Lo). 


Donc l'accroissement de Y produit par la seule subdivi- 
sion de l'élément x, — x, aura une valeur numérique 
inférieure à celle de la quantité 

+ K £o (x; Der 2 Lol. 


On prouverait de la même manière que l'accroissement 
de Ÿ, produit par la subdivision de l'élément x,,,, —x»; 
aurait une valeur numérique inférieure à celle de la 
quantité 

ÆE Kin(%mys — Xm) 
le nombre &,, étant déterminé par une équation de la 
forme 


nm em —=f | Xn +0 Em: — CAE Jm mar, OA(Zngi —Zm)}—f (Zn Jm)- 


Donc, si l’on subdivise l’un après l’autre tous les élé- 
ments, Ÿ prendra une suite d’accroissements dont la 
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somine est inférieure à 
Ko (Ti Lo) + Kei(t, = Li) ++ Ken x (X-xr:)=Ke(X-2), 


e désignant une moyenne entre les nombres &,, £, €s,. 
Si les différences x, — x, X: — 1, etc., obtiennent des 
valeurs infiniment petites, on pourra en dire autant des 
quantités £6, E1, Es, &n_19 ainsi que de l’expression 


Ke(X — x); 


et par conséquent on n’altère pas sensiblement la valeur 
de Ÿ, correspondante à un mode de division dans lequel 
les éléments de la différence X — x, ont des valeurs nu- 
mériques très-petites, si l’on passe à un second mode 
dans lequel chacun de ces éléments se trouve subdivisé 
en plusieurs autres. 

Concevons à présent que l’on considère à la fois deux 
modes de‘division, tels que les éléments du second ne 
soient plus des subdivisions des éléments du premier. On 
pourra comparer ces deux modes à un troisième tellement 
choisi, que chaque élément, soit du premier, soit du se- 
cond, se trouve formé par la réunion de plusieurs élé- 
ments du troisième. Pour que cette condition soit rem- 
plie, il suflira que toutes les valeurs de x, interposées 
dans les deux premiers modes, soient employées dans le 
troisième ; et on prouvera que l’on altère très-peu la valeur 
de Ÿ en passant du premier ou du second mode au troi- 
sième, et par conséquent en passant du premier ausecond. 
Donc, lorsque les éléments de la différence X — x, de- 
viennent infiniment petits, le mode de subdivision n’a 
plus, sur la valeur de YŸ, qu’une influence insensible, et 
si l’on fait décroiître indéfiniment les valeurs numériques 
de ces éléments en augmentant leur nombre, la valeur de 
Ÿ convergera vers une certaine limite qui dépendra uni- 
quement de la forme de la fonction f(x, y), des valeurs 
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extrêmes x, X, attribuées à la variable x, et de la quan- 
tité Yo- 

Corollaire 1%. Comme Îa limite vers laquelle con- 
verge y, tandis que les éléments de la différence X — x, 
deviennent infiniment petits, dépend uniquement des 
trois quantités x, X , Yo» nous désigneroms cette limite 
par. la notation F(x,, X, y,), que nous réduirons même 
à l’une des suivantes F(X, y,), F(X), quand nous nous 
proposerons de faire varierles deux seules quantités X, y, 
ou la seule quantité X. 

162. ILestfacilede démontrermaintenantqu'ilexiste tou- 
jours une fonction de x propre à vérifier l’équation difé- 
rentielle dy — f(x, y)dx, et de plus à prendre une va- 
leur particulière, mais arbitraire y,, dans le cas où l'on 
attribue à la variable x une valeur donnée x,. En effet, 
désignons par F(x) ce que devient F(X) quand on y 
remplace X par x; puisque F(X) est ce que devient Y 
quand les éléments de la différence X — x, deviennent 
infiniment petits, de l’équation 


Y—n=(X—É)JTE+0(X +—5), »HeA(X—E)] 
on tirera 
F(X)—F(É)—=(X—E#)/[6 +0(X —Ë), F(É)HoA(X —Ë)], 


et en faisant 
ÉD ORNE te CN 

x et x + h étant renfermés entre les limites x,, X, on 
aura à la fois 

F(x)= Yo+(x— xo) f [ro +0(2— Lo), Yo @A(x —x)]. 

F(x+h)—F(x)=hf{x+0hk, F(x)E@Ak|. 

Or il est facile de voir, 1° que pour x = x,, F(x) se 
réduit à y,3 2° que. si l’accroissement 2 devient infi- 
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niment petit, l’accroissement correspondant de la fonc- 
tion F(x), savoir, F(x + h) — F(x), sera lui-même 
une quantité infiniment petite ; 3° que de cette équation, 
divisée par k, on tirera 

P'{a) = fla, F (a)} 
ce qui exprime que la fonction F(x) vérifie l'équation 
différentielle dy = f(x, y)dx. 


Donc enfin, lorsque la fonction f (x, y) et la dérivée 
Feb) restent finies et continues entre les limites x,, X, 
il existe une fonction de x propre à vérifier l’équation 
différentielle dy — f(x, y)dx, et de plus à prendre 
une valeur particulière, mais arbitraire y,, dans le cas 
où l’on attribue à la variable x une valeur donnée x,. 

Corollaire. Si l’on désignait la limite de Y par la no- 
tation F(x, y), la fonction y se présenterait sous la 
forme y = F(x, y.) et serait l'intégrale générale de l’é- 
quation proposée, puisque y, est une constante arbitraire. 
Ajoutons que cette intégrale est, comme Ÿ, une fonction 
continue de y,. 
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Application de la méthode exposée dans la Leçon précédente à lintégra- 
tion d’une équation différentielle quelconque du premier ordre entre 
deux variables x, r. 


163. Nous avons supposé jusqu'ici que les deux fonc- 
tions f(x y) et XX M) _ demeuraient fi- 
nies et continues, quelle que füt y pour toutes les va- 
leurs renfermées entre les quantités x,, X; mais il est 
facile de démontrer que les propriétés énoncées dans la 
leçon précédente subsisteront encore toutes les fois que 
ces fonctions seront finies et continues par rapport aux 
variables x, y dans le voisinage du système de valeurs 
particulières x = x, y =Y,, pourvu que l’on choisisse 
convenablement la quantité X. En effet, concevons que 
les expressions f(x, Yo), X(Æos Yo) étant des quanti- 
tés finies , on désigne par À, C deux nombres supérieurs 
à leurs valeurs numériques, et par a une quantité posi- 
tive ou négative choisie de telle manière que pour des 
valeurs de x renfermées entre les limites x,, x, + a, et 
pour des valeurs de y renfermées entre les limites 
Yo — Aa, y, + Aa, les deux fonctions f(x, y), 4(x, 7) 
restent- continues par rapport aux variables x, y, et de- 
meurent comprises, la première entre les limites — A, 
+ À, la seconde entre les limites — C, + C; les pro- 
priétés mises en évidence dans la lecon précédente sub- 


LEZ 


398 CALCUL INTÉGRAL. 


sisteront encore si l’on a pris pour X une moyenne entre 
les deux quantités x, et x, + a. Pour le démontrer, il 
suit de faire voir que, dans l'hypothèse admise les quan- 
LIéS Vas Vases Vn-19 Y, déterminées par les équations 
| Ji To (ti to) f(to; Yo) 

Pr Yr — (x, — 21) (#; 5) 7 


et au Te ns ete. 0e à AUS 2 - 0 0. e © 


Y — Vas UN NY nn Trails 


étant ioutes comprises entre les limites y, — Aa, 
Yo + Aa, les fonctions f(x, y), x(x, y) resteront fi- 
nies et continues pour toutes les valeurs 1, y:,...., Y 
correspondantes à des valeurs de x comprises entre x, et 
x, + a. Or, si l’on ajoute entre elles celles de ces équa- 
tions qui renferment les quantités y,, Y1,..., Ym> On 
obtiendra la formule 


Ÿ m m7 0 (x: Pr Pa #5) 1(&0 Ÿo) re. (æ — %i)f (ts, HUNV: 
on ce Én m  Abnes FAT 


dont le second membre est équivalent au produit de la 
différence x, — x, par une moyenne entre les coeflicients 


(re els tes LE -.) Jia Fais} 


De plus, la différence x,, — x, ayant une valeur numé- 
rique inférieure à celle de X — x,, et par conséquent 
inférieure à &, il est clair que la valeur numérique de y, 
sera comprise entre les limites y, — Aa, y, + Aay Pr 


chacune des expressions 


Je Yo) NET LR ..) Mila EME 


a une valeur numérique inférieure à À, ce qui arrivera 
nécessairement si les quantités y, Y1,..... NPA Se 
trouvent elles-mêmes renfermées entre les limites 
Yo — Aa, y, + Aa. Donc, puisque cette condition se 
vérifie à l’égard de y,, elle sera pareillement satisfaite 
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à l'égard de y, : étant vérifiée pour y, et y:, elle sera 
encore satisfaite à l’égard de y:...., et ainsi de suite. 
Enfin elle se vérifiera pour y, m désignant un nombre 
entier égal ou inférieur à 7, et par conséquent pour 
tous les termes de la suite y, Yi, Yo,-.., aa, Ÿ. 
Corollaire 1°". Soïent 0 et © deux nombres qui varient 
entre les limites o et 1; et indiquons par la caractéris- 
tique M une moyenne entre plusieurs quantités données. 
Comme le nombre désigné par GC peut être pris arbitrai- 
rement pourvu qu'il surpasse la valeur numérique de 
X (Los Yo) » il est clair que la quantité a deviendra propre 
à vérifier les conditions du théorème précédent, si l’on a 
choisi a et C de telle manière que les deux fonctions 


(xs +04, Jo E OAa), x(r0 +0a, Yo E OAa}, 
restent continues entre les limites 
do = Gi 0, Oh, 
et que l’on ait toujours entre ces limites 
F (to + 04; Yo E @Aa) — M(— A, + A). 


Corollaire 2°. Supposons que parmi les valeurs de la 
quantité a, pour lesquelles les conditions énoncées dans 
le corollaire 1°" peuvent être remplies, on choïsisse celle 
qui est la plus grande, abstraction faite du signe : dans 
cette hypothèse, l'équation de la leçon précédente 


Mer Fiahioout x Ex) x) 
fournira une intégrale particulière de l'équation 
Hi = JT nidr, 


pourvu qu'on assujettisse la variable x à demeurer com- 
prise entre les limites x, et x, + a. 
Corollaire 3%, La quantité & étant déterminée comme 
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on vient de le dire, si, dans l'équation y = F(x, To) 
on remplace Yo Par une constante arbitraire C, la for- 
mule y = F(x, C) représentera l'intégrale générale de 
l'équation dy = f(x, y) dx, du moins pour certaines 
valeurs de x comprises entre certaines limites qui dé- 
pendront elles-mêmes de la valeur attribuée à la con- 
stante arbitraire. Concevons en effet que l’on désigne 
par & une quantité affectée du même signe que a, mais 
douée d’une valeur numérique moindre; soit de plus e 
un nombre inférieur à l’unité, et supposons 
UE To _LtAa = — M(rs — ÀÂa, Yo + Aa). 


\ 


Comme on aura évidemment 


o—Aa—C—A(a Era) Jo + Aa =C+A(a Hea) 


HAE. 


on en conclura que les deux quantités y, — Aa, y,—+ Aa 
comprennent entre elles les deux suivantes, C— A(a—«), 
C + A (a — à), et l’on prouvera, en raisonnant comme 
ci-dessus, que la valeur y = F (x, €) est une fonction 
continue de x et vérifie l’équation dy = f (x, y) dx, 
tant que la constante C demeure comprise entre les li- 
mites Yo — Aa, Yo + Aa, et la variable x entre les li- 
mites x, et X, + (a — a). 

On démontrerait de la même manière la proposition 
suivante. Supposons que les expressions 


Aa do) % (Tes To) 


ayant des valeurs finies, on choïsisse le nombre A et la 


quantité a, de telle sorte que: 
1°. Si (Los Yo) est positif ou nul, les deux fonctions 


F(to + 84, Yo + OAa), x(%0-+ 04, Yo + OAa), 
restant continues entre les limites 


Or ONE M NME O0; OPEN ES 
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on ait toujours entre ces limites 
S(&o + 04, ÿo + @Aa) = M(o, A); 
2%, Si Y(Lo Yo) est négatif ou nul , les deux fonctions 
F(Xo +04, Yo — OAÂAa), x(ro +04, Yo — OAa), 
restant continues entre les limites 
BE © BE OS ONE 1, 
on ait toujours, entre ces limites, 
F(xo + 04, Yo—@Aa)—M(0, — A), 


les théorèmes de la leçon précédente subsisteront entre 
les limites x,, x, + &. 

164. Parmi les valeurs de a qui remplissent les condi- 
tions énoncées, il est avantageux de choisir celle qui est 
la plus grande, abstraction faite du signe. Pour montrer 
par un exemple comment on peut déterminer cette va- 
leur, supposons que l'équation différentielle donnée soit 


dy = tang(x + y)dx, 
et que les quantités x,, y, s'évanouissent. Pour que Pé- 
quation 
| F(&o + 04, Yo + @Aa) = tang(0a +- @Aa) — M(o,A) 
soit toujours vraie pour des valeurs positives de 4, tandis 


que 0 et © varient entre les limites o et #, il est néces- 
saire que l'arc @ + Aa reste compris entre les limites 


0, + et que l’on ait tang(a + Aa) = M(o, A). Pour dé- 


duire de cette dernière équation la plus grande valeur 
possible de l’are a, l'arc « + Aa demeurant inférieur à 


7 


à il suflit, 1° de remplacer le second membre M(o, A) 


LAIT: 26 
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par À ; 2° de joindre à la formule tang (a + Aa) = A, 


__ arctang À 


RES à PTIE celle qui fournit le maximum de a 
considéré comme fonction de À, savoir, 

da arctang À I 

= 0 Ts 

d A ; 1 + À 1 + A’? 


or on satisfait aux deux équations ainsi obtenues en 
prenant 


d'Æ= 1,220: 010A) —10,3005! 


Ainsi, dans l’hypothèse admise, la quantité positive 
a — 1,229... est la plus grande des valeurs de a pro- 
pres à vérifier la formule 


f{to+%a, y, + OAa) = M (0, A). 
On prouverait de même que la quantité négative 
a — — 1,220... 


est la plus grande, abstraction faite du signe, de celles 
qui sont propres à vérifier la formule 


fl&o + 04, Yo —@Aa) —=M(0, — A). 


On en conclurait que la méthode d'intégration exposée 
dans la leçon précédente fournira la valeur générale de y 
qui satisfait à l'équation 


dy — tang(x + y)dx, 


et s’évanouit avec la variable x, du moins tant que cette 
variable restera comprise entre les limites 


MERE 1,22O..., a — 1,220... 


Pour l'équation dy = tang(x° + y°)dx, en supposant 
lOUJOUrS y — 0, Yo — ©, On trouverait que la plus 
grande valeur de &° serait déterminée par le système des 
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deux équations 


l 


arc tang À I 
CRE) ATOME AE —, 
1 "A? 2 À 


desquelles ôn conclurait 

D 0,000 NA 0,000 2 04 et 0,0024 
et la méthode exposée fournirait la valeur de y qui vé- 
rifie l'équation 


dy — tang(zx? + y°)dx, 
et s'évanouit avec x, tant que la variable x resterait com- 
prise entre les limites | 
— 0,9824..., + 0,9824. 
Considérons encore l'équation différentielle 


dx 


dy —= 
3 à ppripes 


et suppesons L; — 1, Jo — 0, ON aura 


I 


1Ffapoga VA) 


(to + 04, Yo + Aa) = 
et cette équation sera toujours vraie entre les limites 
DE ,00 ur MO, 60 rs1dion prend — 1" et 
si l’on attribue à la quantité a une valeur positive quel- 
conque. Par suite, la plus grande des valeurs positives de 
a sera a — æ, et si l’on désigne par y — F(x) celle des 
intégrales particulières de l'équation 


dx 
Een mo À 


di 


qui s'évanouit pour x — 1, la méthode exposée déterimi- 
nera la valeur de F(x) tant que la variable x sera com. 


Sa 
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prise entre les limites x = 1, x — œ. L'équation 


LS 


Li 


1 + Ga + ©Aa Te) 


sera encore satisfaite si, À étant un nombre supérieur à 
l'unité, on attribue à a une valeur négative comprise 


entre o et — —;—-—: or. parmi les valeurs riégatives de 
A(A +1) Mg à 8 


A— 1 
A(A+H:1) 
la plus grande, abstraction faite du signe, se trouve dé- 
terminée par la formule 


a que fournit l'équation 4 — — , celle qui est 


da À à 
RS OU À? — 2AÀ —1, 


de laquelle on tire, À devant être supérieur à l'unité, 
A ir Va; at —(3— 2/2) = —0,1715. 


La méthode d'intégration suflira donc encore pour fixer 
la valeur de F (x) tandis qu’on fera varier x entre les li- 
mites 0 et — 0,171. 

165. Il est essentiel d’observer que les quantités y,, 71, 
Vrsee.s Yn-15 Ÿ, déterminées comme nous l’avons dit, 
resteront comprises entre les limites y, 4 Aa, y7,—Aa, 
et formeront, ou une série croissante, ou une série dé- 
croissante , toutes les fois que X sera renfermé entre x, 
et x, +a, les quantités & et À étant choisies de manière 
à vérifier les conditions énoncées ci-dessus. Il est aisé 
d’en conclure que, dans le cas dont il s’agit, la fonction 
y = F(x) croitra ou décroiîtra toujours depuis x = x, 
jusqu’à x = X , sans pouvoir dépasser la limite y, Aa, 
ou y, — Aa. Concevons maïntenant que, a satisfaisant 
toujours aux mêmes conditions , la quantité X varie entre 
les limites x,, x, +a, et s'approche indéfiniment de cette 
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dernière limite. La valeur de y — F(X) s’approchera 
elle-même indéfiniment d’une certaine limite qu’on 
pourra désigner par F(x, + a), et qui sera comprise 
entre les deux quantités y, — Aa, y, + Aa. On prou- 
vera dès lors, par des raiscennements analogues à ceux 
dont nous avons déjà fait usage, que les théorèmes de la 
leçon précédente subsisteront non-seulement lorsque la 
quantité X variera eutre les limites x,, æ, + a, mais 
encore tandis que cette quantité s'approchera indéfini- 
ment d’une nouvelle limite x,+ a. Par suite, on pourra 
calculer, avec tel degré d’approximation qu’on voudra, 
les valeurs de F(X) correspondantes à des valeurs de X 
comprises entre ZX, et æo + &1. Si d’ailleurs les fonctions 
f(x, y), x(x, y) restent continues daus le voisinage du 
système des valeurs particulières 


Pr ed res Ni re EE de), 


on déterminera encore une valeur de x située au delà de 
la limite x, a,, et vers laquelle on pourra faire conver- 
ger la quantité X dans la fonction F(X). Désignons par 
X, + & cette nouvelle limite , et continuons de même; 
les quantités 


Lo En a, Lo + LEE Lo + d 9 


formeront une série croissante ou décroissante, et leurs 
valeurs numériques finiront par surpasser tout nombre 
donné, ou par s'approcher indéfiniment d’une certaine 
limite. Dans le premier cas, la quantité X pourra croître 
et décroître indéfiniment, de manière à devenir supé- 
rieure ou inférieure à toute quantité donnée. Dans le 
second cas, la quantité X pourra s'approcher indéfini- 
ment de la limite vers laquelle convergeront les différents 
termes Æ, + &, 2, “++ @:,... Soit À cette même li- 
mite et F(X) la valeur correspondante de F(X), pour 
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qu'on ne puisse plus faire passer la quantité X au delà 
de la limite X dans la fonction F(X ), il sera nécessaire, 
ou que la quantité F(X) soit infinie, ou que l’une des 
fonctions f[x, F(x)], x[x, F(x)] devienne infinie 
pour la valeur particulière x = X, ou enfin que l’une de 
ces fonctions devienne discontinue dans le voisinage de 
la valeur particulière dont il s’agit. 

166. Afin de montrer l'application de ces principes géné- 
raux à un exemple, concevons que F(x) représente celle 


TO) à k j à dx : 
des intégrales particulières de l’équation dy — Re AE 
, VA 
FATA pe ? 
s'évanouit pour x — 1; et cherchons les valeurs qu'on 


devra, dans ce cas, attribuer aux constantes à, &1, d2,..., 
en les supposant négatives, et les plus grandes possibles 
(abstraction faite du signe). Ces valeurs seront propres à 
vérifier des équations de la forme 

I 


—— — M A 
1 + Üa + OAa (0, L 


c'est-à-dire 
j ——— 
Lo (to) + (0+OA)a 
ï 
to+a HF (x, + a) + (6+OA,)(a;— a) 


M{(o, A), 


M (0, A;), 


L 
PRE MIE (Zo +@:) + (8 + &A.) (a di) 


— M(o, A,}, etc., 


tandis que les nombres 0 et O resteront compris entre les 
Himites o et r. Or on satisfait à ces conditions en prenant 


A [Xe + F(xo)] — [ 
A(A+i1) ,° 
Alro+ a + F(xo+ a)| —1 


ds — AZ RSR 2e. 6 RER, AU SAN 


Au(A; +1) 


V4 Mesa 
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Afro +ai+F(Xo-t+4:)]—1 
A,(A,+ 1) AU 


= 


et plus généralement 

An o+ mx RE (Lot am: )] 1 
An (Am + 1) 

Ajoutons que la valeur de a, deviendra la plus grande 


possible , abstraction faite du signe, si l’on choisit À, de 
manière à vérifier l’équation 

A2 2Â» + 1 

EN let deu ET (Xo + Am_1) 


et si l’on prend en conséquence 
P q 


Un = Amex = — . 


— O, 


ju LEE ne RU ans), 

Lo + Am1 + F(Xo + Am_1) 
Am = 2 20 F(%0- an) 2/10 An F(to tam s)) 
comme on a d’ailleurs, par hypothèse, x,=—1, F(x,) —0, 
on aura successivement 


am —=—3— F(1 am) +2V/2 + ana Æ F(1 + am) 
et l’on en tirera simplement 


a—=—3+92V2, 

a;=—3+F(1+a) + 2V/2 +a+F(r + a), etc: 

Si, à l’aide de ces dernières équations et de la méthode ex- 
y 
posée dans la leçon précédente, on détermine l’une après. 
l’autre les quantités 1 + a, 1—+a, 1+a....!..,qui 
2 2 y 2 
remplacent LS +, Lo +, Lo + :,..., on obtien- 
dra une série de termes qui décroïîtront sans cesse, et 
qui convergeront vers une certaine limite. Désignons 
par X cette limite ; on aura sensiblement, pour de très- 
grandes valeurs de mm , 
L 2 7 Am — 1 Du a nr — 4: 

et par suite 


2 + X + F(X) = 2V4FXFF(X), 
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ou 
X + F(X) UD, 


donc la valeur particulière x = X rendra infinie la fonc- 
tion 
I 


ce qui s'accorde avec la remarque Gépeqals que nous 
avons faite ci-dessus. 

On ne doit pas s'étonner de voir que dans certains cas 
la méthode d'intégration ne fournisse le moyen de cal- 
culer des quantités réelles propres à représenter les va- 
leurs successives d’une intégrale particulière d’une équa- 
tion différentielle donnée, qu’autant qu'on suppose les 
valeurs correspondantes de la variable indépendante x 
renfermées entre certaines limites. En eflet, parmi les 
équations différentielles qui peuvent s'intégrer par des 
méthodes rigoureuses , il en existe beaucoup dont les in- 
tégrales particulières ne sauraient être étendues à des 
valeurs quelconques de la variable x, en demeurant tou- 
jours réelles. Telle est, par exemple, l'équation 


dx 
+ Y. 


de — 


Si, après l'avoir présentée sous la forme 


on intègre ses deux membres en assujettissant y à s’éva- 
nouir pour æ — 1, On trouvera 


+ y +i)—l2= 7, 


et par suite 
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Or il est aisé de voir que le second membre de cette der- 
nière équation admet'une valeur minimum déterminée 
par la formule 2e7 — 1 de laquelle on tire 


x = — 2 = —0,6931..., 

et par suite 

+= — 0,001. 
Donc si l’on désigne par y — F(x) l'intégrale particu- 
lière que fournit l’équation 

LU 267— 9 EU, 
cette intégrale ne pourra pas s'étendre, sans cesser d’être 
réelle, à des valeurs de x plus petites que la limite 
x — 12, à laquelle correspondent une valeur nulle de 

z+y =xz+F (x), 


et une valeur infinie de 


& 


ftæ) pps 


I 

x ma F(x) R « sa 

Ces considérations directes nous ramènent donc aux con- 
clusions précédemment établies. 
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Limite des erreurs que l’on peut commettre en se servant de la mé- 
thode exposée dans les leçons précédentes pour le calcul numérique 


des intégrales particulières d’une équation différentielle du premier 
ordre. 


167. La fonction y étant assujettie à vérifier l’équauion 
différentielle dy = f(x, y) dx, et à prendre pour x= x 
la valeur particulière y,, si l’on demande, non pas l'inté- 
grale générale, mais une nouvelle valeur particulière 
de y, par exemple celle qui correspond à x = X; cette 
valeur différera très-peu de la quantité Y, déterminée par 
les équations 


dr: ni — (X TE nl) (Ar: Jn=s)) 


pourvu que l’on attribue aux éléments de la différence 
X — x, c'est-à-dire aux quantités Xi — Lo, Le — Lise. 
X—»,_,,de très-petites valeurs numériques, et si l’on a 
d’ailleurs 


NE) Mr Erout a), 
la quantité a étant choisie de maniere à remplir les con- 


ditions énoncées dans la lecon précédente. De plus, 
comme pour passer de la quantité YŸ à la valeur cherchée 
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de y, il suflira de subdiviser les différences x, — x, 
X3 — %,... en éléments infiniment petits, il est clair 
que si l’on remplace cette valeur par Ÿ, l'erreur commise 
en plus ou en moins sera représentée (n° 161) par une ex- 
pression de la forme 


LE OK: (X — x): 


cette erreur sera donc inférieure à KH:, H désignant la 


valeur numérique de X— x,, K l’exponentielle etE, ete 
une moyenne entre les nombres &,, €,,..., e,_1, déter- 
minée par des équations de la forme 


Lin fm + OXry: —%m), Pace OA(Xm4:—ZXm) | —f(m) Ya 


Cela posé, concevons que chacun des éléments de la dif- 
férence X — x, soit renfermé entre les limites + , À 
étant une quantité positive. Les nombres &,, €1,....,€,_; 
ne surpasseront jamais la plus grande valeur numérique 
que puisse recevoir la quantité 


fx 0h, y OA] — f(x, r), 


tandis que l’on fait varier x etx + 6h entre les limites 
Fret Añ'entre les mitesty; Set 0'Aa;: 
enfin 8 et © entre les limites o et r. Donc, si l’on 
nomme D cette plus grande valeur, € restera toujours in- 
férieur à Det l'erreur commise au produit KHD. 

Ajoutons, 1° que le produit 0} devra être affecté du 
signe + ou du signe —, suivant que la différence X —x, 
sera positive ou négative; 2° que le double signe placé 
devant le produit OA devra être réduit au signe + ou 
au signe —, suivant que la quantité & vérifiera la pre- 
mière ou la seconde des équations 


Fr +04, Yo + @Aa) = M(o, A), 
f (#4 —+- 64, Sidi hissse @Aa) Ex = M{o mg. A) ‘ 
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168. IL est très-facile d'obtenir un nombre plus grand 
que D quand, pour toutes les valeurs des variables x, y 
comprises entre les limites x,,x,+a, y,—Aa, y,+Aa, 


L] | df TL . L 
la fonction o(x, y) — ir reste finie et continue 
LC 


aussi bien que les fonctions f(x, y) et y (x, y). Admet- 
tons en effet cette supposition et désignons par B, C deux 
nombres égaux ou supérieurs aux plus grandes valeurs 
numériques que puissent obtenir les fonctions o(x, y), 
X(æ, Y), tandis que x et y varient entre les limites dont 
il s’agit. La dérivée de la fonction 


F(&E6h, y ET OA) —f(x, 7) 
par rapport à k, savoir, 
Æ0p(x 0h, x EE EAR) H EAy(x HÜh, y Æ AL), 


aura évidemmént une valeur numérique inférieure à la 
somme B + AC, et l’on doit en dire autant de toute ex- 
pression dans laquelle se changerait cette dérivée si l’on 
y multipliait le nombre À par un coeflicient plus petit 
que l'unité. Or, en vertu de l'équation 


FU LC) 2 ru 


f(æE0h, y EH OA) — f(x, r) ’ 


ler rt est égal à une 
appo F g 


expression de cette nature; donc la plus grande valeur 
d e LL D - 4 . 
numérique de ce rapport ou la fraction 7 sera inférieure 


elle-même à la somme B<+ AC, et le nombre D ne pourra 
pas surpasser le produit (B + AC). On trouvera dès 
lors, pour limite de l’erreur commise, (B+ AC)KHZ ou 
(B + AC)HeCH}. En supposant toujours que la quan- 
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f 


tité a vérifie l’une des deux équations 


RAÈE + 04, Yo + @Aa) — M (o, A), 
f(&o + 04, Yo — OA) —=M(o — A) 


on pourra prendre pour B et C les plus grandes valeurs 
numériques qué recoiventles fonctions o(x, y) et y(x,y), 
taudis qu’on y fait varier x entre les limites x,, x, + 4, 
et > entre les limites y,, y, + Aa, ou y, et y, — Aa. 

Si la fonction o(x, y) devenait infinie pour x = x,, 
la quantité-B étant alors infinie, on ne pourrait plus, à 
l’aide de l’expression qui précède, évaluer l'erreur com- 
mise, quelque petite que füt d’ailleurs la différence 
X — x,; mais, dans ce cas même, il sera ordinairement 
facile de déterminer un nombre supérieur à D, par la 
méthode que nous allons indiquer. 
* Si, après avoir remplacé À par t dans l'expression 

Æ p(x Eh, y = OA) E ©Az(x Eh, y HE OA), 


et multiplié ceite expression par dt, on intègre le pro- 
duit entre les limites t — 0, t — h, l'intégrale qui en ré- 


sultera, 

h 
1 [Hp (x Er, y HE OAr HE EAz(x H 0e, y HoEAt|dé, 
 O 


sera précisément équivalente à 
f(x Æ6h, y E Ah) — f(x, Tr), 


9 et @ étant pris avec le signe + ou avec le signe —, sui- 
vani que l’une ou l’autre des conditions dont nous avons 
déjà parlé sera satisfaite. Soient maintenant f(#) la fonc- 
tion comprise sous le signe f dans l'intégrale, et T une 
autre fonction de £ qui reste constamment positive et su- 
périeure à la valeur numérique de f(#) entre les limites 
t— 0, t— h. Comme entre ces limites les deux binômes 
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\ : 
F — f(1), T + f(t) conserveront toujours des valeurs 
positives, on pourra en dire autant des deux intégrales 


à [T — f(#) ]dr — ‘T dt — "F ét) dt, 
leger hé 
ne L'iræroiez fre + [rod 


h 
et par conséquent l'expression J f (£) dt aura une valeur 
e/ O 


h 
numérique inférieure à la quantité positive | Tdt; il 
0 
sera donc permis de substituer au nombre D l'intégrale 
h 
J Tdt, et la recherche de ce nombre se trouvera ré- 
O 


duite à celle de la fonction T. 

169. Lorsque, pour des valeurs des variables x, y renfer- 
mées entre les limites x,, x +a, y,— Aa, y,+ Aa, les 
deux fonctions ç(xr, y), 4(x, y) conservent toujours des 
valeurs finies et inférieures aux nombres B et C, la va- 
leur numérique de f(t) ne surpasse pas la somme B+ AC, 
et en substituant cette somme à la fonction T, on réduit 


h 
l'intégrale | Tdt à expression (B + AC). 


; 


Lorsque o(x, y) devient infinie pour x = x, la 
fonction T ne peut plus être remplacée par la somme 
BAC, ni même par une quantité constante. Supposons, 
par exemple, 


NÉ NE Er CA To)" fi(x, Ÿ); 


représentant un nombre inférieur à l'unité, et f(x, y), 
fa(x, y) deux fonctions nouvelles qui conservent, ainsi 
que leurs dérivées du premier ordre, des valeurs finies 
pour æ — x;. Soient en outre qi (x, y), p:(x, Ÿ), 
Y1(x, Y), x2(æ, y) les dérivées des fonctions fi (x, 7), 
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f(x, y) par rapport aux deux variables x, y; et A;,, À,;. 
B,, B; ; C4, C» des nombres égaux ou supérieurs aux plus 
grandes valeurs numériques que ces fonctions ou leurs 
dérivées. puissent acquérir entre les limites x = x,, 
X = Lo Ha; Y = Yo — Aa, ÿY —=Yo + Âa; on aura 


OU, 7)= ed 7) + (eme + AE) 


(x 
4x(2; r) — Ua ER r) + (x — 20)" 4 (æ, 7" 
ff) = 0p, (x fr, y HEATH OAx:(x Er, y HOAS 

+ (rot) Ep, (x br, y HOAFHOA%, (x Er, y OA] 


#0 
ae mures a Ut, y GA). 


Il reste à trouver une fonction T qui demeure constam- 
ment positive et supérieure à la valeur numérique de 
f(t), tandis que l’on fera varier £ entre les limites o, k; 
0 et © entre les limites o et 1, x et x Æ 6t entre les li- 
mites x, X; enfin y et y + OAt entre les limites 
Yo — Âa, Yo + Aa; en plaçant devant le nombre 0 le 
signe qui appartient à la différence X — x,, et considé- 
rant par conséquent x —.x, et + 0t comme deux quan- 
tités de même signe. Or il est facile de voir qu'on ob- 
tiendra une fonction de £ propre à remplir toutes ces 
conditions si l’on remplace dans la valeur de f(#) les po- 
Iynômes 


H lp,(x HE üt, y HOANHOAZ.(x HG, 7 + OAr), 
T 6p,(x rt Or, 4 na OAt) + 61;, (x pu GE, ce GA), 


par les deux sommes B, + A,C, B, + A,C; la fonction 
Ja (x H0t, y + OA) par À, ; la puissance (x — x, +6)» 
par la valeur numérique de (X — x)", c'est-à-dire par 
#0 


H”:; enfin le rapport + 
(TX —%o +44 


par l'expression 
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Can 0 


e — | ’ 
duit pt* . En conséquence, on pourra prendre 


— y9#4"", à laquelle on peut substituer le pro- 


T =B, + AC + (B, + AC,)H“ + pA##t, 


et l’on en conclura 


; | 
[ Tdt—[B, + AC;+ (B,-+ AC,)H#]4 + AE. 
Oo 


Si l’on avait supposé 


Fe r)=f@ r)+(e— 2) l(r — x) f(x, 7), 


on aurait trouvé 


d(æ; NEA F)+(t—to)l(t—x0)P:(t, 7) 
+i+le-zr)| fe ») 

x (8 7) =, 7) +(e—mo)l(t— 20) 42 (2 T), 

et en raisonnant comme ci-dessus, on serait parvenu, 

pour de très-petites valeurs du nombre À, aux équations 


T = B, + AC, + (B: + AC, )H4 + A; (r 41) 


A 
J Ta — [B,-+ AC, --(B,+ AC,)HE | +. A 4x. 
e/ O 


Supposons entin 


la, r)=ufi(x, 7) + vfile, j)+wfs(x, x) +'etc., 


fi(x, 7) fa T), ft Y);... étant des fonctions 
nouvelles qui conservent, ainsi que leurs dérivées du 
premier ordre, des valeurs finies pour y — x,,etu, v, 
w,...., désignant des fonctions de la seule variable x. 
Si l’on représente par v, v, w les plus grandes valeurs 
numériques que puissent acquérir uw, #, w, entre les li- 
MUC CL = Lo, LUN DAIUTI(t)s fa (0)snfs (2) 0 ce 
que deviennent u, #, 1,... quand 6n y remplace x par 
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x'+ 61, etpar Ti Ts Ts, 4 04 des fonctions posi- 
tives de £ qui, entre les limites £ — 0, { — h, surpassent 
constamment les valeurs numériques de f,(4), f,(4), 
f,(#),..., on trouvera, en conservant d’ailleurs des nota- 
tions semblables à celles dont nous avons déjà fait usage, 


T=(B, +AC,)U+(B,+AC,)V+...+AT;, + AT, +..., 


et par suite 
h 
1; Tat = [(B, + AC,)U + (B, + AG...) V]A 
Le] 
ch Ver h 
+ A | Tidt + A, | DR 
[0] O0 


Si l’on fait en particulier 


RE UT M 
Hot SON HR ET A CEE PEER AA 


À, p, v étant des nombres inférieurs à l’unité, on aura 


h 
[L Tdt—|(B,+AC,)H}+(B,+AC.)H#..]4+ ANA RE +. 
y 0 


170. Concevons maintenant qu'on se propose de calcu- 
ler la valeur de ÿ correspondante à x — X avec un degré 
donné d’approximation, par exemple, de manière que 
l'erreur commise soit inférieure à une unité décimale de 

« LI \ 4 \ dé . C2 
l’ordre m, c’est-à-dire à (=) . Pour y parvenir, il suf- 
\ 
fira d'attribuer au nombre une valeur telle que l’ex- 


‘4 Non 


pression KHD ne surpasse pas Ets) , et par conséquent 
telle que l’on ait 


_CH 
D 7 


Le: 

(10)"H 
puis de prendre pour éléments de la différence X—x, des 
quantités qui soient inférieures, abstraction faite du signe, 


JE 27 
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à ce même nombre. Dans le cas où il sera permis de sub- 
stituer au nombre D l'expression (BAC )#, on vérifiera 
gr CH 
171. Pour fairemieux comprendre les principes que nous 
venons d'établir, appliquons-les à quelques exemples; et 
d’abord supposons que la variable y doive vérifier l’é- 
quation différentielle 


l'inégalité qui précède, en supposant! < 


ne cos — . À qe 


Comme on aura 


PR 0) COS —., g(x, J)=x(x, 7)=—"{sin : 5 : 


il est clair que les trois fonctions 
f(x, ve P(æ, y) FACE 


resteront finies et continues pour des valeurs quelconques 
des variables x, y. De plus, les valeurs numériques de 
la fonction f(x, y) ei de ses dérivées étant toujours 
égales ou inférieures aux deux nombres 1 et +, on pourra 
prendre À — 1, B — C —;, quelles que soient d’ail- 
leurs les quantités représentées par x,, X et y,. Cela 


, , ° I 
posé, on conclura que, pour réduire au-dessous de --— 
‘ ( L o)" 


l'erreur commise dans le calcul d’une valeur particulière 
de y, il suffira de choisir À de manière que l’on ait 


H 
RE 2 43 
è me |O) 
copoÿH 
Concevons, pour fixer les idées, qu'on assujettisse la 
“variable y à s’évanouir avec x, et que l’on veuille obte- 
nir, à un dixième prés, la valeur de y correspondante à 
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x — 1, on aura dans ce cas 
HT Es On Vo Où XP To IE UT 
LA 
F0 20 ETES OT OO": :, 
et l’on pourra affirmer que l'erreur commise sera infé- 
rieure à + si chacun des éléments de la différence X—x, 
est inférieure à 0,2046.... Cette condition sera remplie 
si l’on partage X — x, — 1 en cinq éléments dont cha- 
cun soit égal à 0,2. Faisons , en conséquence, 


we 


les formules établies ci-dessus nous donneront 


| Li + Vi 

Vr = 052; = 0,08 = (0,0509...) … 
2 + Ja 

Ya=0,2 +0,2cos(5°,09) —0,390..., TI: 0,1598 —(0,1017..), 


Y3— 0,399... + 0,2.cos(10°,17)— 0,596..., _ PU (0,1523...)7, 


#1] 


Y4—=0,596..+0,2cos(15°,23) — 0,7OL.., Ps OBIOL = (0,2025..)7, 
2 


Y —0,591...+ 0,2 cos(200,25)— 0,980. 
Donc la valeur cherchée de y différera très-peu du nom- 
bre 0,980...., et si on la suppose égale à ce nombre, 


l'erreur commise sera au-dessous d’un dixième. Il est fa- 
cile de vérifier cette conclusion. En effet, on tire de l’é- 


quation dy cos + ds 


ZE Y 
d. 
dy + dx = 2 cos’ PCR De CA + - 
A + 
COS? 


uis, en intégrant les deux membres de manière que y 
; u ques 


27. 
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s'évanouisse avec T, 


\T T+Y 
Eee! } 
où ne 10 


T 
s VV EE l'O SANG ee 


Si maintenant on pose X — 1, On trouvera 
y = 10arctangt—\1— 0,973952... 


Par conséquent, l’erreur que l’on commettrait en pre- 
nant 0,980... pour valeur approchée de y serait infé- 
k SRE | x I 
rieure à — et même à —. 
10 100 
Si l’on considère l'équation 


dx 
dy = = 5 
- 1 +2? + 7° 
on aura 
I 
LR 24 y d 
2x 
PORT AT D (set 
29 


X(x, y) = — http) 


Or les valeurs maxima des rapports 


j 2x 
are x?? (1+-2°) 

étant représentées par les deux nombres 1 et ER il est 
clair que ces deux nombres seront toujours supérieurs, le 
premier à la valeur numérique de la fonction f (x, y), 


le second aux valeurs numériques des deux fonctions dé- 
rivées o(x, y), (x; y); on pourra donc prendre 


Acail, Be Ces p+ac— 5, 


quelles que soient d’ailleurs les quantités x,, X et y,; on 
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en conclura que, pour réduire au-dessous de ——— Ro l'erreur 
commise dans le calcul d’une valeur particulière de y, 
il suffira de choisir 2 de manière à vérifier la formule 


AV3 ny 
hL-—-— oGopE e ’ 


dx 
: 7: AD . 
On doit remarquer que 1 équation y MATY: EU me est 
du nombre de celles que l’on ne sait pas intégrer par des 
méthodes rigoureuses. 


Considérons encore l'équation différentielle 
dy = tang(x*, + y°)dr, 


et supposons que la fonction y doive s’évanouir avec x: 
on pourra, par la méthode qui précède, calculer les va- 
leurs particulières de y qui correspondent à des valeurs 
de x renfermées entre les limites 


VAL AL LE us 0,7919. 
7 

Par suite, les valeurs numériques des deux fonctions 

@(x, y) = 2x[1 + tang’(x? + y2)], 
et 

x(æ, x) = 2rf1 + tang’(x + y2)] 
ne surpasseront pas les nombres 

Bi; Li0nnassets Cocos 38/4 
Cela posé, on conclura que l'erreur commise dans le cal- 
cul d’une valeur particulière de y sera inférieure à 
(ST | si l’on prend 


H200,3023...e72.3847 a 
MAMET (ro 
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Considérons enfin l’équation différentielle 
pres (as + >°)dx, 


et supposons que, la fonction y devant se réduire à l’unité 
pour x — o, on veuille calculer les valeurs de y cor- 
respondantes à des valeurs positives de x. Dans cette hy- 
pothèse, la formule 


f(x + 04, Yo + @Aa) — M(o, À) 
donnera 
bañ + (1 + OAa}? — M{o, A), 
et l’on y satisfera quel que soit À, pourvu que l’on déter- 
mine la quantité positive a par le moyen de l'équation 
a+ {i-HAaÿ = A. 


Cette condition étant remplie, il est clair que si l’on 
prend X — a ou X<a, la valeur de y correspondante à 
x = X se tfuvera comprise entre les limites 1, 1 + Aa 


entre les 


et la valeur de la fonction y(x, y) — 
4 


limites o et +. Cela posé, les quantités désignées par B;, 


C;, B;, C: dans la formule 


(BI AO PUR SACS) HA] BHRA GE Grece 


LA 


se réduiront à 
Bis 0, Gr + Bye 0, tes d 


et l’on tirera de cette formule 
HE 


+ h + DE LS Tro)rA Hi? 


PA 
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. . À 
ou, ce qui revient au MÊME , 


GRR ane 


et par suite 


Si, pour fixer les idées, on suppose a — X —H, l’é- 
quation 
a E(r 5 Aa fit A 
deviendra 
Hs (EMA) "A; 
ou 


LG + AH — LH — 1 + Hi — LH, 


et l’on en conclura, en extrayant les racines positives 
des deux membres, 


a+ AR — 48 = fi + mi — 4m, 
A=IH+HŸ + (1 + Hi — th; 


à l’aide de cette valeur de À, on obtiendra la condition 
à laquelle il suffit d’assujettir le nombre À pour que l’er- 
reur commise sur la valeur de y correspondante à 


zx = X — Hne dépasse pas (-5)". 


172. La méthode que nous venons d’exposer a l’avantage 
de démontrer que y, converge vers une limite fixe lorsque 
x croît indéfiniment, et qu'il y a une fonction y qui sa- 
tisfait à l’équation différentielle. Si lon admeitait à 
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priori que la fonction y existe, l'erreur commise peut 


être réduite à moitié. En effet, la valeur de y correspon- 
dant à x,4, peut être mise sous la forme 


AT 


Yagi = Va + S (Œns Vn)h HS (an + 0h, 7n=E0AÀ) : 


3 


or la valeur approchée de y, d’après la méthode, est 
donnée par l'équation 


M Là vs Ÿr + Hibre, dE k. 


Ainsi la seule sous-division à l'infini de la différence 
Lys — À, fait varier y, de la quantité 


/ 


2? 
2 ? 


f'(æ + 6h, y + 6Ab) 


; ALTER : LR KES 
qui est inférieure à (B +- AC) FT c’est la moitié de ce 


qu'on avait adopté par la marche précédente; on peut 
donc poser en général, en désignant l'erreur pare, 


free Bt AC FC SAT “y 


2 C 

173. On peut, à l’aide d’autres méthodes, effectuer, par 
approximation, l'intégration des équations différentielles 
du premier ordre. Ces nouvelles méthodes méritent 
même la préférence, parce qu’elles resserrent les limites 
entre lesquelles les valeurs des inconnues se trouvent 
comprises. Concevons toujours que, la fonction y étant 
assujettie, 1° à vérifier l'équation différentielle 


AU DEA D 2 


2° à prendre la valeur particulière y, pour x = x,, 
on demande une autre valeur particulière de y, savoir, 
celle qui correspond à x = X. Supposons d’ailleurs que 


s n 
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X soit renfermé entre les limites x,, x, + «3; enfin 
désignons par y — F(x) la fonction inconnue de x 
propre à remplir les deux conditions ci-dessus énoncées. 
Cette fonction, ainsi qu’on l’a déjà remarqué, croîtra 
ou décroîtra toujours depuis x = x, jusqu’à x — X sans 
pouvoir dépasser la limite y, + Aa, ou y, — Aa. De 


plus, comme on aura 
PEER (x, Fa) dr: 


on en conclura, en intégrant, 


F(X) — F{x,) — "fe F(x) |dz. 
/ X6 

L'intégrale du second membre est équivalente à la diffé- 
rence X— x, multipliée par une moyenne entre les diver- 
ses valeurs que reçoit la fonction f[x, F(x)], tandis que 
l’on fait varier x entre les limites x,, X, ou, ce qui revient 
au même, par une moyenne entre les diverses valeurs 
que recoit la fonction f(x, y), tandis que l’on fait va- 
rier x entre les limites x,, X, et y entre les limites 
F(x,), F(X); comme cette moyenne peut être repré- 
sentée par une expression de la forme 


fr +0(K— 2), F(x) + @[F(X)— F(x)], 


ÿ et © désignant deux nombres inférieurs à l’unité, on 
aura, en écrivant y, au lieu de F(x;), 


F(X)— yo (X— 20) {rot 0(X— to), For O[F(X)—F(x0) }. 


Cette équation, sans donner la valeur exacte de la quan- 
tité inconnue F (X }, fournit le moyen de substituer aux 
limites Y5; Yo + Aa, d’autres limites souvent très-rap- 
prochées entre lesquelles cette quantité se trouve com- : 
prise. Admettons, par exemple, que la fonction F(x) 
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étant assujettie , 1° à vérifier l'équation diflérentielle, 
LATE, 
dy = cos NET AT; 


2° à s’évanouir avec x; on demande la valeur de F (x) 
correspondante à x — 1: on aura 


HE | Ray 


Les nombres 8 et © devant rester compris entre les li- 
mites o et 1, on reconnaitra facilement que la valeur de 
F(x1) est positive, qu’elle diminue tandis que l’on fait 
croître les nombres 0 et @, enfin qu’elle est comprise 
entre les valeurs de Ÿ fournies par les équations 

YX 


= COS Or VUE cps( 


La première de ces équations donne immédiatement 
F( 1) ae 


quant à la seconde, on la résoudra facilement, et l’on 
trouvera 


VE 6 936! 


La demi-somme de ces quantités, savoir 0,963..., est 
donc, à moins d’un dixième, la valeur cherchée de l’in- 
connue F (1). 

Si dans le calcul de F(X) on veut augmenter le degré 
de l’approximation , il suflira de substituer à l'équation 


F(X)—ro—(X—20)/ {0-0 (X— 20), Jo ELF(X)—F(&0)]} 


un système d'équations de mème forme. Entrons à ce 
sujet dans quelques détails. 

Si l’on désigne par 1, %2,..., 4,1, n — 1 valeurs 
différentes comprises entre les limites x,, X, on tirera 
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successivement de l’é série dE(x) = f{x, F(x)1dx, 


re (ef fat Bles 20), at @lR(e) el), 
M) —F(x;)={(c 7x) f {a +0, (x— 2), F(x;)+@,[F(x LES RE Pie 


En raisonnant sur la première de ces équations comme 


RER 


on l’a fait sur l'équation 
PIX) Yo — (X = L5)f {To + 0 (X ge Lo) Horde CARE (X) Er F(xo)]} ; 


on obtiendra facilement deux limites entre lesquelles sera 
renfermée la quantité F(x,); ces limites obtenues, on 
trera de la seconde des équations, de nouvelles limites 
qui comprendront entre elles la quantité F(x;), et, conti- 
nuant de la même manière, on finira par déduire de la 
dernière équation deux limites de la quantité cherchée 
F(X). | 

Si l’on applique cette méthode générale à l’exemple 
déjà cité, et que l’on partage la différence X — x, = 1 
en cinq éléments dont chacun soit égal à 0,2, on aura 


d 
F(o, ii — Es cos [tft PoE lo), 


0,2+F(0,2) +0,20, +@,[F(0,4)—F(0,2) 


F(0,4)—F(0,2)— 0,2:.c0s E 


F(0,6)—F(0,4)— 0,2.cos 5 
Flo:8) SR cos 0,6+F(0,6)+o, 203, + @s[E(o6wx F (0,6)] 
% 5 


| 
F(: LP(oB UE cos Ÿ 2 ,8+F(0,8)+0,2.0,+0,[F(1) —F(0,8)] 


ie he 
pus 4+F(0,4)+ 0,29, +@,[F(0,6 Re 
Fons L 

V 


5 


Comeme les nombres 6» bg. 10: Oaissont tous in- 


férieurs à l’unité, on s’assurera facilement que les valeurs 


des quantités F (0 2); F(0,4);, F(0,6), :F(0,8), F(r), 
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LI 


fournies par les équations qui précèdent sont renfermées 
entre les valeurs de y, Y:; Ya, 1, Y, données par les 


. deux systèmes d'équations 


Y1=90,2.c08(0,2), 


Vanier LP PSS TE 


Yi = 0,2.C08 (Er) ; 

te À 

pays oascos (RAT: tr), 
6 

3712 0,2.008( 2 EI 2), 

ele k 

/ sh 
Y— y; = 02,008 —— —— à 


On tirera successivement du premier système 


Ya — 0,39936, 73 — 0,59681, 
Y = 0,98106; 


DETTES 
ÿ4 — 0,79T10, 
du second. 
Ka10: 10086 %27—.0:906082,,,/Ys5 10,091, 
RE 00120," 0, 900090: 


Si l’on prend la demi-somme des nombres 0,98106 et 
0,96598, savoir 0,9735 pour valeur de l’inconnue F(1), 
l'erreur commise sera inférieure à la demi-différence 


0,991 06 + 0,90593 


. — 0,008. 
2 


174. Reprenons encore l'équation 
A = SAC y)dx, 


et supposons que la fonction f(x, y) croisse ou dé- 
croisse constamment , tandis qu'en attribuant à x une va- 
leur fixe comprise entre les limites x, X, on fait varier 


y depuisy = y, Jusqu'à ÿ = yo + Âa. 
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Désignons d’ailleurs par Æ(x, y) + C la valeur de 
l'intégrale indéfinie f f(x, y) dx, dans laquelle la va- 
riable y est considérée comme constante : observons en- 
fin que, dans le cas où trois fonctions de x représentées 
par u, #, w, vérilieront les conditions » > u et << w 
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites 
ZX = Los X = X ; la seconde des trois intégrales fudx, 
fvdx, fwdx obtient une valeur moyenne entre celles 
de H première et de la troisième. Comme entre les li- 
mites dont il s’agit, la fonction f [x, F(x)] reste con- 
stamment inférieure à l’une des expressions 


FT, F(R)} S'Cr, F(æo)h 
et constamment supérieure à l’autre, l’intégrale 
1X | 
TR RUILIOR 
To 
aura une valeur moyenne entre celles des expressions | 
5X | 
JL fl F(Rlde = FIX, F(X)] — Fr F(X)}, 
[te F(ro)lér = FIX, F(&)] — Far F (%o) } 
To 


d’où il résulte qu’elle pourra ètre représentée par une 
autre expression de la forme 
X 
[Fe Flo) + OTF(R)—F(&)]} de 
— F{X, F(xo)+ 6[F(X)—F (to)]} — F{%o F(xo)H+O[F(X) —F(xo)] } - 
Donc, l'équation 
F(X)— 7o=(X— &o)f {to + 6(X —%0) Yo + O[F(X)— ro ]} 


pourra être remplacée par la suivante 
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F(X)—F(xo) = FÎ{X, F(x)+O[F(X)—EF(x)]|} 
{re E(r0)-+ OUF(X)—F(20)]} 3 

on trouverait de même 


F(x;)—F(x)=# ie F(x)+O,[F(x) — F(x)]} 


CON cute ne, SAR Nr man 
{ F(X) Far) = F{X; Fan) + On[F (X)—F (271) } 
\ À HR Fax) + One: FX) F(xr1)l} : 


à l’aide de ces équations on déterminera des limites sou- 
veni très-rapprochées entre lesquelles la valeur de F(X) 
se trouvera comprise. Concevons, pour fixer les idées, 
que l’on considère de nouveau l’équation 


din cos( 2 EX jar; 


on aura, dans ce cas, 


MSIE cos(? . 7) 


; Æ / à 
f cos No ANRT Lei sn reel + C; 
; ED 5 


on pourra prendre en conséquence 


? 


ubé han: 
F(x; 7) — 5$sin re 


et l’on aura. en vertu de l’équation (a 
, q > 


EU: F ta 
F(1) ns ha HE OEG) — ein 20, 
ou , Ce qui revient au même, 
1 + 20F(1) 


F(1) = 10 sin-5 cos 
190 
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Or, le nombre © devant toujours rester inférieur à l’u- 
nité , on reconnaîtra facilement que la valeur de F(r), 
déterii par l'équation qui précède, diminue à mesure 
que ce nombre augmente et demeure comprise entre les 
valeurs de Y fournies par les équations 


10? 


; 1 + 2YŸ) 
MSN SIN ET — sing cos TT), 
10 


c'est-à-dire entre les quantités 0,9984,..., et 0,0564,.. 
Si l’on prend la demi-somme de ces deux quantités, sa- 
voir 0,977 pour valeur de l’inconnue F(1}), l'erreur 
commise sera inférieure à la demi-différence 


0,993 Le 0,990 


2 


HOUR 


Si, au lieu de calculer directement F(X) ou F (1) par 
une seule équation, on voulait passer par les valeurs in- 
termédiaires F(o,2), F(0,4),....., on aurait tiré des 
équations (b) 

0,2 + 20,F(0 
F(o,2)— 10sin(0,02)cos [eee], 


6+2F(0,2)+20,[F(0,4)—F 
F (O4) F (0,2) 10 510(0,42)c0s je = CREER PRIE 


10 
0,4) 2,1F(0,6) —F(0, 
F(0,6)—F(0,4)— 1osin(0,02)cos seat AR LENQOIE SPORE 
,0 F(0,8) —F (0,4) 
F(0,8)—F(0,6)— tosin(0,02)cos À - Li InPR Eee) (o À, er, 
| 8)+20,[F(1)—F(0,8) 
F(1) —F(0,8)= 1osin(o,02)cos j reine aRaEtuE FRONT 


On s’assurera facilement que les valeurs de 
F(0,2), F(0,4), F(0,6), F(0,8), F(1), 


déterminées” par ces équations, croissent tandis que les 


Jr 
LE ve 
Dose 
DAT 


Il 


a 
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nombres O,, ©, O,, O;, @,, diminuent et se trouvent, 
par suite, compris entre les valeurs de y;, Vas Vas Vus 
Y, fournies par les deux systèmes d'équations 


10sin(0,02)cos 0,92), 


Le premier système donne 


Ja = 0,19994 5, 7:—0,89892,.., 73 — 0,59568...., 
Ja 2260390000 MANETTES CGT 


le second 
Yi 21 010002 555 Mr=="0,80700 75005 210 502008. 
Vs A 00 es D = 0,07020 es 


et en prenant la demi-somme des valeurs de Y ; on ob- 
tiendra, pour valeur approchée de F(1), le nombre 
0,9739,..., avec la certitude que l'erreur ne surpassera 
pas la demi-différence 


0,97765 — 0,97029 


2 
L'emploi des nouvelles formules a notablement dimi- 
nué les limites des erreurs commises. En effet, cette li- 
mite, qui était d’abord <, a été successivement réduite à 
0,008, 0,0036... 
Pour montrer une nouvelle application des dernières 
formules, considérons l'équation différentielle 


dy = (2 +71) 47, 


et supposons que, l’inconnue y = F(x) étant assujettie à 
s'évanouir avec +, on demande la valeur de y corres- 


4 


’ 


1 = 10sin(0,02) cos(0,02 + 0,271); 
10sin(0,02)cos(0,06 + 0,21), Y2—7, — 10sin{0,02)cos(0,06 + 0,27.) 
10sin(0,02)cos(0,10 + 0,2Y:), Y3—Y2:— 105in(0,02) cos(0,10 + 0,273 
1osin(o,02)cos(0,14 +0,2y3), Y4—-Y3— 1osin(o,02)cos(o,14+ 0,274) 
Y —y;—=10osin(o,n2)cos(o,18+ 0,274), Ÿ —y;= 1osin(6,02)cos(o,18+0,2Y} 


) 
Ë 
) 
) 


| 


| 
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pondante à x — 1. Comme la fonction dérivée 
Pas Del. nu ! 
Re RE ER 


sera positive tant qu'elle conservera une valeur réelle, 
on peut assurer que la fonction F(x) sera toujours crois- 
sante avec x. De plus, il est clair que si l’on fait croître 


L . Li 1 ds 
y sans faire varier x, la fonction x? + y* croiîtra elle- 
même. Cela posé, l'équation (a) donnera 


| F(i)=é+ç(er(i}f, 
ou, ce qui revient au même, 
ju 
{{eF(1)} — +0} —=20 ++0"; 
puis, en extrayant les racines positives des deux membres, 
Her ©? 2, 27 à 
et observant que la quantité Fa es ©, supérieure à 


. , x L 
1®, ne peut devenir égale à + @ — [OF (r)};, on trouvera 


à I ©? 2 © 2 DD 20 
32 — — ee —— — F EE 7 > se 
(eF()F —-0e AURE (PE ve ne 


Or, le nombre © devant être compris entre les limites 
oet 1, la valeur de F(r) déduite de l’équation qui pré- 
cède, restera elle-même comprise entre les limites cor- 
respondantes 


; 1 3) ! 2 fi : 1 
[_ _— at m2 DT TRE Pat \: ay 
Pour resserrer les limites de F(x1), il suflira de substi- 


tuer les équations (b) à l'équation (a). Si, pour fixer les 
idées, on partage la différence X -- x, = 1 en 10 élé- 


ments dont chacun soit égal à 0,1, on tirera des équa- 
tions (b) les valeurs des quantités 


F{o,r),  F(0,25 F(o,3),..., F(o;9},, F(i), 
RARE 28 


004149 Ja 
= 0,46041, Ye 
=-11,10006,  Y9=—1,37607. 
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et l’on reconnaîtra facilement qu’elles sont comprises 
entre les valeurs de y, Ja. .., Jos Ÿ, fournies par les 


deux systèmes | 
= ion), Jar #02) —(0,1Ÿ$] + 0,119. 
Pme ce [1 — (0,9) ] +0,17 
7: = 0,005 + 2[(o, 1] + 0,1V0,0025 + +(0,1), 
Ya Y1=0,005+2|(0, 2 (o, 1} | 
+0, Vo, 0025 +7: +2[(0,2)— (0,1) } 


æ 9 e . C2 . . e 


Y—Y7—=0, RUE É ac iNE MTS 
RAR 0025 + y3 ++ 2 A0 0,9): |, 


ou, ce qui revient au même, entre-les valeurs 


10021005 02 == 10,07419 5 JS =— 0,101295 4e 014207; 
— 0,36624, 6 
Ext 0,001 40 


0,50089, y, — 0,65226, ys — 0,80961, 
1,18970 ; 


Il 


Ï 


et 


0,17368, :Y3-—0,20935;  Y4 — 0,929, 
0,61275, Y; — 0,798176, ys — 0,96667, 


Il 


Si l’on prend pour valeur approchée de F(x) la demi- 
somme entre les valeurs précédentes de y, savoir, 
1,28..., l'erreur commise sera inférieure à la demi- 
différence 0,09. Ainsi l'emploi des équations (b) avec 
la division de la différence X — x, en dix éléments a 
suffi pour déterminer, à moins d’un dixième près, l’une 
des intégrales particulières de l’équation 


du (x + Y)dx, 


dont l'intégrale générale en termes finis ne peut se 
déduire d'aucune des méthodes connues. 


—<2-—- 
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Revue de toutes les intégrales particulières ou singulières qui peuvent 
appartenir à nne équation différentielle du premier ordre, — Pro- 
priétés de quelques-unes de ces intégrales. 


176. Toutes les fois que les deux fonctions f(x, y)et 
x (x, y) =D, f(x, y) restent finies et continues dans 
le voisinage des valeurs particulières x = x,, y =, 
‘les méthodes exposées dans les précédentes lecons four- 
nissent une valeur de y en x, savoir, y = F(x), la- 
quelle étant fonction continue de x, au moins entre cer- 
taines limites, l’une inférieure , l’autre supérieure à x,,, 
satisfait à la double condition de vérifier l’équation dif- 
férentielle dy = f (x, y)dx, et de se réduire à y, pour 
x = x,. Cette valeur de y est une intégrale particulière 
de l'équation proposée et elle est de plus, dans l’hypo- 
thèse admise, la seule fonction continue de + qui puisse 
remplir à la fois les deux conditions énoncées. Effective- 
ment, si une autre fonction F (x) + o(x) jouissait des 
mêmes propriétés, on aurait non-seulement 


F'(x) = fx, Fx)}, Fit) = Yo 
mais encore F(x,) + (Xo) = Yoy P(Xo) = 0, 
F'{x) + @'(x) = fx, F(x) + @(x)] 


= fx, F(x)| + e(x)xfx, F(x) + 0g (x)], 
240 
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@ désignant un nombre inférieur à l’unité, et par suite 


p (x) 


1 = LT xte, F(x)+6p(r)} ee) — 0. 


4 


a 


D'ailleurs, si après avoir posé x = x, + £ on attribue à 
la quantité z une valeur infiniment petite, ou, ce qui re- 
vient au même, si l’on fait converger x vers la limite x,,, 
(x) o(m +i) 


la fraction <= = — =" finira par obtenir, comme 
g'(x) P(Xo + i) P 9 


son numérateur, des valeurs. sensiblement nulles, tan- 
dis que la fonction y[x, F{x) + dp(x)] convergera vers 
la limite y (x, , Yo); on aurait donc 


LOL (Lo De); 
ou 


Æ CA is, = D; 


ce qui ne saurait s’accorder avec l'hypothèse admise. 
177. On peut cependant, même dans cette hypothèse, 
concevoir diverses fonctions de x qui, étant également 
propres à remplir les conditions énoncées, coïncident 
dans le voisinage de la valeur particulière x = x,, et di- 
vergent pour certaines valeurs de x sensiblement diffé- 
rentes de x,. Il peut même arriver que plusieurs de ces 
fonctions restent continues pour toutes les valeurs de x. 
Ainsi, par exemple, si l’on assujettit la variabley, 1° à vé- 
rifier l'équation différentielle (x+1)dy —(y+1)dx—0; 


2° à s'évanouir avec æ , les deux fonctions continues 


Le — 1 +V/x +1}] 


| 


T=X = 


satisferont l’une et l’autre aux conditions prescrites. 
Comme le radical V/(x + 1)? est censé représenter, dans 
tous les cas, une quantité positive, il est clair que la se- 
conde valeur de y coïncide avec la première tant que l’on 
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suppose x + 1 positif, et se réduit à y == — 1 dans le 
cas où x + 1 devient négatif. 

Lorsqu'on permet à la variable y, considérée comme 
fonction de x, de varier d’une manière brusque pour cer- 
taines valeurs de x, il devient facile de la faire coïncider 
successivement avec plusieurs intégrales particulières. 
Soient en eflet 


F=R(x) =)... y =Fn(x), 


plusieurs intégrales de cette espèce. Si l’on veut que y 
coïncide avec la première de ces intégrales, depuis 
TX = — © jusqu'à x — X; ; avec la seconde depuis x = x; 


jusqu'à © — ZX:,..… ; enfin avec la dernière, depuis 
x = X, jusqu’à x —=.+ ©, il suflira de supposer 
F ne F, T F, D JA F T | ge I 
Poe) + Fate) Re) Fe) om 
> | 2 V{x— 2,) 
Fn(x) — Fr (x) 2 — tn 


2 V2) 


On pourrait admettre que les fonctions F4 (x), F,(x),.… 
représentent, les unes des intégrales particulières, les. 
autres des intégrales singulières de l'équation 


E 


dy = f{rs.r)de, 
auquel cas la valeur précédente de y coïngçiderait succes- 
sivement avec des intégrales de ces deux espèces. Aïnsi, 
par exemple, étant proposée l'équation différentielle 


an (Z)'ar, | 


on reconnaitra sans peine que la fonction 


r=i&+Vz) 


ooincide, pour toutes les valeurs positives de x, avec 
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lintégrale particulière y — x, et pour toutes les valeurs 
négatives de x avec l'intégrale ARE. »\="0. 

Dans le cas où les fonctions F, (x), F,(x),... repré- 
sentent des intégrales particulières , la fonction 


Fo(x) + Fn (x) F;(x) — Fix) x—x, 


di. SN 5 Var 


doit être censée comprise dans l'intégrale générale de 
laquelle on la déduit, en attribuant à la constante arbi- 
traire une valeur plus étendue. Soient en effet 


MF, C) 


l'intégrale générale de l'équation dy = f(x, y)dx, 
et Cys Cas Con. Ch les valeurs particulières de la con- 
stante arbitraire € qui font coïncider cette. intégrale gé- 
nérale-avecles formules y = F5 (x), y =F,(&), ..:.. 
Pour réduire l'équation y = F(x, ©) à la formule 


Fix) +Fa(x) Fi(z)—F(x) x — zx, 
Me 2 RAT ST LÉ NE 


il suflira de prendre 


Co+ Car C—Co ZX — Cn— Cri L' — Zn 


LEE RE D TEE SLT CE Es 
2 AN M EE, à 2 V/(x - Zn) 


178. Soit maintenant y — F(x) une fonction quel- 
conque dex propre à vérifier l'équation dy= f(x, y)dx. 
Si chacune des fonctions f[x, F(x)], y[x, F(x)] 
reste finie et continue pour toutes fes valeurs possibles 
de x, ou du moins pour toutes les valeurs comprises 
entre certaines limites, on pourra prendre à volonté 
l’une de ces valeurs pour celle que nous avons représen- 
tée par %,, et, en conséquence, y —F(x) coïncidera, au 
moins pour des valeurs de x comprises entre certaines. 


(= 


' 
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limites, avec l’une des intégrales particulières que nous 
avons déjà considérées. Donc y = F(x) ne pourrait 
ètre une intégrale singulière ou une intégrale particu- 
lière toujours distincte de celles dont nous venons de 
parler que dans le cas où l’une des deux fonctions 


FLY = la Er) RER Pi) 


cesserait d'être finie ou continue pour toutes les valeurs 
possibles de la variable x. Or cette condition ne peut être 
remplie que dans le cas où ces fonctions deviennent 
constamment infinies ou indéterminées: et comme la 
fonction F'(x) = f[x, F(x)] ne saurait être constam- 
ment infinie sans qu'il en füt de même de F(x), nous 
devons conclure que si l'intégrale y — F (x) est toujours 
distincte de celles que l’on a considérées dans les der- 
nières leçons, et si l’on n’a pas F(x) — # «, quel que 
soit x, la fonction F(x) vérifiera, pour toutes les va- 
leurs de x, l’une des conditions 


SAR Éd À xl, ETES, x\æ; F(x)] —{; 


en d’autrestermes, l'intégrale y =F (x) vérifiera l’unedes 
équations 


f{æ, TON (+, MC rm eu O0: 


Si l'intégrale F(x) ne devait demeurer entièrement dis- 
tincte de toutes celles que nous avons considérées dans 
les dernières lecons qu’autant que la valeur de x reste- 
rait comprise entre certaines limites, on pourrait encore 
affirmer que cette intégrale vérifie l’une de ces trois équa- 
tions, mais seulement pour des valeurs de x, renfermées 
entre les limites dont il s’agit. 

Si l’on applique ces. principes généraux aux deux 
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équations différentielles 


y 
ay (2) dy, —=.r7])d%, 
on trouvera successivement 


PACP n=(t}, ae, F)= 

KES HE AT dd 

Je, 7) = rl, x, 7) =: +1lr. 

Les quatre fonctions qui précèdent ne deviennent indé- 
terminées pour aucune valeur de la variable y considérée 
comme une fonction de x, mais la seconde et la qua- 
trième deviennent infinies, et par conséquent l’équation 

I 

x(2 7) 
variable la valeur y — 0, laquelle est une intégrale sin- 


\ 


sulhère de l’équation dy — ( Ja, et une intégrale par- 


2? 


— o se trouve vérifiée quand on attribue à cette 


üiculière de l'équation dx = Yi ydx. Supposons encore 


tie 


AT 
sin — 


dans cetie hypothèse, les équations de condition de- 
viendront 


nd I PTeA 
; 2Y SIN — + cos — SD = 
LITE CNE A Jo Les 
PPT ë NT 7 NE: Lin ?e 
sin — sin? — 2Y SiN— + COS — 
“4 Y: Hi 


Les deux premières ne peuvent être vérifiées qu'autant 


1 
que l’on aura . + ©, y — 0, D'ailleurs, si l’on pose 


VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 4AT 


n désignant un nombre entier quelconque et c une con- 
stante indéterminée, on aura, à très-peu près, pour des 
valeurs considérables de 7, 


ce ÿ 


FU 
sin — n°7° Sin 
Y LOTS 
donc la valeur de y correspondante à 7 — ®, savoir, 
y = 0, produira effectivement une valeur indéterminée 
Te 
ce | 
sin — 


LA . , ° a 
— du rapport . Il serait également facile de prouver 
€ 


que cette valeur y — o vérifie la formule 


R I 
2Y SIN— + COS — 
LA 


0) 
] 


TA 
Sin? — 


Ajoutons qu’elle satisfait, comme intégrale particulière, à 
y? dx 
DRE 
sin 
Je 


l'équation dy — , Qui a pour intégrale générale 


x +C— cos, ou = Pt 
REP A T° 5nm=E arc cos(z — C)’ 


n désignant un nombre entier quelconque. 


1 08 
sin ? — 
Quant à la formule 2 —5, on en tirera 
sai 1 
27 Sin — + COS — 
4 4) 


Eye L I 
SIN 0, = rer rt y = EE — 


ne | . 


SA k À nr 


Les valeurs de Ÿ fournies par cette dernière équation 
2 dx 


seront des intégrales singulières de l’équation dy — 4 rs 
sin— 
5 


rv, 
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On doit seulement excepter la valeur y —o, qui corres- 


pond à 2 — 0. 
MAY L3 . » # 4 . 2dx 
Si l’on avait considéré l'équation dy — Ru ht dl Ein : 
- à I 
Y? Sin — — cos — 
À 27 
la formule f(x, y) = ©? serait devenue 


à 158 
y? sin — cos— 
»: NA 


On \ satisfait encore par la valeur Y = 0 considérée 
comme limite d’une valeur de la forme 
us 
TJ: — RQ CN Pre de 
(nr 71 +)r + 


nr? 


mais, dans le cas présent, la valeur y — o est une inté- 
grale singulière de l’équation différentielle proposée, qui 
a pour intégrale générale y sin = = æ + C. 

179. Quoique bien différente des intégrales particu- 
lières que nous avons considérées dans les précédentes 


lecons, la formule y — o peut se déduire de la méthode 
fondée sur l'emploi des équations 


Fa Foires = m)J (@0 00), 2vêtc. 


En effet, si l’on suppose généralement que f (x, y) s’é- 
vanouisse quel que soit x pour une valeur nulle de y, on 


tirera de ces équations, en prenant y, = 0, 
Yi — Yo — 0 Ya — Fr — 0; Yi 0, 


puis, en écrivant y au lieu de Ÿ, on obtiendra l'inté- 
grale cherchée y — 0. Ajoutons que cette intégrale se 
trouve comprise dans la formule y — ©, à laquelle on 
parvient en opérant toujours de la même manière dans 
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le cas où une valeur nulle de 52 rend indéterminée la 
fonction f (x, y). 
Il est essentiel d'observer que la fonction représentée 


par y(x, y) est précisément ce que devient le coeficient 
er dy. Re 
différentiel quand on y considère y” comme une fonc- 
by | 


tion de x et de y déterminée par la formule 
re A HETE y). 
De cette observation, jointe à 
le fait énoncé par d’autres géomètres, que l’un des ca- 
P 5 > q 


HS 


ractères des fonctions singulières était de rendre infini 
4 


y 

dy 5 

Remarquons enfin que, dans le cas où l'équation 
detiér UT de 


a pour intégrale singulière la formule y = 0, et pour 
intégrale particulière une autre valeur de y qui s’éva- 


a # 4 
_ce qui précède, on conclut 


nouit avec ZX — X,, sans être constamment nulle, on 
peut déduire ces deux valeurs de si des équations 


FN (Zr ES DIT (4 va 
IE enr Ex — (æs Er ANAES ; FE 
etc., 


savoir, la première valeur en prenant pour y, une 
quantité rigoureusement nulle, et la seconde valeur en 
prenant pour y, une quantité infiniment petite, 

180. Si l’on proposait d'intégrer, non plus l'équation 


dy = f{r, 7)d2, 


. à d * ? 
mais la suivante f° (x, # _. — 0, il suflirait, pour ob 


tenir la fonction y(x, y), de tirer la valeur de y’ en x de 
l'équation f(x, y, y') = 0. D'ailleurs, si l’on désigne 


4 
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par 
AE SNS RS CL 2 AN: PSN AT 


les. trois dérivées partielles de f(x, y, y) par rapport 


aux trois variables x, y, y’, les valeurs de y’ et de 
dif sg AR ; ; THIERS 
Jr? urées de l'équation f(x, y, y‘) = 0, vérifieraient 


évidemment l'équation 


; AC 
X(x, LT ANR ONE RD 
dy DA CNE ARS pe 
OÙ = Dar, conséquent s1.lon/passe 
dy’ , J'3 y { : P 


de l’équation dy = f(x, y)dx à l'équation 


les formules 


Oo 
© 


x(æ, ) 7 


; È 0; 


devront être remplacées par les suivantes 


AUX J 3 se sé 
X(x, J'» y) 


+ AE CAE A BE 
SU ON) | 


O 
= 
U 


? 


dans lesquelles il faudra considérer ve comme une fonc- 
tion des variables x et y déterminée par l'équation 


SET NEO! 


Concevons, pour fixer les idées, que cette dernière 
équation se réduise à y = xy + f( y’), on aura 


UN I 
dy x + fr) 
HU Ayr RE 
la condition “pe — æ deviendra 


DA) 04 
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et l'élimination de y’ entre cette équation et l'équation 
y" + fr) = 7 
. , Q 1 7 [A AS , 
donnera les intégrales singulières de l’équation proposée. 


181. D’après ce que nous venons de dire, pour ob- 
tenir les intégrales singulières de l’équation différentielle 


dy = fe, ydr, 


il suffit de chercher les valeurs de y en x qui auront la 
propriété de rendre l’une des fonctions f(x, y), x{x, y) 
. , . , from I 

indéterminée ou de vérifier la formule ———— — o, et 


4 (x, ÿ) 
qui satisferont en même temps à l'équation 


DU Er PACE UES 

De plus, comme les valeurs de y en x qui remplirent 
cette double condition pourront être, ou des intégrales 
singulières, ou des intégrales RH es il faudra 
trouver un moyen de distinguer ces deux espèces d’inté- 
grales. Cette distinction ne présente aucune difficulté 
dans le cas où l’intégrale générale est connue; dans le 
cas contraire on peut l’effectuer à l’aide des propositions 
suivantes : 

1% Théorème. Pour décider si une valeur 3 
est une intégrale particulière ou singulière a Sabn 


dy UT y)dx, 


il suffit d'examiner si z — 0 est une intégrale particu- 
lière ou singulière de l'équation 


{fLe, Fa) + 2] — fx, F(a)]} de. 


En effet, y = F(x) devant, par hypothèse, vérifier l’é- 
quation dy = f(x, y)dx, on aura 


FC fe 2) l'es 
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Soit d’ailleurs F(x, y) = C l'intégrale générale de l’é- 
quation donnée; si l’on pose dans cette équation 
Yi F(x) + 3, 
et si l’on a égard à la formule 
FT) UNE F(+)jaz, 
on obtiendra l'équation 


dei MAR F(x) + 3] — fx, F(x)]} dx, 


à laquelle on satisfait en prenant z — o, et qui aura pour 
intégrale générale 

ETF GP ETRENC 
Or il est clair que y = F(x) vérifiera l'équation 

F(x, y) = C 

lorsque z — o vérifiera l'équation 

Elæedah(r) Ge ze 0 
c’est-à-dire lorsque la fonction F[x, Æ(x) + 7] se ré- 
duira d'elle-même à une quantité constante. En d’autres 
termes, y — F'(x) sera une intégrale particulière de l’é- 
quation (1) lorsque z = o sera une intégrale particu- 
hière de l'équation 

ui AVE F{x) + 3] — fx, F(x)]} dx, 

et réciproquement. Donc, etc. 

Corollaire. Comme il est indifférent de représenter la 
fonction inconnue de x propre à vérifier cette dernière 
équation par la lettre z ou par la lettre y, il résulte évi- 
demment du théorème qui précède, que, pour détermi- 
ner la nature de l'intégrale y = F(x) appartenant à une 
équation du premier ordre entre les variables x et y, il 
suflit de déterminer la nature de l'intégrale y = o appar- 
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tenant à une autre équation différentielle du premier 
ordre entre les mêmes variables. Ainsi , la question peut 
toujours être ramenée au cas où l’on aurait identique- 
ment F(x)—=o ; ajoutons que, dans ce dernier cas, elle se 
résout immédiatement à l’aide des théorèmes que nous 
allons énoncer. 

2% Théorème. Soient « et 6 deux quantités infini— 
ment petites dont la seconde est tellement choisie que la 
fonction f(x, y) conserve constamment le même signe 
entre les limites y = &, y = 6, si la valeur y = 0 vé- 
rifie comme intégrale singulière l’équation 


CNET Cr) ler: 


: MAN L LMEN EE ! à 
l'intégrale définie J Fe prise par rapport à la seule 


variable y entre les limites dont il s’agit aura elle- 
même une valeur infiniment petite. 
Démonstration. Représentons toujours par 


F (x, y) = C 
l'intégrale générale de l’équation dy = f (x, y)dx, 
et soient d’ailleurs P(x, y), X(x, y) les deux dérivées 
partielles de la fonction F(x, y) par rapport aux deux 
du du 
TVR dx dy 
variables x et y. De l'équation connues = 7 en y rem 


plaçant & par F(x,y),N par l'unité, et M par —f{x, y), 
on tirera 

D(x, Tr} 

fe, 7) 

Cette dernière formule étant identique, si l’on intègre 
ses deux membres par rapport à la variable y entre les 
limites y — «, y — 6, on trouvera 


XIn re = 


26 © 
F(x, 6) — F(x, )=— | Ar je 
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si d’ailleurs on représente par 0 un nombre inférieur à 
l'unité, on aura 


dy Do 6 
4 DIX, NN ATENT ST TES æ + Ü(o — æ)] ; f(æ, y)? 
et par suite 
fe on Se aæ) — F(x, $) 
PAC: DIrs « + 0(C— a) 


De plus, y — o étant, par hypothèse, une intégrale sin- 
gulière de l'équation dy — f(x, y) dx, ne pourra véri- 
fier l’équation F(x, y) = C; en d’autres termes, l’ex- 
pression F(x, o) ne pourra obtenir une valeur finie et 
constante, ou bien une valeur constamment infinie. 
Donc F(x, o) devra être nécessairement une fonction 
finie de la variable x, et sa dérivée 
id 0) en ne AA 

se réduira elle-même à une fonction finie dex où, tout au 
plus, si la fonction F(x, o)estlinéaire, à une constante finie 
F(z, a) —F(x, =) 
D[x, æ +0 (6 — x)| 
s’'évancuira pour 6 = &« — 0; d'où l’on conclut, en ad- 
mettant la continuité des fonctions F(x, y), P(x, y) 
dans le voisinage de y — 0, que le rapport dont il s’agit 


différente de zéro. Par suite, le rapport — 


ue , 6 dy Le e A » 
et l'intégrale ——— équivalent à ce rapport, obtien- 
a J\x, Y) 


dront, en même temps que les quantités &, 6, des va- 
leurs infiniment petites. | 
3° Théorème. Si, la formule ÿ — o étant propre à 
vérifier l'équation dy == f(x, y)dx, l'intégrale 
PM OT : nas : 
J ——— obtient une valeur infiniment petite, y = 0 
v % J\2; 7) 
sera une intégrale singulière de l’équation différentielle 
proposée. 
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Démonstration. Supposons en effet que cette intégrale 
ait une valeur, infiniment petite, l'intégrale définie 


[ 4 en que l’on déduit de la première en substi- 
e' oO 2 


tuant y à 6, ne pourra être qu'une fonction finie et dé- 

terminée des variables x et y, et l’on devra en dire au- 

tant de l'intégrale je * EG al que l’on obtient en rem- 
0 f(x; 7) 

plaçant la quantité infiniment petite « par sa limite, 

c’est-à-dire par zéro. Cela posé, soit 


y dy ; 
À à * 
J. fan 7) 


Désignons d’ailleurs par £ une valeur particulière de x, 
et par y —F (x, C) l'intégrale générale de l'équation 
dy = f(x, y) dx, on aura identiquement 


‘dE(x, C) 0 ia (6 C}]dzx; 


ANA 
uis, à cause de f ——— = f(x, y), 
gere 0 f (æ; 7) ( 7) 


FRAME ANR À 
ss Le 9 (&, ÿà ; (é, ÿ) ET) 


OT EAET CS 
df[£, F(x, Ca Ar F4, C)l 
Kia (rs C1] . 
= dx. On ti- 
JTE; F(x, C)] 
rera de cette dernière, en désignant par À un accrois- 
sement arbitraire de x, et par 0 un nombre inférieur 


et par suite df[£, F(x, C)] 


à l’umité, 


Î[E, F(x +h, C)] — f[é, F(x, C)] 
fl(æ + 6h, F(x + 6h, C) 
FE, Fo + 6%, C)] ? 


? 


RLSTE. 29 


4 
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puis, en posant £ — x + 0h, on trouvera, quelles que 
soient les quantités x, Let C, 


fe + 0h, Fax + 64, C)] — ffx + 6h, F(x, C)] = A. 


Il est maintenant facile de prouver que, dans lhypo- 
thèse admise, y — 9 est une intégrale singulière; car, 
si l'on pouvait déduire cette intégrale de la formule 
y = F(x, C), en attribuant à la constante C une va- 
leur particulière c, il suffirait de prendre C — € pour 
réduire la dernière des équations qui-précèdent à la sui- 
-vante 


re f(x + Ük, O) a fe —- ÔÛh , 0) nt 14 


et cette dernière ne pourrait évidemment subsister, la 
valeur de À devant rester arbitraire, qu'autant que son 
second membre, au lieu de se réduire à zéro, comme il 
arrive toujours quand f (æ; y) désigne une fonction 
finie, se réduit à ©, ce qui arrivera nécessairement si 


la fonction f(x, y) = fe ee devenait indétermi- 


née ou infinie. À la vérité, y — 0 ne vérifie l'équation 
dy = f(x, y)dx que dans le cas où la fonction f(x, 0) 
obtient une valeur nulle ou indéterminée; et comme 
alors le second membre de l'équation 


LTÉE Lo MICCÏRUE HÉL Er CI] 
; LATE +6, Fe + 0h, C)] 
FRAIS FÉ, F(x + 64, C)] 


se réduit à ©, il semble, au premier abord , qu'on ne de- 
vrait pas étendre l'équation 
fx + 0%, F(x + 0h, C)]—f[x +0, Fix, C\] = 


à une intégrale particulière de la forme 


MSN 0 :; 
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mais, pour s'assurer que cette extension est légitime, il 
suffit d'observer que cette équation subsistant pour toutes 
les valeurs de C différentes de c ne cessera pas d’être 
vraie tandis que € convergeant vers la limite c, la dif- 
férence C — c deviendra infiniment petite; d’où il est 


\ 


permis de conclure que cette équation subsistera encore : 


quand la différence C — c deviendra rigoureusement 
nulle. 

182. Il suit des théorèmes 2"° et 3°, que, pour dé- 
cider si la valeur y — o vérifie comme intégrale sin- 


gulière ou comme intégrale particulière l'équation 


Tia f (dE, 
il suffit d'examiner si la valeur de l'intégrale définie sin- 
PU: +6 dy Î Sn TES 
gulière f ——\, X étant considérée comme une con- 
Je f(x; T) 


stante, est Où n'est pas une quantité infiniment petite ; 
æ et 6 sont d’ailleurs, comme on l’a déjà dit, deux va- 
leurs de y infiniment petites telles que dans lintervalle 
6— «a, la foncüon f(x, y) ne change pas de signe. 

Si l’on considère, par exemple, les équations diffé- 


PRE 
rentielles dy — (L'dx, dy = ylydx, déjà traitées 


dans la précédente leçon, on trouvera que l'intégrale 


a 0 , dy : S 5 cs CAE 
J ———se réduit, pour- la première, à la quantité 
æ f{æ, is) 
infiniment petite 
L 6 [ x) 1 1 PAT 1 
J (= Je — 221(6% — at), 
CENT 
pour la seconde , à l’expression indéterminée 


‘à dy ts. 16 


x VIT vE 


29 > 
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donc y = o est une intégrale singulière de la première 
de ces équations et une intégrale particulière de la se- 
conde. C’est, au reste, ce que nous avons déjà reconnu 
à l'inspection des intégrales shrales de ces équations 
différentielles. 
Considérons maintenant une équation différentielle 
dont l'intégrale générale ne puisse être obtenue sous 
forme finie, par exemple 


FAURE (y + sin y) (x + ly)dx 


on aura 
«Fan dax +ly)(y +siny) (: +) a sin 7 yly 
ce 4 “À 


Pour que la fonction comprise sous le signe f ne change 
pas de signe entre les limites y = à, y — 6 supposées 
infiniment petites, il est nécessaire et il suffit que ces. 
limites soient deux quantités de mème signe : supposons 
cette condition admise; on aura, en vertu d’une formule 


connue , 


dy. } ( dy 


sin ] Sin y yly 
Ta i nn He Fly 
VAN if ce 


y désignant une valeur de y comprise entre les limites 
æ et 6, et par conséquent très-rapprochée de zéro. Or 
on a sensiblement 

L£ x sin y 


RE Ter e I + 
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Donc lintégrale définie se réduit, à très-peu.près, à 
Il e ® » G lé . Lé 
Er ; cette dernière expression étant indéterminée pour 
x œ 


des valeurs infiniment petites de « et de6, y — 0 sera 
une intégrale particulière de l'équation différentielle 
proposée. 

En ayant égard au premier théorème et raisonnant 
sur l'équation dz = { fx, F(x)+z]—f{x, F(x)] } dx, 
comme nous venons de le faire sur l'équation 

dy = f(x, y)dx, 
on établira immédiatement la proposition suivante. 

4e T'héorème. Pour décider si la formule y — F(x) 
vérifie comme intégrale singulière ou particulière l’é- 
quation dy = f (x, y)dx, il suffit d'examiner si la va- 
leur de l'intégrale définie singulière 

26 RTE 
est ou n'est pas une quantité infiniment petite, x étant 
considéré comme une constante; & et 6 désignant deux 
limites infiniment petites de z entre lesquelles la fonction 
comprise sous le signe f ne change pas de signe. 

Corollaire 1°". 1] est clair que, dans ce théorème, on 
peut, sans inconvénient, substituer à l'intégrale ci-dessus 
l'intégrale équivalente Ÿ M tie. £a SUP en 

FN Fa Je 0 JT, FE) 


Je, F(a)+l-/fle, Fa) 


pouvant être considéré comme le produit des deux facteurs 


Corollaire 2"°. Le rapport 


) 


N | = 


Fe, Fa) + 2] — fe, Fa) 


re » ® LAS | | 6 dz ? Le . A 6 
et l'intégrale singulière [ — étant équivalente à 1, 


Le 


= 
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l'intégrale ci-dessus peut être remplacée par l’expression 
Le TR SE Le RS 
Fe, Fo + 01e F@) » 
{ désignant une valeur infiniment petite de z comprise 


e e 2 F 6 LÀ e # 
entre les limites « et 6. Or, la quantité 12 étant indéter- 


minée pour des valeurs infiniment petites de «& et de 6, 
cette expression ne pourra devenir infiniment petite 


4 
| SET OP (E) + 61 fe, Fa] 
deviendra lui-même , ou nul, ou indéterminé pour £ — 0: 
d’ailleurs, comme ses deux termes s’évanouissent avec é, 


qu'autant que le rapport 


* sa véritable valeur correspondante à { = o sera équiva- 
L 


RER nt c'est dire À 
L fe, ae GA et 


lente à celle de la fraction 


: | | 
——. Donc, en vertu du 4"° théorème 
vx, 2 F(x)] 

y= F(x) ne pourra satisfaire comme intégrale singu- 
lière à l'équation dy — f(x, y)dx, que dans le cas où 


la quantité 


l'expression sera nulle ou indéterminée, et 


I 
xle, F(x)] 
par conséquent dans le cas où l'expression y = F(x) 
vérifiera l’une des conditions 
œ, r) = 2 : 0 
A ; = ES FTP DO ET . 
F3 PA RL 
Donc ces deux équations seront les seules qui ‘puissent 
fournir des intégrales singulières de l’équation différen- 
tielle proposée, et dans la recherche de ces intégrales, 
il sera inutile d’avoir égard aux valeurs de y qui pour- 


raient rendre indéterminée la seule fonction f(x, y). 
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Intégration des équations différentielles du premier ordre dans les- 
quelles la dérivée est élevée à des puissances entières ou fractionnaires, 
positives ou négatives. — Application à la recherche de lPéquation 


d’une courbe lorsqu'on connaît la relation qui lie l’arc s aux coordon- 
nées x, J'. 


183. Ilarrive souvent que dans l'équation différentielle 


du premier ordre, les différentielles dx, dy ou la dérivée 


nn  élevésda de paient cn io 
À Lg solent élevees à es puISsances entiéres où raction- 


naires: dans le cas où tous les exposants sont entiers, la 
forme générale de l'équation est 


dy\" dy \"— ONU à dy 
+ Fo 2e: ÆE,t — Fist FF, = 0 
(A _. (2) TR Cae) Le TE ; \ 
F,, F,,..., F,,, F, désignant des fonctions de x et de 
y. On parvient à l'intégrer dans quelques cas particü- 
liers : supposons d’abord que cette équation puisse être 
L X 4 d re x 
résolue par rapport à — et désignons par fi, fase. fn 
ses Z2 racines, on pourra lui substituer les 72 équations 


différentielles du premier ordre 
dy — f,dx = 0, dy — f,dx —=0,..., dy — f,dx =, 


que l’on intégrera à l’aide des méthodes connues. L'é- 
quation différentielle proposée étant équivalente au 
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produit 
2 % ei NET 


sera vérifiée par chacune des intégrales des 7 équations 
différentielles du premier degré. Cela posé, soient 


Pilx, y; Ci): @2(x, TJ C;),..., Pn(t, Y> Cn) 
ces 7 intégrales, la formule 
Dee PE) On (el MN Ce) PRIT ENN, Cr) = 0, 


renfermera toutes les solutions de l’équation donnée. On 
ne restreindra pas la généralité de cette intégrale en dé- 
signant toutes les constantes arbitraires par la même lettre 
C, bu en lui substituant la formule suivante 


GER 2 C9, 1 C}: rt Ts C) — ©, 


puisqu'en égalant tour à tour chacun de ces derniers fac - 
teurs à o, et donnant à C toutes les valeurs numériques 
possibles , on retrouvera nécessairement toutes les inté- 
grales particulières que chaque facteur de l'intégrale gé- 
nérale est susceptible de fournir. 


è dy? 
1 Exemple TRUE FH Te 
fee da, f = — a, TRE ‘4 Ci) = y — ax #e Cs 


EE NYC) pie laz + °C, 
L'intégrale générale sera 
(y — ax + C)(y + ax + C) = 0, 


ou (y CC} arr = 0. 
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dy? 
ane Exemple: Ta —4X = 0, 


+ V/ax, fa = — V/ax, 
HER 2 +. s: C 
PEN ST, (as ; DS A NAEENMEUAT" —+ €,. 


L'intégrale générale sera 


(r — ice + QG) (y +Fe + C)=o, 
ou 
(y —+- CG — < ax? me MA à à 


x dy, 
Sr 


pe FE 
3 Exemple :7, &à. 


En résolvant cette équation , on arrivera aux deux équa- 


tons homogènes | 
12 72 
‘a VE NÉE TUE 


dy À 

FENTE 

dy y V= 

— + — + — + 1 = 0, 
dx x x? 


qu'il est facile d'intégrer par les procédés connus. 
184. Lorsque l'équation proposée ne peut pas être réso- 
4 
lue par rapport à — et qu'elle peut l'être par rapport à 
PHS2PR er EN P P PP 


y ouzx, on retombe sur l’une des formes 
X = F(x, y'}, x = F(r, 7‘) 


Dans l’un et l’autre cas, la différentiation conduira à une 
équation différentielle du premier ordre par rapport aux 
variables x, y’, ou y, y'; en admettant qu'elle tombe 
dans la catégorie de celles qu’on sait intégrer, il suflira 
d'éliminer y’ entre l’intégrale obtenue ei la proposée 
pour avoir l'intégrale cherchée. 
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Donnons encore quelques exemples : 
19: DER PAIRES r"  CyOE 
différentiant 
j'dx = j'dx + xdy! + na f(y')dx + x" df(y"), 
ou zdy" + nf(y')2" "dx + x" df(y") = 0; 


posons æ" f (y) =(ry), d'où 


Î 


\n 
LAVE Eee eZ 


7 Cru 
ur f(r')omae ee 


et par suite 


Î 
a) AO dy! de (y”) 
=! dy + d? =0 a 9 
Dés 7 DT He PR cus 
j LA ARE le 

2 y = ay" + axy? + bay" + etc., 
en difflérentiant , on aura 


xdy'+2axy"?dx+2ax?y'ay"+3bzx?y"dx+3bx%y dy" +etc.—0, 


, 7 2 y'du — udy' 
et en posant Æy — 4, X Ru ax RME EE ) 
dy! 
+ oadu +" 3budu + etc. 0, 
y | 


ly’ + oau + + bu? ADF SERRE EE 03 
185. On intègre encore facilement l’équation 


FÉ dy n dy NU (2) dy 
ME, = — F, rt ss... He, TRAME F; — 0; 
( ) +F, ( de) + re EE 
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lorsqu'elle est homogène par rapport à x età y. En fai- 
sant en effet alors y = 1x, xdt — zdx, on aura 


dy = tdx + xdt — (t + z)dx, 
et l'équation proposée deviendra 
(Ha) HT, (6 2 ET (ee 2 To (+2) + Ti =o, 


T,,T,,...,T, désignant des fonctions de la seule variables. 
Cette dernière équation donnera un certain nombre de 
valeurs z que l’on substituera dans l’équation du premier 


dx dt LS 
ordre xdt = zdx, où — — — pour en déduire par l’in- 
T Z 


tégration l'expression de x ent, et par suite, à l’aide 
de l'équation y — tx les diverses valeurs de y ou les 
diverses intégrales de l'équation proposée. 


dy \ { dy \° x dy x 
E le : Cr matt ÈS \ . 
ARS \ dx) : ( dx } CE r OP: 


Fer ; I I é 
TS eye à je = — ;, ie RES et l’on à, 
; 
+) {ere ge Lo, 
à 1 +t(t+z) p 
ou [2 ft + z) — Pics 0 ; 


Ïl ne restera plus qu'à intégrer ces trois équations et à 


ü ‘ FA à = » ® r» A 
substituer at. { pour obtenir trois intégrales de l’équa- 
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tion différentielle proposée. On pourrait aussi remarquer 
siraplement qu’en faisant dans l'équation homogène 
Y =tx, y et «x disparaîtraient; l'équation résultante 
dy 

| de — 
leurs dy = tdx + xdi = y'dx, on aura aussi 


donnerait la valeur de Y en t. Comme on a d’ail- 


dx dt 


— — 


‘+ y'—t 


équation dans laquelle les variables sont séparées, puisque 
y" s'exprime en fonction de t seul; on en tirera 


dé HE PT RS gs à “2dy; 
Le ef AO EU a 


On emploiera l’une ou l’autre des deux intégrales 


Mari 4; 2 un 
y! PAS y! AS 


suivant qu'il sera plus facile d’obtenir la valeur de y'ent 


. : dé Lan 
ou la valeur de t en y”. Si l'expression d ———— est inté- 
TPE 


grable à l’aide de logarithmes, ou si l’on a 


HAUT 


on aura x = 1C+lu, x = Cu, y=Ctu; y sera ex- 
primé algébriquement en x. 


Exemples: 1°. Ydx — xV/ dy? + dx? — 0, 


ou, Y—xVi+y? —=o;, .eten posant, Y—=:1r, 
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/ 
FR NON M RATE 22 RE ne 
CARS a et At Vye+s — y 


22 pm (OS reN be far + +7) 


lz = CL po y!) — +7! Viry diylal 
D'ailleurs y tri xV'i + y°. 
20. ydx — xdy = nxV/dx* + dy*, on trouvera 


I 
2, CARE) (= En) 
Ra Sr CE 


Sn 0 y r 0 0ri sir "1, 0, /2r'Ey1+2r=o: 


186. À l’aide des considérations qui précèdent, on 
peut résoudre divers problèmes intéressants. Nous en 
donnerons quelques exemples : 

I. Trouver l'équation d’une courbe telle que Parc s 
soit exprimé en fonction de x et de y par la relation 


» SE EN MS TAS F7 D dy + dx 
s — oxy, d'où V/dx? + d 2 VIT et en posant 
1E 4 V/2xy 2 P 
d 


VA + y — Ne à t=Va(i+y")— 7, 
2 
im 8 LP De 2 LE A L MOV A A 
pis ip) = pi + re); 
donc 
E-= a bi cout "LATE Vearuer) SE 7 Rss 
pt 2 (1—y) y) ere î x'(i—7 


. r I — 4? 
Mais en posant y — -, On à 


2u 
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point duQ in Jap. (in ed. 
J'y y) u(r-u?)(u+au-1) Ju I —u? 
D DEEE Me 

J (u+1)—2 Be li, 


et par suite 


=-1l y/— Lu + -1 


CARPE 2 2 1—u. V2 Va—1 


dy" } I 1 1+u 1 V2+it+u 


on a d’ailleurs 


NN ES 


! 2 
DE PIN Pt ON SLR ARR FES mor 0 © 
Y ou ou ? 


donc, en substituant, on trouvera 


DANAN DFE er En 

Ja 4 )f et M2 +i+u 

1 aa à 
V0 roue 

=IlC—/[2—(i1+u MR 
RE UN 


et en ayant égard aux équations 


ne 
= Em 14u — NYSE, 
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\ re 
Le CR. (Le — ae 
ZE —| ——————— 3 


das na out dE 


telle est donc l'équation cherchée. On y arriverait plus 
facilement en procédant comme il suit : on a 


t+y =VauG + y), E+aty + y =at+oy", 
d'où 


ess —r) ar bp fret : 


Va Re PE a 
i Doi C 


+ ADD 


:  d, M n li 
PE PE EN Pne  a te lee 
5 Mag (1 —0V2t v (1 0 Vo 


posons t — #?, il viendra 


f dt I Ra 2 dv l Pr nt 14 0 
v Pre ve (e 10 nt 1-20 
et par suite 


bac te on 
TE 


s [8 
et à cause de t — 7 


2 etc. 
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Ce mème procédé d'intégration réussira toute les fois que 
l'arc s sera une fonetion homogène des variables x et y. 
Posons en effet y — tx, s — ux; en substituant ces va- 
leurs dans l’équation homogène + (x, y, s) — 0, x sera 
éliminé , et il restera une équation entre £ et u qui per- 
mettra d'exprimer u en £. On a d’ailleurs 


di AL OR UE LAN 
ds-= dx V1 + y"? = udx + xdu, 


donc 
dx dt du 
— = -;- — — 
POS ET AT UE AE y — 
puisque x est exprimé en £, faisons du — pdt, il 
viendra 
V1 +y = u + vo — pt, 
1 + Yu — ot} + 2py' (u — vf) +v2y?, 
po, p{u — pt) + V/(u — ot} — 1 + pt 
HET 1 — p? 4 
; ou — t + Vu ben eh 1,4 pt 
PT EE SE ER 
6 I — p? 
dx dt (1 — v?) 


x Qu ==T + oV/(u — pp — 1 + 9 
dt| vu DE RE V/(u — pt}? — 1 + 2 | 
1 + £& — u? 
Or, puisque u et # sont exprimés en f, le second membre 
de l’équation qui précède est ramené à la forme F(£)dt, 
et l’on en déduira la valeur de x en t ; puis, en ayant égard 
à la relation vdt — du, on trouvera 


dt — vit}? — ; 
Ce — f Vu — vi —1 He 
1 + £2 — y? 
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En substituant, dans cette dernière équation, pour w, sa 


valeur Z, on obtiendra l'équation de la courbe cherchée. 
5 4 


Cette équation sera algébrique toutes les fois que l’inté-" 
grale du second membre pourra s'exprimer par des lo- 
garithmes. 

Si l’on avait ds = Sdx — f(y',1, u) dx, le même 


procédé réussirait encore. Dans ce cas, de l'équation 


dx dt du du 


— — 


UT Hosni ln Ent Po ane 


+ 


on pourrait tirer la valeur de y’ en fonction de t et de w, 
ou simplementen fonction def, puisque x lui-même est ex- 
primé au moyen de #, et l'intégrale du second membre de 


l'é : l dt + : 1 
equation LV VE } serait une SimMp € quadrature. 


1 Exemple. S—ax+Ÿ0y; en posant 
Y —= IX, S$ — UX, 
on aura 
du 


u — a + bt, Von bd, u —st—= a, 


» dtV/ a + Di—:. 


RO mena UE nl 
z=IC—IV/1 + —(a + bb) rte. 


or, 
11 dV/& + Bb; = f. (b? — 1)dt Va? + bi 
1-d-2abt+(1-b)r [e(2-1)+ab- ab) [e(6-1) +ab+p ar tres ] 
nt 1 + ab Va pr à 
(Bit abV EP T 


Cela posé, en substituant à # sa valeur +, on obtiendra 
l'intégrale cherchée 
+ y? —(ar + by) (— 1)Y + abx — xV/ ab? : 


a 


C? (b2 —1)y + abz+x V'a+ br" 
HTC 30 
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mais, En posant 
(D? — 1)y + abx — x Va &E bp 3 = M, 
(b2 — 1)7 + abx + x PA ONE CHENE N, 
il vient MN = (b? — 1)[(ax + by} — x? — y°]; donc, 


, É 
en représentant par C” une nouvelle constante , on aura 


MN M 
CHROMEN ? 


et par conséquent, où M — o, ou N = C’; l'intégrale 
générale est donc 


(b8— 1) y + abx Ex Va + bi —0C, 
et représente une ligne droite. 
2% Exemple : STE EE 


comme on aura 


t 
u=Vi+r, De Pt 0, 
V1 + 


il faudra recourir aux formules non transformées; or, 


l 
CE ph À D TE er ME PUR RO, 
Vi +e RE 
ARE à 
donc —t—=0o, où ——-—o 
5,4 ? dx x 
et, par suite, Vis CR. 


gme Exemple Ê s° = ÿ° a mx? : 


u—=V em Di peer. 17 
É VE m 


IH —=iI—m, uU— 0H > ; 


PP IZ 


TRENTIÈME LEÇON. 


IC IL Ge dVE — m 


V/m 
ne ME el Cie ll 2 om |, 


V Mm—I 
z on de 
Ca Le 
{ m : n°? 
Quand on aura —— = n°, ou m———, et par 
ICE = PT 1 dérmae 


n? 
suite S1=—= y? CRE | À Ed , l'équation de la courbe sera 
algébrique , et Fe LE ci 


2 2) 

FH fr MES nn # ee 

ete, Le v PURE ) une te ne 
n? — 4 


1 / 


0 
Dr) CCE 
8 , # , A Li « 4 Ê 
Si 7 était égal à —, on aurait à la fois 

fe 


c?#- + (2 — 1)æ x?4 


2(pe2 — 1) chat À 


FT — 


ee pe 


i 


k 4 + Sy ! SR Re 
Exemple : Si y — S'en 


Tr? 


ereperrt MENr TANT 


me —— 


SOA 
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tr 
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Intégration de quelques équations particulières et plus remarquables. 
— Equation de Riccati , ete. 


187. L’équation différentielle du premier ordre 
dy = (ay? + bx") dx, 


connue sous le nom d’équation de Riccati, a été l’objet des 
recherches d’un grand nombre de géomètres qui ont trouvé 
un nombre indéfini de cas dans lesquels l'intégration de- 
vient possible, en ce sens que l’intégrale générale peut être 
exprimée à l’aide des seuls signes algébriques, exponen- 
üels et logarithmiques, et du signe f de l'intégration 
indéfinie, ou, plus simplement, en ce sens qu’elle peut 
être ramenée à une équation dans laquelle les variables 
sont séparées. 

Le plus simple de ces cas est celui où m1 = 0; alors, en 
effet , on a immédiatement 


d æ 
dx — —— TUT ESS — arc tang & Be 
+ JAY V/ ba V’b 


Posons . y —:z?, on aurasdÿ — 77" 'dz, 


+ C. 


et, en substituant dans l'équation de Riceati, 


RIDE OR br" dE; 


TRENTE-UNIÈME LEÇON. 46) 


cette équation transformée sera homogène, et par consé- 
quent intégrable , si l’on a 


Cm) A À 1 ou HET pe Mm— — 2, 


et deviendra x°dz + bz°dx + ax°dx — 0. 
Après avoir considéré ces deux cas particuliers, passons à 
la recherche générale des cas d’intégrabilité. Pour arri- 


| I z AL 
ver plus vite au but, posons y — — ( + =) , d’où 


ax x 

y dx dz # 22dx s 1 223 uk 2e 

dY = —, — — . 2 — = — * 
k az? x? x J a?x? ax x 


Substituant ces valeurs dans l'équation 
q! 


dy — (ay? + bx")dx = 0, 
il viendra, toutes réductions faites, 


ads, = — br"tädx — az°dx, 


: L{ 
ou,en faisant x —=-, dz = (az*+ OUTRE A) du. 
L 

Cela posé, si l'équation de Riceati est intégrable dans le 
sens que nous avons dit pour une certaine valeur y de 7m, 
elle Îe sera encore lorsqu'on fera m —— #1 — 4; car, en 
substituant pour »2 cette valeur dans l'équation transfor- 
mée 

dz — (az? + bu m4) du, 
elle devient 

dz —=(az? + bu“) du, 


qui, par hypothèse, est séparable. Or nous avons vu 
que l'équation de Riceati est séparable lorsque m — 0 ; 
elle le sera donc aussi lorsque m = — 4. 

Reprenons l’équation 


dy = (ay? + bx") dx, 
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. I | His 
et faisons y = —-, d’où dy — = il viendra 


dz = bzx"dx + adx, 


1 m du 
eten posantiart tie 1; UE TS à 
m 
HT 
di = z?du + M 
mr 1 m +1 


donc, si l'équation de Riccati est intégrable pour une va- 


leur m — y, elle le sera encore pour m = — “Car, 
L 


L] nm C2 
en substituant cette valeur dans lPexposant — mer il se 
; k m I 


réduit à g. Or nous avons démontré qu’elle était sépa- 


rable et intégrable pour m — — 4; elle le sera donc en- 

4 e L 
core pour m — A DU +. Puisqu'elle sera inté- 
grable pour m = — À, elle le sera encore pour 


Père Â = — ;; 

ufrrasie —_—# En 
— + + I > 
continuant ce calcul, qui repose sur ce théorème que, si 
l'équation est intégrable lorsque m = y, elle l’est encore 
— He 


et par conséquent aussi pour M — — 


lorsque m = —p.— 4, et m— : ) on en conclura que 


l'équation de Riccati est intégrable lorsque l’exposant de 
la variable x est égal à l’un des termes de la suite infinie 


4 8 8 12 
(a) 0; DT Vers 4 METIER MARS | CNT TITI ET 7 9 FOOT. 


dont le terme général, à partir du troisième terme, est 


7 ÉTÉ A « e « 
——. Si l’on fait tour à tour 2 — 0 et 7 — , ce 
27 Æ ! 
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terme général donnera les deux premiers termes de la 
série O et — 2. 

188. Considérons comme cas particulier l’équation 
dy = y'dx + 24 T $dx; 


l’exposant de x étant — ©, qui est le cinquième terme de 
la série, nous sommes sûrs que l’équation donnée est sé- 
parable, et parce que l’exposant — © occupe une place 
impaire dans cette série, nous comparerons la proposée 
avec l'équation dz = (az° + bu"")du, ce qui nous donne 


D EE EE NN FE es 
substituant dans l'équation dy —(ay*+bx") dx, il vient 
An ETS Aria ART ds. 


Comparani cette dernière équation avec la transformée 


b a Dar 
Az = —— 7 du + ———— 1 lu, 
mm +I Mm + I 
on irouvera 
a b mn 4 
DE, Ne 
m +i m +1 m +1 3 
d'où a ——6, b — —3,m —— 4; substituant de nou- 


veau dans la formule dy = (ay* + bx")dx, on aura 
dy, = —Gy;dx, — x7‘dx;, 


équation qu'il faudra comparer de nouveau à 


dz = b(az! + u""4) du, 


ce qui donnera a — — 6, b —— 3, m — 0. Substituant 
dans l'équation dy = (ay° + bx") dx, on aura 
‘ rs. As d K 
dy3 = — 3 dx3— 67; dx, où + ALES = —(lX3, 
Le} L I —- 2Y ; 
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équation dont l'intégrale est 


arc tang y3 > AC 


Tai 
2 


Mais en remontant des valeurs de x; et de y, à celles de 
x et de y, on trouve 


ds sn F2 nr 
TES or" FH 
Ra ca 
Val -6»V>| 
PACS TES ACT AT #7 6 ten 
} 
Ya nf TTL L'AN =  en (x ee LY}a 


d’où 


substituant ces valeurs de x, et de y,, on aura définitive 
ment pour l’intégrale demandée 


3 3 
a PU AA A DES DER 
Le ES = arc tang MARS ne + 
0 PE AE 3/2 (1 + xy)V/x 


Cet exemple indiquera suflisamment la marche qu’il fau 


C. 


dra suivre dans chaque cas particulier. Si exposant de x, 
dans l’équation proposée, est égal à l’un des nombres 
occupant une place impaire de la série (a), il faudra la 
comparer d’abord avec l'équation 


dz = b(az! + u"i)du, 


pour déterminer les valeurs des constantes &, b, valeurs 
que l’on substituera dans l'équation 


dy = (ay? + bx") dx. 
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On aura ainsi une nouvelle équation qu’il faudra com- 
parer à la formule 


b & m +1 
dz = ————— 7% du + ——— u du ; 
In +: nm HI 


les nouvelles valeurs des constantes substituées dans 
dy = (ay? + bx”")dx, 


conduiront à une nouvelle transformée qu’on comparera à 
dz — bar + u"T4) du, 


et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on parvienne à une équa- 
tion dans laquelle l’exposant de x, qui a diminué de va- 
leur à chaque opération, se trouve enfin o; alors on n’a 
dy 
b + by°" 
Si l’exposant de x dans la proposée était un des ter- 
mes occupant une place impaire dans la série (a), on 
commencerait par la comparer avec l’équation 


plus qu’à intégrer l'équation séparée dx — 


b 
di = ———— du + ———— x 
m + 


et l’on continuerait à opérer comme précédemment. 


189. Les cas d’intégrabilité, ou les cas dans lesquels les 
variables de l'équation de Riccati, peuvent être séparées, 
sont donc très-limités; on les a obtenus par des artifices 
particuliers, et la méthode qui les a fait connaître ne 
prouve pas qu'ils soient les seuls possibles. M. Liou- 
ville a démontré le premier, par une analyse exacte, 
qu'ils sont en effet les seuls admissibles quand, pour ex- 
primer y en x, on se borne à introduire dans le calcul 
les signes algébriques, exponentielles et logarithmiques, 
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et Le signe f d'intégration indéfinie relatif à la variable x: 
il nous est impossible de donner même une idée de la 
marche qu’il a suivie. Dans ses savants Mémoires sur la 
classification des fonctions, cette même méthode l'avait 
conduit à la solution d’un grand nombre de questions 
jusque-là vraiment inabordables. 

Toute équation différentielle de la forme 


dy —= by?x"dx + ax"dx, 


dans laquelle n représente un nombre quelconque difté- 
rent de l’unité, pourra être ramenée à l'équation de 


Riccati. En effet, posons æ”dx — dz, d’où 


I 


anti Le 
ss æ=((R+i)e ? 
Ps ñn 
7 ME 14 n-1 
den ee 
Ve + 1} 


en substituant ces valeurs, on arrivera immédiatement à 


la transformée 
nm nn — Mm 


dy = af(n+iÿ +" FA + by'dz. 


On peut encore essayer de réduire à l'équation de 
Riccati l'équation à quatre termes 


ay = ay’'dx + byx"dx + cx'dx. 


Pour cela, posons y = z+ax’,aeir étant deux quan- 
tités constantes et indéterminées ; on en tirera 


AY =, dit TeT0 Ur, 
dz = — rux' dx + azdx + 2azax'dx + au°x°"dx 
+ bzxtdx + bax"T'dx + cx'dx. 


On pourra rendre homogènes les premier , quatrième et 
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sixième termes, en posant 
Les VAT AT ET COUT ER LS 
on à alors l’équation 
dz=(au?+ bu + a)x dx + (2aa+ b)zx dx + az°dx + cx'dx. 


Les deux prenniers termes s’évanouiront et la transformée 
coïncidera avec l’équation de Riccati, si l’on a 


du? + ba + &« —= 0, 2ax + b = 0, 


— 1 — D 
D — A — — 
a ? 


F b EL 1 — : b—=—92; 


SIT 


et il en résulte que les équations à quatre termes, de la 
forme 
27d 
| dise ayadx — IT + cx"dx, 
T 
peuvent se transformer en l’équation de Riccati. 


En faisant, dans l’équation 


dy = ay?x"dx + byx'dx + cx?dx, 
LR = da douar EU Ie, 
n—mMmn—m 
dr (nn) NE Me Na, 
PÈRES PURE 
æPdx = (p + LT DRE 


on la ramène à la forme 


Pp—m p—m n —m n—m 


a — 


dy = ay'dz + c(m +1) 3 PT ds + b(m+ 1)" lys Mdr, 


que l’on pourra réduire à l'équation de Riccau si l’on à 
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ou 
b+oa 
2 


HE ne. > AZ — 1}, 
et par conséquent si l’équation proposée est 
b + 


dy = ayx "dr + byx 7 dx + cxdz. 


Cetie dernière, en eflet, se ramène à l'équation de Rice- 
cati, en posant 

dx 1 
AGP R ET LUS a — LE 
TL 


2 


Enfin , si dans l’équation de Riccati on pose 


1 dz 
oh ab —= — À. 
Y az dx’ è 
L d?z à! De ; à 
elle devient Tr — Azx"; cette dernière équation de- 
TL 
vient à son tour 
d?3 on dz d?u RE RER 
AE EE siDz ci EH NE TER pes à 
dt? t dt de? de 
quand on fait 
TE 
2 m A 
TL = #, LA mi 2 D en Mr SU 


2 (me + 2) ñ 2 
Go) 


Nous montrerons plus tard comment on peut expri- 
mer, à l’aide d’une simple quadrature, une intégrale 
particulière, et quelquefois l'intégrale générale de l’é- 
d'?z 
de? 
l'équation de Riccati que l’on en déduit en posant 
Z '—cJrde, 


190. Dans le dernier cahier du Journal de Crelle, 


quation linéaire du second ordre = YA ST NERO 
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M. Jacobi a donné l'intégrale générale de l'équation 
(A + Ax-+ A"y)(xdy — ydx) —(B+ B'x +B’y)dy 
+ (C+ Cr +C’7)dx — 0, 


qui renferme, comme cas particulier , équation 


ydx(c+nx)— dy (y + a+ bx + na?) = 0, 
ou z2æx(xdy — ydx) — (a + bx + y)dy + cydx —0, 


traitée très-élégamment par Euler dans le premier vo- 
lume de ses Jnstitutions de calcul intégral, page 345. 
Nous croyons devoir reproduire ici la méthode suivie par 
l’illustre géomètre de Kœænigsberg, parce que ,nous n’en 
doutons pas, elle sera aussi féconde qu'elle est ingé- 
nieuse. Posons 
dd +bx+ecy __ a" +b"ze + c'y 
Ta+tbr+to?  a+a+toy 
et faisons, pour abréger,  z — a + bx + cy, 
a 0 bles db be, gi bel bte, 
G—ca"—c'a, G'—c'a—ca”, 6" —ca — c'a, 
= db 4 a" D ab" pts ab gb 


d = a(b'e — be) + b (ca — ca) + e (ab! — a” b'), 


on trouvera 


| Ê 
MS Lcy — 0, de” + DO © "6, aa IE DEA 4 
+ 4e 1 c'y" 10, da 1 GE b'C! + ec”) 4 RAS bp'£" _…. c'y" — 


z'du = + «"(xdy — ydx) — C'dy + y'dx, 
do = — «'(xdy — ydx) + b'dy — dx. 


Si dans l'équation proposée on substituait, pour x, Vs 
dx, dy, leurs valeurs en u, », du, dv, elle deviendrait 


Mdu + Ndve = 0, 
ou, en mettant pour du, dv leurs valeurs, 


M — &'N)(xdy — ydx) — (CM — CN)dy + (y’M — YN)dx = 
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Comparons cette dernière équation, multipliée par z, 
avec l'équation proposée, et disposons d’une indétermi- 
née 5’, de telle sorte que l’on ait 


Z{a4M — @'N) + S' — À + Ax + A"y, 

Z(S7M — CN) + Sr = B + B'x + B’r, 

2(SM — YN) + S'y = C + Cx + Cr. 
En ayant égard aux équations qui lient entre eux les 
cosHients a, du 4 AR Pl: d. «Lt PI NON 114 
rera de ces dernières 


S'(a + bx + cy) — Aa + Bb +Cc + (A'a + B'b + C'c)x+ (Aa + Bb + Ce); 
— dN + S'(a' + b'x + c'y)— Aa + Bb' + Ce + (Aa! +B'b' +C'c/)x 
2. (Aa! ur Bb PL C’c} 
— dM+ S'(a” + dx + c’y) = Aa”+ Bb"+ Ce” + (Aa + B/b" + C'e”) x 
eue (A/a” csh'bt 2e C’c1} 
Or, on satisfera à ces trois équations si l’on a 
— JN—(S"—S)u,  AM—(S” — S'), 
(A—S ja +Bb + Ce —0,A'a +(B—S jb +C'e —0,A’a KB/b +(C’—S )C = 
(A—S" ja! + Bb + Cc/—0,A'a! +(B'—S")b +C'e' —0,A/a! +B/b+(C—S")C'= 
(A—S")a" + Bb" + Ce'—0,A'a"+(B—$")b"+C'e"—0,A"a"+B"b"+(C"—$")C"= 
et, pour que ces dernières équations soient satisfaites, il 
suffit évidemment qu'après avoir pris pour S’, S”, S” les 
trois racines de l’équation 
RAS nc) CS) SE CAS) IA UE S) ABC 5) 
+ A'B'C + A’BC' — 0, 


! * 


on en tire les valeurs des rapports—, —, —, —, etc., ce 
a «a «a a 
qui est toujours très-facile. 
Cela posé, l'équation Mdu + Ndv — 0, identique 
avec la proposée, devient 
(S" — S')vdu — (S® —S'\udr — 0, 


ï 


1 


EC’ le B’C’ — D, CA? HA CA! = D’, A'B” as A’B' er 1 50 B’ pur C’ re E, 


— RS = CORRE en. PEN en. UE 
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et a pour intégrale générale 
ie nee de S—= S" Le C: 
ou 
(a + be + 07) Sat be + 9 Sa" + br + y TS" 
On arrive, de cette manière, à la proposition suivante : 
Etant donnée l'équation différentielle 
(A + A'x + A7) (dy — ydx) —(B + B'x + B’y) dy 
+ (C + C'x + C'y)dx =0, 
on résoudra l'équation du troisième degré 
$) (B' —S)(C” — $)— B’C' (A —S)— C A” (B'—S)A/B(C-—S) 


puis, en désignant par S', S”, S” les trois racines, et po- 
sant , pour abréger, | 


on aura pour l'intégrale générale cherchée, 
[D — ES +S/2+ (D'+A'S/)x + (D”’+ AS" 
SC [D —E# {a (D'+A/S")x+ (D’+4"s") PS" 
6 [D — ES”+ Sa (D'+ A'S/")z-2(D/ A/S") . C. 
Scolie. Comme les équations de condition donnent 
seulement les valeurs des rapports 
DAT DD ere ME D 06 


] eh) TE Ar. . ue à Le 7 
a a a’? à’? a? a? 


trois des neuf quantités a, b, c,.… resteront arbitraires, et 
la transformation pourra s'effectuer d’une infinité de ma- 
niéres. La méthode suivie par M. Jacobi diffère, du tout 
au tout , de celle d’'Euler, qui, pour séparer les variables 
dans l’équation 


ydx (ce + rx) — dy (y + a + bx + rx) — 0, 


+ A/B/C + A’BC/) — o 
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r{ce + nx) 
Y + a + bx + nx°? 
transformée 


posait z = et arrivait ainsi à la 


dz A dx 
z[ra + c—bc+(b—2c)z+2]  (c+nx)(a + bx +nx) 


que l’on devait intégrer par les méthodes connues. Euler 
concluait de son analyse que le facteur 


I 
ny$+ (ana — be)y?+ n(b — 2c)xy?+ (na + c— bc)(a + bx +nx) y? 


rend le premier membre de son équation une différen- 
tieile exacte. 


191. Comme dernier exemple, nous considérerons 
l'équation 
dr dy 


A CE = FE SE RE DRE A PR RES UE Degree 5 N = EE 
(4) V/axi + ax + a,r° asx +as  V/aoY#+a; + a,Y?+ y + a 


dans laquelle les variables sont séparées et dont l’inté- 
grale générale est une fonction algébrique, tandis que 
les intégrales des deux membres pris séparément n'ont 
jamais pu être déterminées exactement à l’aide des fonc- 
tions connues, algébriques, logarithmiques, circulai- 


res, etc. 
Posons 

4 55 2 ie =. 247 

V'aori + ar + ax + ax + a; = Vu 


ay +a Hay +ay+a; = Vv, 


dtr,==uds Va, dx =vdz V/», 


et considérons z comme variable indépendanie; il 
viendra 

dus ({a,&° + 3a,x? + 24,2 + a3)dx, 

de = (4a.y? + 3a;y? + 24,7 + a3) dy, 


ne 7 4 Un 
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dx? dy? 2dxd?x 2dyd?y 
Me PRATÉ du — Fa , VE a : 
IV EX DV 
pet =4a rt + Bax?+2a,x + as, ne 4a 73 + 34,2 24, Y + &3, 


PT œu P— ef + a(e— 5) + a 
22 


dx+ dy __ d(dz + dy) 


L° — Y?) as (x — 7) 


? 


34, 
dz? dz? — 24,(2?+ y3) E Fr (æ? ie) + 4, (æ Re + 43. 


Posons encore x — Mess THy=T, etpar conséquent 


IR IR ERP AS dt AR ENUr: 


les deux dernières équations deviennent alors 


HÉCRR SC +s de (362 + 52) t 
Æ $ ES = 6 al — 
sdz? nor “tete 
dt he à 
me = (8 ++ + +) +at+ a; 
su Te Ts RAR OT 
en les retranchant et multipliant la différence par — 
S 
on aura 
1 / 2dtd?t ia dt? 
Pas ee y, de 24, (dt a Aus 
et 5? = #2 


et, par suite, en intégrant, 
1 de? dt D 
dei ss Got at, PT sV/at? Heat LC 


Il ne reste plus qu'à substituer dans cette équation, à la 


és 
place des, t, —, leurs valeurs 


dx d 4 L 
T—Y, TL + y, On net Te, 
1 RS 1 2 


31 


? 
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pour obtenir l'intégrale générale cherchée 
V/asri + a,2 + 4,2? + a3x + 4, 


—- Vas rt + 4 + 49? + Q3Y +4; 
= (e— y) Var +7) +ale + 7) EC. 


Si l’on donnait les équations 


dx MSI dy 
VAE Ait A;r + As VASE A IH A,Y As 
dx dy 


E— 


2V/ Axe Aa" + A, a TV A, Y°"+A, "+ A, 
on ferait, pour la première, 


d£ dy 


MES dy = ne 
aV/E 21/4 


DES pt ers Vo OUR IAE 


pour la seconde, 
==" In 


É À I . { 
MU Es NP MAO GR TDE k dÉSVAT si * dy, 


et on les ramènerait ainsi immédiatement, ou à la for- 
mule déjà intégrée, ou à ce que devient cette formule 
quand on y fait a; — 0. On trouvera, de cetie manière, 
que l’intégrale de la seconde des équations données est 


2 AE At À, + VA PE AE À, 
= (a — PAL EAE) C 


La méthode qui nous a conduit à l'intégrale de l’équa- 
tion (A) ne s'étend pas à l'équation plus générale 
dx dy 
Tue RAA La En SEL NS CU RUES Sao 
V/ ar" + ax" TR. n Va" + a," 14... +4 


car lorsque »7 >> 4, l’équation auxiliaire correspondante à 


I dt? 
d— — 94a,tdt + a,dt 
dz? E 
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contient, dans son second membre, des termes affectés 
de la variable s, et ne peut être intégrée généralement 
qu'autant qu’on égale à o les coefficients des variables x 
et y, élevées à des puissances plus grandes que 4. 

M. Richelot a donné, dans le Journal de Crelle, une 
méthode un peu différente de celle que nous avons sui- 
vie. Il pose 

AT + At + a,2x? + a3x + a = f(x); 

Ÿ : ; : dx dy | 
l'équation proposée devient alors ——— = ——, et 
AE a MAO 
l’on peut supposer que x et y sont deux fonctions d’une 
nouvelle variable z, déterminée par les équations 


dx Le à 1 ra Re 
a =VTG, & = V0) 

Posons de plus 
TS eN AU M IMMO US" 


on en conclura 


ÉVTO+V Fo E=V TE) - V7, 
af) + SL 
dei ds dt 


‘dr. ddr? 
Mais , en faisant 

Le) + Fe — 7) — (Je) —f(r)1 = F(), 
on en tirera 


Fe) = 4 (8 2 y) f" (a) — 2 LP) PTT, 
Pa) = 4e — y) f"(2) 
et, puisque la fonction F(x) s'évanouit ainsi que ses dé- 
| SEM 
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rivées première et seconde pour x = y, elle sera divisible 
par (x — y}, et, parce qu’elle est d’ailleurs du qua- 
trième degré au plus, on aura 


F(x) = (2 — yŸ(ex + y + y). 


En comparant cette nouvelle expression de F(x) à la 
première, on trouvera 


a CUT M ir, 


et, par suite, 


F(x) = (æ—y}l(x +y)+ta,] = s(at+ta,), 


d'f1 dsidi ne. 
Nr ES La, 
dz? dzdz (Got + +41), 
D. ,D.t PUS ANT: ne 
OU — qe — 24a,tdt + aidt. L'intégration immédiate 
$ 


donne dès lors 


et enfin 
QREAETe as (x + y} — a (x + 7) =C: 
c’est l'intégrale déjà trouvée. 

Si, dans l'équation différentielle ee PE TL LARE TA 


RNENTT 


1 I 
remplace x par » J par F et qu'on pose 
Ars + QT + A2? + GT + o = f(x), 


elle deviendra 
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et aura pour intégrale 


fer ee) ane 


“eg aj(x + y} — a3(x + y) = C; 

comme Ms par une nouvelle transformation de x 

en = dé y en F cette dernière équation devient 

Ë VS) +r vf GI] ME (+ +) , (+). 
CE AE eme FA UE 


On obtient, sous une seconde Res , l'intégrale de l’é- 


quation différentielle Ce 5 == 
doivent être au fond identiques, SA équation 
différentielle ne peut avoir qu'une seule intégrale com- 
plète; et, en effet, si après les avoir retranchées l’une de 
l’autre, on substitue pour f (x), f (y) leurs valeurs, on 
arrive à une équation identique o = 0. 


192. Dans ses leçons à l'Ecole polytechnique, M. Cau- 

chy est arrivé, d’une manière toute différente, à l’inté- 
. ; dx d 5 : 

grale de l'équation ——— — He til considère d'a- 


VE) VA) 


bord Îe cas particulier 
dx cé dy 
Va + ax +1 Va yi+ ay +1 À 


et il cherche si une équation du quatrième degré, déjà 
symétrique par rapport à x età 7, 

A1t?y? + A, (x? + y?) + 2A3%Y — 1 = u—= 0, 
ne pourrait pas vérifier l'équation proposée. Pour cela. 
remarquons que w peut se mettre sous les deux formes 


RES (A; a'AA,) per 2A3x y "à (Az z?— 1) 4 fs à 2X,# +X 29 
U—(A,Y?+A,)x? +2A3yx+(A,7—1) = Ya? +oYix +Y,, 
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d’où l’on déduit 


du du dy dx 


— F — = X . ———— = —————, 
ART eh re MSN van xx 


d’ailleurs , de l’équation 


u —= Ya? + 9Y,x + Y, — 0, 


on tire 
Vie Ho Ya VS == YNY, 


ou VANNES PAYS nn D 
on trouvera de même 

KO EX EEURX, ; 
l'équation  — o entraîne donc la suivante 


dx dy 
— 


MT) XXL) Aa ay 


que l’on identifie avec la proposée, en posant 
AAA dAE-ndt kon AGE VE 


De ces deux équations, on tirera les valeurs de deux des 
coefficients À;, A,, AÀ,; le troisième restera indéterminé 
et sera la constante de l'intégrale générale cherchée. 


Si l’équation proposée était 


Var as Has Has +a VAN FAR +ay +a 
on ferait 


u —0 —=(ar + 26x + y) Yi + 2(4/2? + 262 + y) y + "x? + o8/x +4" 
— (472 + 20/7 +a")a? + 2(6y? + 287 + x + yy? Fayy +7, 


2 f f 2// MURS # 
en supposant 6 = a, y —=£ , y = «", afin que,.w étant 
symétrique par rapport à x et à y, le nombre des con- 
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stantes soit réduit à 6. On aurait, dès lors, 
tr 2 FX: = ae 2Y,x + Y,, 
et, par suite, 


du du 
ASE 2(Yzx + Y;), . He iN REX.) 
X272 + 2XIXY + Xi — Xi — XX,, 
Xy XV RE RX, Varie =V ii Ur, 
dx dy 


PCT TS qu 4 CES à AN 


etil ne restera plus qu'à identifier le polynôme du qua- 


trième degré X° — XX, avec 
Ath + aix$ + a,x? + a3xx + 4, 


pour que u = 0 satisfasse à l'équation proposée. Une des 
six constantes restera indéterminée, et & = 0 sera l'inté- 
grale générale cherchée. 

L'intégration des expressions de la forme 


dx 


Var + ar + ax? + a3x + & 


a été, dans ces dernières années surtout, l’objet des re- 
cherches des plus illustres géomètres. Nous sommes forcé 
de renvoyer à un appendice l'analyse de ces travaux et 
la théorie complète des fonctions elliptiques. 


2h) 
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Intégration des équations différentielles totales du premier ordre, ren- 
fermant un nombre quelconque de variables. 


193. La forme la plus générale de ces équations, quand 
les diflérentielles sont du premier ordre , est 


Max + Ndy + Pdz + Qdr + etc. = 0. 


Considérons d’abord le cas où l’équation, ne renfermant 
que trois variables, se réduit à 


Mdx + Ndy +- Pdz = o. 


Il peut arriver que l’on reconnaisse immédiatement dans 
le premier membre la différentielle exacte d’une certaine 
fonction u — F(x, y, z), de telle sorte que l'équation 
proposée puisse se mettre sous la forme 


RQ EUR GMT ER ME OT 
dans ce cas, il est évident que son intégrale générale sera 
DRE MERE) UC: 


Mais l'expression Mdx + N dy + Pdz peut être 
la différentielle exacte d’une fonction u — F(x, y, z), 
sans qu'on reconnaisse immédiatement quelle est cette 
fonction. L'intégration, dans ce cas, est cependant sûre 
et facile, parce qu’on peut toujours déterminer la fonc- 
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tion u. En effet, on ne peut avoir identiquement 


Max +Ndy+ Pdz= @ (x, y,2)dr + (x, y, z)dy + d(x, 7, z)dz 


du du du 
Canal = dd — eds ,\ 
du x ME z, 
sans que l’on ait 
du du 
M=e Pr z), RE UE z), 


du 
P == + Ÿ z), 


; AMAR AN UNIT P dp dM \ 
et, par suite, ne ie . Or, dès 
que ces conditions seront remplies, on calculera facile- 
ment la fonction # en procédant comme il suit. Puisque 
u a pour dérivée, par rapport à æ, Mouo(x, y, 2), 
on devra avoir 


TL 
= (x, y, z)dx + v, 
To 


y désignant une fonction des seules variables y et z ; de là 
on tire 


NT ISERE PE TR CGR ERREUR 
dy To dy dy Jzo ka “4 
do 

— xx J z)— xs Y nn 


. du SNA , A - 
Mais Te doit être égal à y(x, y, z), on devra donc avoir 


7 
— — X(Xo) Y; z) 20, Y = PTE e z)dy + w; 
Jo 


sw étant une fonction de x seul, on a donc 


x PA 
u sal (x, y, z) dx + . (Los Ys 2)dy + w; 
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en différentiant par rapport à z, on trouve 


du x dp(x, y; Ÿ » 2) dr(%o 6 de z) dw 
pes dx RC re 
dz D es. “ir To dz M à 
or 
de(zs y: 5 de r,9) deuns) Won 
dz 1p dx ? dz NE dy 


on aura donc 


du x dÜ(x, y, 2) Y dY (Los Vs 2) dw 
AS ire OT A LAMPE a 
dz 16 Ur aa à 1 Er AE MAPS 


et, en effectuant l'intégration et réduisant, 


er! rate 
mais _ est égalà d(x, y, z), donc 


dw 


Z 
= (rs, Dar 2e ‘ (Los Vos 2)dz + C, 
0 


dz 


et, par suite, 
LT VV 
az fete, y, ddr + (xt, », 24 
Lo e Jo 
Z 
ne Î ŸY(ros Yo, z)dz + C. 
Z0o 


T'elle est l'intégrale générale de l’équation proposée 
Mdx + Ndy + Pdz — 0 
Exemples : 
JL. (y + z)dx + (x + z)dy + (x + y)dz; 


l'intégrale est zy dx + zxdy + xydz = C. 
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J 
II. (272+4{azx?) xdx + (—— + 37 + 22 pay 
Vy +2 


+ (4 —+ 24x? + =) Des 
V7: + 7? 


ï 
DAT -Lhazr)riiy— — 
V2 72 


1 
Pe— (4 +- 2ax + =) 
Vr +2 


+ 37 + 2æ )y, 


d@ £ dy dy Yz _ dd 
dy dx’ dz LÉ (y2+ 2} DE dy’ 
dJ d? 

CLVEER 
Fe DORE dz ? 


les conditions sont donc remplies, et parce que 


TX 
f p(x, y, 2)dx = x'y? +axkz — x,ÿ? — axéi?, 
To 


Yo 


Y LE hi à: ro ° 
f 2 (To V3 dr = IV PER + my PV PH R — LT 0 


[+ (Top To32)dz = 2h axiz+V/ y? À 22 — Z5 ee axé 2° = V7: + ze : 
Zo 


l’intégrale générale cherchée sera 
u = ay? + ax + yS + zh + V7? +z LC. 
. 194. Lorsque pour convertir le premier membre de 
l'équation 
Max + Ndy + Pdz = 0 


en une différentielle exacte, il suffit de la multiplier par 
un facteur connu #, ou, en d’autres termes, lorsqu'on a 
identiquement 


o (Mdr + Ndy + Pdz) = du, 


Le . # sl L 
l'équation proposée peut se mettre sous la forme- du = 0, 
p 
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et l’on y satisfait soit en prenant du = o, u—=C, soit 
en prenant = — 0, L’équation u — C est l'intégrale gé- 
nérale, et les valeurs de z en x, y, tirées de l’équation 
: — o, seront des intégrales particulières ou singulières. 


Mais v (Mdx + Ndy + Pdz) ne peut pas être une dif- 


férentielle exacte sans que l’on ait 
D,.0M = D,.0N, D,.oN= D,.0P D,.eP = D,.M, 
ou, en développant, 


v(D,M — D,N)= ND,e — MD,», 
e(D.N — D,P) PD,, — ND», 
v(D;P — D.M) MD,e — PD,r. 


I Il 


Si l’on multiplie la première de ces équations par P, la 
seconde par M, la troisième par N, et qu’on les ajoute, 
v disparaîtra et l’on arrivera à l’équation de condition 


(a) P(D.N— D,M) + N(D.M — D,P) + M(D,P — D,N)=o, 


qui devra nécessairement être vérifiée pour que le fac- 
teur qui rend le premier membre intégrable existe réel- 
lement. 

195. Réciproquement, si cette condition est vérifiée, 
l'équation proposée sera réellement intégrable, en ce 
sens que son intégration sera ramenée à l'intégration 
d’une équation à deux variables. En effet, mettons l’é- 


quation Mdx + Ndy + Pdz = 0 sous la forme 


N M 
dz = — pY — pi» 


et remarquons que si l’on connaissait la valeur de z en 
æ, y etqu'on la substituât dans les fonctions M, N, P, 


M N ; : ; Ne 
io dx, — 5 seraient identiquement les dérivées 
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partielles de z, par rapport à x et à y. Donc, si l’on 
cherche d’abord la fonction la plus générale de z, qui sa- 
tisfasse à la condition que sa dérivée par rapport à y 


L2 | N r ® Lé V4 
Soit — 5 dy, x étant considérée comme une constante, 


la valeur cherchée de z sera renfermée dans celle que 
l’on aura ainsi déterminée, et il ne restera plus qu’à assu- 


/) 


. . 1 A . . ] 
jettir cette dernière à l’autre condition d’avoir — 5 


pour dérivée partielle, par rapport à x, ou de vérifier 
l'équation proposée. Il faut donc chercher d’abord l’inté- 
grale de l'équation 


dz = — Sd ou dz + S dy == "10: 
Cette intégrale existe dans le cas où , comme nous le sup- 
posons, les fonctions M, N, P sont continues. Cela posé, 
appelons o le facteur qui rendrait dz + : dy une diffé- 
rentielle exacte, # la fonction qui a pour différentielle 


(de + à dr) et y une fonction de x. L'intégrale cher- 


Mr N . 
chée de l'équation dz + Ë dY-—=10n serà w—= y; €éttl 
faudra déterminer y de telle sorte, que l’équation 


dw duw 


dw dy 
dé dz TRE — 0, 


ou , Ce qui revient au même , 


dw 


dy . 
A durs Ar = 
dx # dx $ A3 


N 
soit identique avec l’équation proposée, multipliée, si 


| g 
l’on veut, par un certain facteur, par exemple, par G' 
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Or, la comparaison des deux équations 


N div dy 
dz + = d Care (4240brest 
( ie P y )e F dx Es au 


N M 
(a+ sa + pr)? 70! 
donne dx =. de Æ LS 
dx dx P 


Cette dernière équation sera évidemment intégrable, et 
il en sera par conséquent de même de la proposée si, en y 
substituant pour z sa valeur tirée de l'équation w — 7, 
y disparaît; alors, en effet, cette équation ne renfer- 
mera plus que deux variables x et y. Donc la condition 
d’intégrabilité de la proposée se réduit à ce que la diffé- 
6 À ; Ad M 
rentielle , par rapport à y, de lexpression Nr dans 
laquelle on considère y comme une fonction de z, déter- 
minée par l'équation v — y, soit identiquement nulle, 


dw M 

— —9—)— o. Or, en déve- 
Leila VB ) CE 7 
loppant cette équation de condition , on trouve 


de sorte que l’on aitD, ( 


d?w d?w dz PLV D M «cz ? 
Ra a ten SE Lo 
M d? = rs 
FR + d dy, 


mais en vertu des équations 
N , 
CA er AILE RAGE eZ 


dont la première est une différentielle exacte, et la se- 
conde l'intégrale de la première , on a 


N 
dw UN ; dm deb uss Nanr:dpu ii HE D 
HTTP de tt Di dy — dz 
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d'w NO Nd N 
Done DU Par pe 
dw |” dz Neo do ONIa N 
ER NT AE + ONE NE 
dx dz dy P dx dy P dz P 


En substituant ces valeurs, l’équation de condition de- 
viendra 


N MU NeseM ME UN 
= — a ca pe 


— O0, 


PU D 
où P(D,N — D,M)+ N(D.M — D,P) + M(D,P — D.N). 


Or, c’est l'équation de condition déjà trouvée (a). 
Donc, en effet, lorsqu'elle est satisfaite, l'équation 


Mdx + Ndy + Pdz = 0 


est intégrable. Son intégration se ramène à l’intégration 
successive de deux équations à deux variables. 


196. En remarquant que les trois variables x, y, z, 
étant liées entre elles par une équation unique, deux 
seulement, x, y, doivent être considérées comme indé- 
pendantes, l'équation de condition (a) pourra prendre 
tour à tour les formes suivantes : 


d, M d&N 
dy P_ drP? 
NdM — MAN MdP—PdM , P4N— NdP 
dz GA dy Ex dx m7 
N M P 
AIN FIN Aie 
AT D 


SR Pic r es A ARE 2" FES 
P& LT Naxh Mae 


dM dN dP dM dN dP 
M NN P M.  ANISRE 
NE EL à 2 
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et en posant 


bas APR" Mb, DE 
AM + BN + CP = o. 


Appliquons cette méthode à quelques exemples. 


Exemples. 1°. J dx — xdy — - dz = 0, 


la condition (a) est satisfaite. Supposant x constant, 
dx — 0, on aura 


3 
—ady — = d= 0, — T————z 0 — — ]z 


différentiant et comparant à la proposée divisée par y, on 
trouvera 
P'UEET 0, IMAIESCS 


l'intégrale de la proposée est donc 


bsque zu 0 C7 
"A 
2% (y?+yz)dx+{(xz+z)dy +(y?—zxy)d= 0, 
M = y? + yz ENS ae BP = x7 ; 


l'équation de condition est satisfaite. Regardant z comme 
constant, on a à intégrer 


(y? + yz)dx + (xz + 2)dy = 0, 
ou 
dx dy 
er NE à à ©? 
ou 
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et enfin 
dx dy dy 
1 HAE PIS = 
LAS md 1$ PTE 


2 + 27 
HE 
Différentiant par rapport à x, y, z, et comparant avec 
l'équation proposée, on trouvera 


L'intégrale de cette dernière équation est 


(9? + yz)dz + (xs + 2° )dy + (y? 


(res) 


y )dz 


= dy=0; 


et par suite y = C. L'intégrale cherchée est donc défini- 


tivement ATP C. Si l’on avait supposé d’abord y 


constant, on aurait eu 


dx a da) Ge 
ET LE em 
ou 
dx dz x +2 
SE RO, Fine 21-30) #9 
FT YF +3 Feed 
Can Peel HAL Ed Ce EE 
(= &? 
(rt Hslane Qrée re) an, ri es 
ES Fr (y LE x) NE X» 
AE ne il voa re in a 
F\r RE) LOT} 
Si l’on élimine z au moyen de l'équation Ra %, on 
Sa” 
trouvera 
d 
jense xx ay, Ê ee Pa 
2 (ssh ù 
de, ARE = Long SIN À 
UE L y ? L v° AE " 0? 
l'intégrale cherchée est donc 
rt + a LA era 
Y — x rv— € Y +2 
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3°.  dx(ay — bz)+ dy (cz — ax) + dz{bx —cy) — 0; 


on a ; 
M=ay—bz, N=cz—ax, P— br— cry, 
A'machiaB —20,) OA", AM HBENeECP=—0: 


regardant z comme constante, 1l viendra 


dx dy 1 ay — bz 
= O0, = — La 3 
Cz— ax ay — bz - A Cz— ax 


en diflérentiant 


dx(ay — b2) + dy (cz — ax) + dz (bx — 1 y Fée , 
(cz — ax} TC 

et comparant avec la proposée 
LE UE LIL A 2 


l'intégrale cherchée est donc 


Éibe — C, où ay + Cax— (b + Cc)z = 0; 


CZ — OT 
si on la mettait sous la forme 1% + ny + pz = 0, on 


devrait avoir mc + nb + pa = o. Le Reg 
C2 — ax) 


rend le premier membre une différentielle exacte dy ; il 


en serait de même des facteurs =, etc. 


I 
4°. dx(y?+yz+2) +-dy (2 +zr+a)+dz(a+xy +7) 0; 
M=y+yz+z, N=z +zx + rt, P=r Fr Fr, 
À —922+x—x—2y—=92(2—7), B—(22+y—y—22)—2(x—2), 
C—=(2r7+2—2:—2x) = 2{y7 —x), 
AM+BN+CP— 2(25—95)+2(ax— 2) +2 (y — x) — 0. 


Regardant z comme constant, il viendra 


dx de dy oi 
AH 8R He Up He 
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N'a 0 » 
d'où, en intégrant, 


xV/3 2 rV3 


— ArCtANE —— + — arctang 
zV/3 ë 22+ x zV/3 CR. 22+Y 
— Ê nn à 2 AI AR 
z2V/3 227+ 2Z HVZ—2Y 


on pourra faire 
2X + Y2 + XF 


2e + à Le tp 0 4 


différentiant 


2dx (y°+y3+ 2 ist ar +2) — 2xd2(2+ y2+ 7° *)-27d2(2+2x + 7°) Eu. 
(22? +zx + y2—xy) TS 


et remarquant que l’équation proposée donne 
dr(y* +y2+2)+ dy(z + 2x + x Dre + zy +y?), 
on aura, en substituant, 


— 22d3(x+ 27 +7?) 2xd2 (8 + y2+ y°) — 2ydz(2 + 2x + x?) 
ou 
— 2d2(2°2 + 22 + Y°2 +Y2 HAT + xy + 3xy2) 

(22? + 2x + yz— xy} 


2e + y +2)(xy + 2x + ya) 


F3 (22? + 2x + yz — xy} ne 
mais 
nr ss UT + YZ 
TOME Nr 
on devra donc avoir 
dy __ 2dz(x + y +2) 
2j +zx Fyz 
De l'équation qui donne y on tire 
A 22° + 227 + 02y tx _23(+y+ 2) 
22? zx +yz—xy | x ZY + 2x +yz° 


el, par conséquent, 


dy 2dz(x + y +2) J 
SE TES in 
X 


XY + ZT —+- 7Y | XZ 


2 
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d’où ; 
PAU dy dy __ dz 
2OHANS voa x IE 
1+ % 3 + C 
FER 1C =] = — —= 
L she Z3 FE x Ÿ X si 


l'intégrale cherchée sera donc 
D 20 ME qu CC 
2274 2L+Y2— x 2 —C 


, 
OÙ 
2y + 2x + yz = Cix + y + 2). 
On voit immédiatement qu’en diflérentiant l'équation 
dt R vas. Hdi el Log 
ER SRE TE Er | 


on retrouve la proposée, dont le premier membre devient, 
par conséquent, une différentielle exacte quand on le 
multiplie par un des deux facteurs 


I I 
GE y +" (y <a + y 


Cet exemple montre qu'il est quelquefois assez difhcile 
de calculer la fonction y; on y serait arrivé plus tôt en 
procédant comme il suit: de l’équation 


LŸ + 2X + YZ nr: 
9 72 2 FX = x = {(2) 
22° + 2T + YZ — AY à 
on tire 

D 22 #2r FE YzEeEY à ï Os(x + y LE z) 
X AY +2 Hz X 7 + 2x F7 
2%2Z ; 
À M AN E < REC men © K 


et, en différentiant, pour comparer avee la proposée, 


1 Qu 


D 244 op 5 1 0 y: pc) À Rd 
LP CZ ii 
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xdz 


5°, dx(x?—y?+2)— 2 dy + 2d2( y — x) +- ee (y2—%?)=0; 


M=a—y +, Ne, Psy x)+ "(y —t), 


2 34? 
PYCETERE PR A Be SN FOR) 
AN) Z Z 
C— — 57, AM + BN + CP = o. 


En posant dz — 0, on aura 
dx (x? — y? + 3) — 2 dy = 0; 


on satisfait à cette équation en faisant Mo: Cherchons 


2 


L . # ? - z L] 
si l'intégrale générale pourrait être y — x + — :; en dif- 
dE (2 
férentiant et comparant, on trouvera 


2uxdx 


dun 


= dx : 
Le 


ag 


multipliant par e #, intégrant et substituant pour &w sa 


valeur 
Z2 
RES : 
RENE 
il viendra 
x? ae 
NET e FT 
J e QE = ————— + y. 
LU DA Era GC 


Il reste à différentier cette dernière équation pour Fiden- 
tifier avec la proposée ; on aura, de cette manière, 


73 (02542 z2dy + z?dx  2x?dz — 2x2dx 

e LosiE ne SAS ONERTR ARS. 
an Net z(y — x) 

À l’aide de l’intégration par partie , on réduira l'intégraie 

définie du premier membre, dans laquelle on considère z 
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comme constant ; on a, en effet, 


x? x? | 
à —— + 3 ‘ = 
l e Txdx=—+$e Ÿ x + +7 [ end) 
Le . 


ou, puisque 


6 LE 6 
£? 5° 2 
f- GER en M0 
: F — # 
a T° SA a 
se KES col El - 2 
à z? 3 pr Z z4 
e x?'dx = — —<e Lao = + + 42? 
— Z 
(y — x) 


En substituant, on aura définitivement à comparer à 
l'équation proposée la suivante 


2 


Bi 
Se d d \, d | 
e F(de—eT+ Fa rs 
Z Mise LA 
Le eu 2zdz z°dy z?dx 2xdx 2x?dz 
sf SA te ét 
D MT NT ee D A Et) 
ou 
HE" + x) z?dx z?dy zdz x (y + x) dz 
fZ (xx)  (x—zx), y —x ‘ar 2) 
zdy — 3 dz 


ou, enfin, 


zdz 
——— da(y?—22— 3) + 2dy— 24d2{ y— x\ — —— à) | 
el (x )+ dy 2d(y— 2) —— (72) 


__2dy — xdz 
Il résultera de cette comparaison que l’on devra avoir 
zdy — ydz = 0, 
et par conséquent 
Mme dei 
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L'intégrale cherchée sera donc 


Euler remarque avec raison que tant que l'intégration 
n’est pas effectuée, cetie intégrale générale reste ambiguë 
et indéterminée, parce que la constante résultant de l’in- 


x 3 


ACTUS Ta d 
tégrale indéfinie [ e “ dx, dans laquelle z est consi- 


& 
déré comme constant, doit être une fonction de z. On 
peut heureusement faire disparaitre cette ambiguïté en 
divisant les deux membres de l’intégrale trouvée par z et 


TL . 
posant — == 4 ; elle devient alors 
3 


d “du Ci. cr nd 

HS T 
L'intégration qu'il reste à eflectuer est relative à une 
seule variable et n’amènera qu’une simple constante ar- 
bitraire qui s’ajoutera à C. Pour éviter l’ambiguité dont 
nous venons de parler, arrivés à l’équation 


a, 
a 
sa 
« [8 
Î 
e 
lames 
(a 
1 
ù | 3 
NE 
& is 
8 | & 
[ 
D 
| 
af 
n 
T 


et puisque l'intégrale reste la mème, que z soit constant 
ou variable, on aurait pu différentier immédiatement, 
par rapport à toutes les variables x, y, z, pour comparer 
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avec l'équation proposée ; ce qui aurait donné 


M gars PQ 27 dz\ 
AT CNT NE 
à \z 72 ] 
su TT dz LÉ 2xdx La 2L Az l+4 
ere re) rc a 
d'où 
D PAR NP 2 PO 
| a(yi — XL? 7? zdy-2, Z(Y- FOR ar, -#) [= 
2(7 — x} ) (y? A 


et, par conséquent, 
dires L Xe: 


196. On voit, par ce qui précède, 1° que Péquation 
du premier ordre n'est pas toujours intégrable, c’est-à- 
dire qu’elle ne peut pas toujours être considérée comme 
la différentielle d’une équation à trois variables; 2° que 
lintégrale générale, quand elle existe, renferme une 
constante arbitraire; 3° que l'intégration est possible 
seulement quand léquation de condition (a) est satis- 
faite, et qu’alors elle est ramenée à l’intégration de deux 
équations différentielles du premier ordre. 

Si la condition («) n’est pas satisfaite, l'intégration de- 
vient impossible; l’équation proposée 


Mdx + Ndy Dir QELO 
ne peut plus être considérée comme l'équation différen- 
tielle d’une certaine surface ; mais il sera toujours vrai de 
dire qu’elle sera vérifiée par P ensemble des deux équations 


531 dw M ; 
WO— Xi), pr Con 25 —= % (x), 


quelle que soit d’ailleurs la fonction arbitraire y. L’é- 
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quation proposée exprime alors une propriété commune 
à une infinité de courbes à double. courbure représentées 
par ces deux équations. 


Exemples : 
1. [z(2— a) + y (y —0)|dx — (x —c)(ydy + zd2)= 0; 
M=z(x —a)+ y(y — bd), N= — y(x — 0), 
P— — z(x — c). 


L'équation‘de condition (a) n’est pas satisfaite : en faisant 
$—= z, on trouvera 


l'équation proposée sera donc vérifiée par l’ensemble des 
deux équations 


2 2 fr ss LR, 
EE PAS PR RO tes 7 PAL ut, 


2} L'AUC 


SE 
29. J dx + (2 — x)dy + (x — z)dz —0; 
Min Ne 2 Pie 3: 
la condition (a) n’est pas satisfaite, on a 
RE PIC MERE ES PE 
la proposée sera vérifiée par le système 


2 — J = x(x) e = x'(x). 


3°. L’équation 
zdx + xdy + ydz = 0 


est vérifiée par les deux équations réunies 


HUTRR 
3. +utlr br (>), 
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Monge à eu le premier l’idée de chercher dans l’ensemble 
des deux équations 


dæ M 
= x) E où = x), 


la solution de la question proposée. 

197. On trouve, dans la Mécanique, que certaines pro- 
priétés remarquables n’ont lieu qu’autant que le trinôme 
Xdx + Ydy + Zdz est une différentielle exacte, et l’on 
est ainsi amené à chercher dans quels cas cette condition 
est remplie. Or, M. Cauchy est parvenu, depuis plus de 
quinze ans, à mettre ce trinôme sous une forme telle 
qu'on puisse reconnaître immédiatement s’il est ou n'est 
pas une différentielle exacte. En effet, considérons X, 
Y,Z comme des quantités proportionnelles aux cosinus 
des angles &«, 6, y, qu’une droite mobile fait avec les 
axes, de telle sorte que l’on ait 


COSæ  Cosé cosy es I 


I 
PET ENT PACPAMENR ENS VE TENTE R’ 
et concevons qu après avoir tracé pour chaque point 
M(x, y, z) la droite qui lui correspond, et pris sur 
une de ces droites une longueur arbitraire Mn = r, or 


puisse construire une surface normale à toutes ces droi- 
tes; on trouvera facilement que 


Xdz + Ydy + Zdz —="E Rar. 


En effet, considérons deux points consécutifs M{x, y, 2) 
etM'(x + Ax, y + Ay, z + Àz),et soient mn, m les 
points correspondants sur la surface orthogonale ; en 
menant par le point M un plan parallèle à la ligne mm, 
on formera un triangle rectangle MM'N dans lequel lhy- 
poténuse MNT est égale à 


ASE V/ az? = us Sn me «2. 
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tandis que le côté opposé à l’angle Mest précisément l’ac- 
croissement Àr de la longueur 7, et l’on aura évidemment 


ins DD de RE an 


ASTRA, As Ne 
et en passant à la limite, 


Xdx + Ydy + ZLdz = SEM R Or: 


Telle est la forme très-simple qu’on peut donner au tri- 
nôme du premier membre; on en conclura immédiate- 
ment que ce trinôme sera une différentielle exacte s'il 
existe un système de surfaces qui coupent à angles droits 
les directions déterminées par l'équation 


cosæ  cosG cosy 
MOTS 7 


et si en chaque point la quantité 
R=VY/X LE Y: + 7: 


est une fonction de la distance 7. 

M. J. Bertrand, qui ignorait sans doute ce que 
M. Cauchy avait écrit à ce sujet et ce qu'il avait en- 
seigné dans ses Leçons, a repris cette transformation dans 
le Journal de l'École Polytechnique : il démontre que le 
trinôme Xdx + Ydy + Zdz ne sera une différentielle 
exacte qu'autant que la quantité NCA EN 7 Sr 
en raison inverse de la distance de deux surfaces ortho- 
gonales consécutives. Dans quelques circonstances parti- 
culières, cet énoncé sera peut-être d’un emploi plus facile. 

198. Lorsque dans l’équation différentielle à trois va- 
riables, les différentielles dx, dy, dz seront élevées à 
des puissances supérieures, on devra la regarder comme 
impossible toutes les fois qu’elle ne sera pas décomposable 
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en facteurs du premier degré de la forme 


Mdzx + Ndy + Pad; 


car, en effet, si l’équation avait une intégrale, c'est-à- 
dire si l’on pouvait la considérer comme résultant de la 
différentiation d’une équation à trois variables 


F(x, Y's 2) CHE 0) 


on devrait pouvoir l'identifier avec la différentielle 
complète 
D ax + dr + À de F0: 
il faudrait, par exemple, qu'après avoir tiré de cette der- 
nière équation la valeur de 4z pour la substituer dans la 
proposée, résolue par rapport, à dz, on arrivât à une 
équation identique o = 0 : or c'est ce qui n’aura Jamais 
lieu si les différentielles dx, dy, entrent sous des radi- 
caux, ou sont élevées à des puissances fractionnaires 
et négatives. 
Prenons pour exemple l'équation 


mdzx? + ndy? + pdz? + 2qdxdy + 2rdxdz + 2sdydz = 0 ; 
en posant, pour abréger, 
r—mp=AÀ, r5—pq =B, °° —np=C, 
on trouvera 


d — rdx — sdy X V/Adx? + 2Bdxdy + Cdy’ 
ZE" ————— 

q 
et l’on en conclura que l'équation proposée sera absurde 
ou non intégrable, tant que la quantité sous le radical 


ne sera pas un carré parfait, c’est-à-dire tant qu'on n'aura, 


Pas D = AC. 
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199. Disons seulement un mot des équations différen- 
tielles à plus de trois variables, ou de la forme 


Max + Ndy + Pdz + Qdu + Rdv + etc. .., — 0, 
M, N,P,Q,R,.., étant des fonctions des variables x, 


Y> ZU,V,..., dans le cas où l’on pourra regarder cette 
équation comme provenant d’une équation primitive 


RIT, Lu, mo 


une quelconque des variables, z par exemple, devra être 


considérée comme une fonction de toutes les autres qui 
demeureront indépendantes, et l’on aura 


dz dz 
dz = — d d d 
À dx + Dar + À Ur v + etc. 


mais de l’équation proposée on tire 


ES rue u— Sd tete; 
donc 
dz el M dz HD N 
dx | CPU dE Mit Pi 
dz Q dz R 
7 a en pt AR AE A 


et, par conséquent , 


M N M Q M R 
D = D,-, D, — =,D, = Da Car ELLE 
TP P P RAP P’ 

N Q N R Q R 
DrsD, So D =D; Eat) Dé Den 

P TP P D;5 a : s) p°? 


En développant ces équations, et substituant pour 
dz:. dre 43 
1? dy” du? 
auxquelles devront satisfaire les fonctions M, N, P,Q,..., 
pour que l’équation proposée soit intégrable. Si le nom- 


, leurs valeurs, on obtiendra les conditions 


ke 4 
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bre de variables se réduisait à trois, il n’y aurait qu’une 
seule équation de condition, 


M N 
D; = Des; 
il y en aurait trois, 
M N M Q N Q 
D — = D, — D, — — TE D, - =D Se 
PU E D PUR P ? Ph CDE 


s’il y avait quatre variables, x, y, z, u. En général, si n 
est le nombre des variables, le nombre des équations de 
condition sera égal au nombre des combinaisons deux à 
deux des (7 — 1) dérivées D,z, D,z, D,z,..., c’est-à- 
. (na —1)(n —2 
Trent Eee 
Dans le cas où le premier membre de l’équation 
Mdz + Ndy + Pdz + Qdu + Rd+...—o 
a été ramené à être une différentielle exacte, ce qui a 
lieu lorsqu'on a 
DM —D,N, DM—D.P,..., D,M—DR, 
DN = D,P, DN=DP} :, «DO DK... 


on trouvera, en posant 


MR UE, PEINE RES NS Zeit P): 
PME TETT AE:  MIR Q Tir O2 Pie 


et procédant comme dans le n° 193, que l’intégrale gé- 
nérale de l’équation proposée est 


LE 9 LE 
Fi(x, 7, me |. A A MER 214 
Ÿ Yo 


e/ To 


»g 7 
4 PAS Vos Zoe VI +] Ki (dos Tor 203 ce ITU Ur 
 Uo 


LA 4 
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200. Alors même que le premier membre de l'équation 
proposée ne pourrait pas être ramené à une différentielle 


.p (—1)(Rr— 02), Ds 
exacte si les ——"—— équations de condition sont 


satisfaites, on pourra l'intégrer en suivant une marche 
tout à fait analogue à celle que nous avons employée 
dans le cas de trois variables. Supposons, par exemple, 
qu'il faille intégrer l’équation 

z(Y +z)dr+z(u— x) dy +y(x—u)dz+y(y +2) du = 0. 
Les fonctions 


MyeEter, DIN x Pr NOT EE yz, 


satisfont aux équations de conditions; dès lors, pour in- 


tégrer, supposons un instant que uet z sont constants, 
c’est-à-dire posons 


== TO MON = NOT 
l'équation deviendra 


dx dy 


cn diflérentiant par rapport à Æ, ÿ, Z, u, ontrou- 
vera 


(u — x} 


— dy. 


Mais de l’équation proposée, on tire 


j'(u—x)dz — y (y + 2)du 
+ 2)dr + (u — x dy =" " "  — ; 
(9 )dx + (u — x)d) | > 
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donc 
Y + 3 id | 
Hi ER NT / 
ou | 
Az —"3zd 
xdz — ydu = dy, RME — du, 
À 
Z Z 
en 14 C = ——— 
sen, x u + C? 


l'intégrale de l'équation proposée sera donc 


ATEN 3 
EST EUR NAN TENPEA 


13 


[ex 4 
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TRENTE-TROISIÈME LECON. 


De l'intégration d’un système de # équations simultanées du premier 
ordre, à n + 1 différentielles, ou à n dérivées. 


204. Nous avons fait voir comment on pouvait, dans 
tous les cas, intégrer, soit exactement, soit par approxi- 
mation, l’équation différentielle du premier ordre et 
du premier dégré 

dÿ =" f(T; Y)dx. 
Supposons maintenant qu'on donne 7 équations difié- 
rentielles du premier ordre entre #2 + 1 variables f, 
Æ, Vs Z,..+, V, et leurs 7 + 1 différentielles dr, dx, 
ce a Bone 
eg de NULS ES CTE 
forme générale de ces équations serait 


dy, dz,..…., dv, ou les n dérivées — 


L,dt + M;dx + N,dy + P;di +... Rd — 0, 


Lidé + Mde + Nidy + Pade +. SR Re 
mais on peut, dans tous les cas, les ramener, par une 
simple élimination, à la forme 
hdi ve crie PA ER à Pare rt ET 

POÉSIE A RE ALT 
et il s’agit de prouver qu’il existe réellement un système 
de valeurs Mare D if, (D qui 
RTE. 33 
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jouissent de la double propriété de vérifier les équations 
proposées, et de prendre pour t = t, des valeurs déter= 
minées Los Vos Zose rs Voe Or il est facile de démontrer 
l'existence de ces valeurs dans le cas où les fonctions F,, 
F,,F:,..., F, restent finies et continues ainsi que leurs 
dérivées par rapport a 20e... …, MNDEP TD RES 
D,F:, D,F,,..., D,F,, etc. Pour y parvenir, il suffit de 
procéder comme dans la vingt-sixième leçon et de calculer 
n quantités X, Ÿ, Z,..., V, à l’aide des équations 


Mr de ti lo) Fe (Es, Dos sna Del La mu (liomt,) Falls Piliers 
Xe Pan NL NM et at) 

Va Vo — (6; — 1), (ondes sn Pat Pa pre (ECG IEALS CH VIURe, 
Y — y, = (T — pe PS 0 te 


car les quantités X, Y, Z,..., V, tirées des équations 
qui précèdent, jouissent des trois propriétés suivantes : 
I. Elles sont des fonctions continues des constantes x,, 
Vos- + Vo En ce sens que, pour des valeurs déterminées 
de ces constantes, elles prennent une valeur unique et 
déterminée , et que les variations qu’elles subissent quand 
on fait croître ou décroître les constantes d’une quantité 
très-petite , sont elles-mêmes très-petites. IL. Les quanti- 
tésX, Y, Z,..., V, convergent à mesure que les élé- 
ments de la différence T — 1, diminuent indéfiniment 
vers des limites finies 


PCT 2, rte ALU rose) All, fe, Xe. u00 
III. Les valeurs x, y,..., v, des quantités X, Y,..., V, 


correspondantes à T — t, c’est-à-dire les quantités 


L — Jeles Los Los Vos...) Led à 5850 En (es Los Los Ÿ'oy*-.) Po) 


vérifient les équations différentielles proposées, et se ré- 
duisent ,pour t — !,, aux constantes ou valeurs initiales 
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des variables, x,, Yo. + Mettons tour à tour en évi- 
dence ces propriétés remarquables. 


202. [°° Propriété. Les à VU Z,. VS Sont 
des fonctions continues des constantes æ%,, Vos Z06,-.. 
Donnons à ces constantes des accroïissements très-petits 
Los O0 Yos-.s QUE nous pourrons mettre sous la forme 


do = Po COS A0) 0 ele. Po COS Pa PA ee Ph COS UT. 
en assujettissant le module p, et les angles ou paramètres 
À v,,... à vérifier les équations de condition 
0? 022207 
Po = Ve + +yi +... cos22, + cos us, + cos +... — 1 


Les accroissements des quantités x,, Yn, 2... X, Y, 
Z,..., pourront être Et par des expressions de 
même forme 


Pm COS Amy  Pm COSFéms  Pm COSYmy + + + 9 
; 
Pn COS Any  Pn COSHns  Pn COS V5»... 


Comme on a, d’ailleurs, 
Tmpr — Lm — PL — tm) pv, Tms Ÿmov. :)s 
Ymbz — Jan (np 1 LS FPE RES M EST ER 


en changeant %4, Yos Zoe.» El Lo HF So Yo F 603 
Zo + Vos ON aura 


Lmyx + Pmyx COS Am+x — Tm — Pm COS ÀÂn 
— (a RCE L) F; (2 Lm Fr Pm COS Âm +.» - }s 


et, en faisant 


Pm Ëm = F, (a Tm + PmCOS Âm> Ym + PmCOS Em + » » % 
RE EAN LE me pe 1oce À 


Pmder COS Amp — Pm (COSAm + Ëm(Ëmpr — bee 


En posant 


Pmin=E > (2 Xm + Pm COS Am 3 »- )— E; (6 ar a al mes HA (i +) 
HH PE 
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| a 
on trouvera de même 


Pmy1 COSPmyr = Pm[COS Em + 4m (lmgr — Ém)], 
Pmyx COS my — Pm|COSVm + Cm(êmyr — Ëm) |; 


et en carrant , ajoutant, et ayant égard à l’équation 


COS An COS RniCOS. ?r, +. TU, 


Pda =Pnl1 + 2(Ëngr — fn) (Em COS Am + fm COS Em + + +.) 
+ (nr — dm) (Em + Mn +.) 


Or, la valeur maximum (*) de la somme 


he COS À» +  m COS Ur +... 


(*) En effet , si l’on a à la fois 


cos x + COS *Y + COS 2 +... — I, 
u — a COS x + b CoOsY + © cosz +..., 


on aura évidemment 


a +b+c +. (a cosx + b cosJ + c COS 5 +... )? 
+ (a cosy — b cosr) + (a cosz — ccosx) +... (b cosz — c cos y) +... 
ua + b+c+...— (acosy — b cosx} — (a cos z — c cos x)? —… 


Donc la plus grande valeur numérique de u? sera a? + b?+ 6°, ; et la 


plus grande valeur de u, V/ a? +b? + c°+., ; u d’ailleurs atteindra son 


maximum quand on aura 


\ 


acosy — bcosx — 0, acosz—cecosx —o, bcosz—ccosy —0,..., 


ou 
COS T COST COS 3 


a — —. 


a b ë 
Or, de ces dernières équations on tire 


a COS x + b COSY + ccosz +... u 


2 = 0 ER 0 CR MCE CF LETTRES 
V/ cos °a + cos °6 + cos y +... _ I 
VAE BTE ce +... La Lire 
et, par suite, 
u = Va + BTE ce +... 


C’est bien la valeur maximum trouvée directement. 
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est VE, + nn +...; donc 


PR PA (rep en)V EE ma (ren (ES Er |, 
Fe ER RASE CRT A V1 cRrenen À 
Désignons par 4, #1» Vis..., Do, Yas Ve... les dérivées 
des fonctions F,, F,, F;,..., prises par rapport à x, y, 
Z,...; On aura , en vertu d’une formule connue de calcul 

différentiel, 


Pm _. ru Lm Fm COS Ans Y mt Pm COS Em.) —# (tn Lms Ÿ ms ol 
— Fm COS Am 1 (a Tn + 0 Em COS Am ME Var 00 m COS ms: » :) 
Em COS Fm Xa (+++) H-Pm COS m À: (+..). . 


Le second membre de cette équation est évidemment une 


valeur moyenne de la somme 
Pm COS AmQilé, Ts Y Hess) + Pm COS Em Xr (Es L, Vs Ze.) 
+ Pm COS PmYrlls Ds Y3 8e), 
qui est toujours plus petite que 
PA PACE TEEN 


donc, si entre certaines limites £, et £, +7, les dérivées 
Pas X19 Ÿ15--. restent continues et finies et ne dépassent 
pas une limite fixe 1, on aura, en désignant par N le 
nombre de ces fonctions, £;, << NF; on trouverait de 
même, en désignant par m, n,... les limites finies supé- 
rieures des fonctions dérivées, | 


CE None ns D ne Nm ce Nr; 
donc 
En + nn + En +.. CNP + m° + n+...), 
et, par conséquent, 


Pm+x LP 1 5 os FN ie. bn) IN VE + m? cm n°? a ei À | , 
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ou, en posant 


D VA SR An A RO ce TK Se 


en faisant tour à tour dans ceite équation, m—0,m —=1, 
m = 2,..., M —nN, On trouvera 


Pr CPolt HR —%)], pa Lhli+K(e —u)],..., 
Pr Pas [1 + KÛT — ti )], 


et, en multipliant, 
Pr LPoli +R —t)][i+RK(r —4)]. [1+R(T—#4,)] 


On prouverait facilement que le produit du second mem- 


RAD oh quantité finie, 


bre est inférieur à l’exponentielle e 
que nous pouvons représenter par L : doncp, <Lp,;donc le 
rapport de p, à p, est réellement une quantité finie ; donc 
X, Ÿ, Z,.., qui d’ailleurs pour chaque valeur atiribuée 
aux constantes Zo» Vos Z0,-.- prennent une valeur unique 
et déterminée, croissent ou décroissent de quantités très- 
" petites p, cos À En COS Un... quand on fait croître ou dé- 
croître Los Jos Zos...s de quantités trés-petites p, cosÀ,, 
Po COSHo5+.., etsont, par conséquent, des fonctions conti- 
nues de ces mêmes constantes. 

203. Il° Propriété. À mesure que les éléments de la 
différence T — #, diminuent indéfiniment, X, Y, Z,... 
convergent vers des limites finies 


AE Lo3 Los Vos Zop* : Ne ste los Los Vos Zos LE 


En effet, quand on suppose ces éléments réduits à un seul 
qui est cette différence elle-même , on a simplement 


K = 20 (DE A FEES Los Dos à) 
Y = 70 + (T—0)E 0, Los Vos» seoses 


Lorsqu’au contraire la différence T — #, est partagée en 
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n éléments & —t,, to — th, T—t, ;,ona 
X — Lo— (t1— 9 )E (bo Los To) mr (és — Hi): (fr9 Li Jap) tes 


et parce que le second membre est évidemment compris 
entre les limites —(T — 1,)A, H(T—1,)A, À étant 
la plus grande des valeurs de F,(4, x, y, z,...) entre les 
limites &,, T, il s’ensuivra que X sera compris entre les 
limites x, — A(T —#,), x, + ACT — 1,); on prou- 
vera de la même manière que Y, Z,... sont comprises 
entre les limites y, & B(T — #,), 3 T C(T — &),.…., 
B, C désignant les valeurs maximum des fonctions 
Re RE ER A), 
Il en résulte immédiatement que toutes les valeurs que 
prennent, entre leslimites 4, et T, les fonctions F,,F:,..., 
sont des valeurs particulières des expressions 
F,[f HOT — cho 0 AD 4), 00, B(T = 4).:], 
F,ft + 0(T—ék), Zoo OA(T —4), Yo 02 B(T — to)... |] 
dans lesquelles 8, 0,, , ...représentent des nombres com- 
pris entre o et 1. On a d’ailleurs évidemment 
Fiféo + 0(T—%), to, A(T — é), Yo 0, B(T —to)...] 
—F,(t, Lo) J'o) Anse ETES €r 9 
£, désignant une quantité qui s'évanouit avec la diffé- 
rence T—#,;et, puisque les différences X—x,, Y—y,,..…. 


sont égales au produit de T —#, par une valeur moyenne 
des fonctions F,, F,,..., on aura 


RE T — LEGS nos ose JD Lo)£x » 

Y —7o ET — à), (for Los Fons) FT rs Fe.) 
et l’on en conclura que l’effetde la division de l'intervalle 
T— +, en n éléments {4 — 1, la — t1,..., a pour eflet 
d’ajouter aux valeurs de X, Ÿ, Z,..., des termes 


CRM (TI 
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dans lesquels les coefficients &,, &,,... s'évanouissent eux- 
mêmes avec la différence T — #,. Supposons maintenant 
qu'on divise à leur tour les intervalles , —#,, 1, —t,,... 
en de nouveaux éléments, et ne considérons d’abord que 
l'élément #, — t,; les quantités x;, Va TURN APS 
Z:,.-., Subiront des variations analogues à celles qu’é- 
prouvaient Ÿ, Z,... dans la division de l'intervalle 
T — +t,, et deviendront 


Pr er Cols Yintené (li = date 


En posant 
pren MAG Ve, SD 


chacun desnombrese,£",... pourra être représenté par une 
expression de la forme p'cos ’,.., On en conclura que la 
somme des accroissements de %1,)1, 31,... sera inférieure 
au produit p' (# —1,), p’ étant un nombre qui, ainsi que 
e,E,..., s'évanouit avec {, — {,, et l’on prouverait, en 
raisonnant comme nous l'avons déjà fait, que la subdi- 
vision de l’élément , — #, ferait varier X d’une quan- 
tité inférieure à l'expression L'o"(1, —1t,),... La subdi- 


vision des éléments £, 
croître ou décroitre X de quantités inférieures aux ex- 
pressions L”p"(r, —1,), L"p"(t3—1:),..., dans lesquelles 
les coefficients p”, p”,...s’évanouissent avec les différences 
to — ty, 3 — ts, Dès lors, la variation totale que la 
subdivision de tous les éléments 4, — #,, ta —1,,... fait 
subir à X , et par conséquent aussi à Ÿ, Z,..., sera une 


1, {3 — 1»... fera de même 


expression de la forme 
LIT — &)f: 
p étant une moyenne entre les coefhicients p', p”, p”,.…., 


et s'évanouissant avec les éléments de la subdivision. 
Donc on n'altère pas sensiblement les valeurs de X, Y, 


M 
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Z,.. correspondantes à un mode de division dans lequel 
les éléments de la différence © — 4, ont des valeurs nu- 
mériques très-petites, si l’on passe à un second mode 
dans lequel chacun de ces éléments se trouve subdivisé en 
plusieurs autres. On étendra facilement cette conclusion 
au cas où les éléments du second mode de division ne se- 
raient plus des subdivisions du premier, et il restera dé- 
montré par là que, lorsque les éléments de la différence 
T— t, sont très-petits, le mode de division n’a qu’une in- 
fluence insensible ; et que, par conséquent , si l’on fait 
décroître indéfiniment les valeurs numériques de ces élé- 
mentsen augmentantleur nombre, les quantités X, Y,Z,.…. 
convergeront vers des limites fixes fi (T', &, os Yos Zos.e)s 
Ja CT, toy Los Vos)... dépendantes uniquement de la 
forme des foncüons F,, F,,..., et des constantes T, 1,, 
Rd re RÉ | 

204. III Propriété. Si dans les valeurs de X, Y, Z,.… 
on remplace T part, on obtiendra des fonctions x, 
MAR, AE to 


OS CE RM CS CNRS ARE A CT RE CO TR PER 
qui, pour { = 1,, se réduiront à x,, Y5, Zos... et Vérifie- 
ront les équations différentielles proposées. En eflet, nous 
avons trouvé 


TS SE T0 Por be 24 et Lo lol es 
Fe Jou—— (T 3 REA Lo ; Lui ice, a@ (T RE LT, 


? Lg ls 
et l’on en conclura, en changeant T en #, et faisant 
Ve 


ROME 0 rt VIN Del Ne onda 


De plus, le raisonnement qui nous a conduit aux va- 
leurs précédentes des différences 


DRE 2 TAN 2 EME | 
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nous aurait donné l'équation suivante : 


Km (TL) EE (nt D Pres JE (TE), 
Y—=Yn TE ne » © . .)+(T — m)E" 


dans laquelle ,, désigne une valeur de £ comprise entre 
& et té +t. Or, si dans ces équations on fait 


DE QE Re Le (0 ES DER 
on aura 
CPE) X —f,(t + h), 
hi f, (c), Y=£(t+)..., 
et 1l viendra 
fft+h)—f(e =AE,f4,6(9,£2(0,...]+622, 
(C++ h)— Lio = A4P,({e, £(, L(0,.. +47, 


et si, après avoir divisé par », on passe à la limite, on 
trouvera 

MA di drE FO(C, EN ci 00 

LUNA d'ÉN Æ ar ES re NS 25 TIRE 


et ces dernières équations expriment évidemment que 
les fonctions 


M TU) SNS Lo Ton ee NT DEN 
vérifient les équations différentielles proposées. 


205. Lors donc qu'entre les limites 4, et &, + 7, les 
fonctions F;, F,,..., ainsi que leurs dérivées par rap- 
port à x, y, z,..., restent finies et continues, il existe 
des fonctions x, y, z,... de £ et des constantes #,, Æo, 
Tor Zor.., qui vérifient les équations différentielles pro- 
posées et prennent pour £ — {, les valeurs initiales don- 
nées Lo» or Zoe. Mais il peut arriver qu'entre les li- 
mites #, et t, + +, les fonctions F,, F,,..., et leurs déri- 
vées, ne soient finies et continues que pour des valeurs 


23 
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de x, y, z,..., comprises entre des limites déterminées 
DNS EE OP CET DONNERAI EE 0 


or les propriétés que nous venonsd’énonter pourront con- 
tinuer de subsister, même dans ce cas, pourvu qu’en ap- 
pelant À, B, GC... les limites des valeurs absolues des 
fonctions F',, F,,..., F,, on choisisse T de manière à sa- 
_tisfaire aux inégalités 


T—i Tr, A(T—4)<La, B(T—4)<b,.... 


Alors, en effet, la valeur de x,, déterminée par l’équation 
Pi Lois lit La) Fit Jo Zoe ds 


comprise entre les limites x, + A(t; —#,), sera com- 
prise, à plus forte raison, entre les limites x, +a, et il 
ensera de même de %, Æ3,..., X,_1, X. Les quantités y1, 
Vaste on ARS LS One GR 1e hi: SCOR AUSSI T'ES DEC- 
tivement comprises entre les limites y, + b, z,  c,..…. 

De plus, si, en désignant par «&,, 65: 70... les accroïs- 
sements des valeurs initiales æ&,, Yos Zos..., On assujettit 
T à vérifier les inégalités 


A(T—4)+a La, B(T—-k)+G<L db, C(T—k)+yo Le, 


les nouvelles valeurs de x, 1, Æns Yuys., détermi- 
nées par les équations 


D et ME GS) FF; (onto Bose Le). Loti 
ya = Yo + 50 + fé — 6)E, (to, Lo + 405: «. ) J'2 


RES 


I fl 


a 


seront elles-mêmes comprises entre les limites x, + a, 
Ÿo + b.... Donc puisque toutes les valeurs de x, y, z,.…. 
que l’on considère dans les théorèmes dont il s’agit sont 
renfermées entre les limites x, + a, y, + b,..., les fonc- 
tions F,,F,,..., ainsi que leurs dérivées, resteront finies et 
continues pour toute valeur de £ plus petite que #, +7. 
Or c’est la condition nécessaire et suflisante pour que les 
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propriétés énoncées continuent de subsister. Donc alors 
encore on pourra calculer exactement, ou par approxima- 
tion” \Mesiquantités FRERE.) OL PL PE EN 
et, parisuite, les valeurs (r, €, x, 0)... de t'ty, x, 
propres à vérifier les équations différentielles proposées. 

206. Supposons que les valeurs x — 0, y — 0,..., vé- 
rifient les équations proposées , on aura nécessairement, 
dans cette hypothèse, 


He NO TO Gale OT (7,40, 0, OS 


c'est-à-dire que les fonctions F;,, F,,... s’'évanouiront 
Pour x t0, 0,7" = "0, ...,quel'queisoit r.1Alors 
aussi, ven faisant.Ti}== 0, yo 0N AS 0 AUS 
les équations qui donnent les valeurs de X, Y, Z,..., on 
trouvera 


et par conséquent 
De VIN NN IS ep EN M RO EE 

si les fonctions F,, F,,... sont continues et finies, ainsi 
que leurs dérivées par rapport à x, y, z,.... Nous avons 
vu en effet que, dans ce cas, les quantités X, Y, Z étaient 
elles-mêmes des fonctions continues des constantes x,, 
Vo» Z0-.. Donc, sous la seule condition que les fonctions 
F,, F,,... sont continues ettoujours finies, on déduira 
les valeurs x —0o, y — 0, des intégrales générales 
en donnant aux constantes arbitraires Æ4, Yo» Zos... 1es 
valeurs particulières x, — 0, yo —0,..., ce qui démontre 
que x —0, ÿ — 0, sont des intégrales particulières 
du système d'équations différentielles proposé. 

207. Reprenons les équations 
É À Na FF (£, Los: Loop Vos» A Y — AU Éoy Lo » pi 0e CPE 
ou simplement 


De AC EN et AVAL Poe ie FES NE NME «4 
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dont l’ensemble satisfait aux équations différentielles 
proposées , et forme ce que nous pouvons appeler un sys- 
ième d’intégrales générales de ces mêmes équations. Il 
sera impossible d'éliminer entre ces intégrales les con- 
stantes Xi, Yo... et d'arriver à une relation de la forme 
o(E, x, Y, z,..….) indépendante de ces constantes; car, 
en faisant { — f{,, on aurait 


et, par suite, 
PE Los Vo) . . — O, 


ce qui est absurde, puisque les constantes £,, æ,,... sont 
entièrement arbitraires. Si l’on faisait 


Tobin ilotesl Ci 
le système d’intégrales générales deviendrait 
EL (UC NC AC) ER OS 
DATES Ca C à RC = ae 
et il sera toujours possible de le ramener à la forme 
CRUE USER PNG UE 
U, Us...) U, étant des fonctions des seules variables £, x, 
7, En effet, supposons que de l’une des équations 
D CCE SR LCR OR ON En 


on tire la valeur de C;, pour la substituer dans toutes les 
autres : on arrivera nécessairement de cette manière à 
n — 1 équations renfermant 7 — 1 constantes, car, s’il 
y avait moins de 7 — 1 constantes, on pourrait les élimi- 
ner et arriver à une relation de la forme 


See ons. ski 08 


ce que nous avons démontré impossible. 
De même, si, entre les 7 — 1 équations restantes, on 
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élimine C;, il restera nécessairement 7 — 2 équations 
avec 2 — 2 constantes. En continuant ainsi, on arrivera 
à une dernière équation renfermant une seule constante 
C,, et qui donnera C, = u,, u, étant une fonction des 
seules variables {, x, ÿ,..., et, en remontant de proche 
en proche , on aura 


CREER ONCE S ARC RE 


donc le système d’intégrales générales des équations diffé- 
rentielles proposées peut réellement être mis sous la 
forme 


UTUE== CF, Us — Cor ME CERN, ni C; ; 


Ci, C>,... désignant des constantes arbitraires. 

Réciproquement, si l’on tire de ces dernières équations 
les valeurs de x, y, z,..., elles vérifieront les équations 
différentielles proposées, et de plus, ces valeurs de x, y, 
z,.. ne pourront satisfaire à aucune équation de condi- 
tion indépendante des constantes arbitraires C1, C:,..…., 
car si en eflet elles pouvaient satisfaire à une équation de 
la forme 

D:(ES EMA ES ES OS 


il s'ensuivrait que cette dernière ne serait qu'une com- 
binaison des équations 


HR NCL OU NEROS SERRE 


et pourrait être substituée à l’une d’entre elles. On arri- 
verait donc aux mêmes valeurs de x, y, z,..., soit qu'on 
les déduise du système u, — Ci, us — C:,... de n équa- 
tions renfermant 7 constantes distincies, soit qu’on les 
détermine à l’aide de 7 — 1 équations renfermant 7 — 1 
constantes auxquelles on Joindrait l'équation 


pl à, rs) = 0. 


Or cette conclusion est évidemment absurde, car les 
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premières valeurs de x, y, z,... renfermeront 7 con- 
stantes, tandis que les secondes n’en renfermeront que 
ñn — 1. Il est donc vrai que l’ensemble des équations 


U; — C9} U, == Lise Un — Ca; 


forme un système d’intégrales générales des équations 
proposées, parce qu'il jouit de la double propriété de ren- 
fermer 7 constantes arbitraires, et de fournir des valeurs 
de +, y, z,... qui vérifient les équations données, sans 
satisfaire à aucune équation indépendante des constantes. 

Pour montrer combien cette dernière restriction est 
essentielle, considérons le système suivant d'équations 
différentielles 


(z — t)dx = (x — y)dt, (2 — t)dy = (x — y)dr, 
dz = (x — y + 1)dt: 


on y satisfait immédiatement en faisant x —y, z = t, 
ou, ce qui revient au même, en posant 
DÉNDACRREP IE (D) DS, 

quelle que soit d’ailleurs la fonction +, qui demeure en- 
tièrement indéterminée et peut renfermer antant de con- 
stantes arbitraires que l’on voudra; mais l’ensemble de 
ces troïs équations ne forme pas un système d’intégrales 
générales des équations différentielles proposées, préci- 
sément parce qu'il établit entre les variables des relations 
indépendantes des constantes arbitraires. Cherchons les 


intégrales générales ; en retranchant la seconde équation. 
de la première, on trouve 


dz — dj = 0, d'où x =7y+c.. 
Cette valeur, substituée dans la troisième, donne 


Ie SCENE = (G + 1)t + C,, 
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et par conséquent, en substituant dans la seconde équa- 
tion, pour z —{, x — y, leurs valeurs, 


_ Cdi 
Ct + C,’ 
VAR=E ÉCiE + C;) + C3, 


(Cite Car Na" dr = 


et, par suite, 
x = (Cut + C,) + OC + G: 
or l’ensemble des trois équations 
æ = (Cet HC,) + CGro+ GG, = d(Ct +" C)F"C:, 
2 UC AN) EAN CT, 


ou, ce qui revient au même, en résolvant par rapport à 
Ci, Co, Css... , des trois équations 


CHERE NES 2—(x— y + 1 æ C3 — y —l(z— 6, 
forme un système d’intégrales générales, précisément 
parce qu’il renferme trois constantes arbitraires, et qu’on 


n'en peut tirer aucune équation indépendante de ces 
constantes. 


208. Revenons au cas général, ei cherchons si un même 
ensemble d'équations différentielles données peut ad- 
mettre plusieurs systèmes d’intégrales générales. Suppo- 
sons que, par une méthode quelconque, nous soyons ar- 
rivés au système suivant 


UP Ce OR es Un LYS NT Un —= ES 
on en tüirera 


du, o —= L,dt + M,dx + N,dy +..., 
du, = 0 = L,dt + M,dxr + N,dy +..., 


Il 
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ou 


D En — 
1 oi * dt + dt +, ee — 0, 
dx dy 
217% N, EST à .. — 
L, — M dt on HE 2 dt on O ; 


M dx Lie 
et, en substituant pour ., leurs valeurs tiréesdes 


A dy 
ad 
équations différentielles proposées, il viendra 


L, + M,F,(#, rs NN) EN, (5, JS as) Lu 0 
Her Mal it hr, Mode à) nt: 4 0: 


Ces équations sont nécessairement identiques, ou se ré- 
duisent à o — 0, car, sans cela, elles établiraient entre 
les variables des relations indépendantes des constantes, 
ce qui ne peut être, puisque, par hypothèse, l’ensemble 
des équations w = Ci, us — C,..., forme un système 
d’intégrales générales des équations données. Cela posé, 
toutes les valeurs de x, y, z,..., qui vérifieront les équa- 
tions différentielles proposées, devront évidemment rendre 
identiques les équations 


Mfdr—Fi(i,x,y,2,...)]+N [dy —Eft,x,y, z,...)]+etc. =0o, 
M{dr—F(r,x,y,2,..)]+N [dr —F(tx,y,2,...)]+etc. —0o, 
à moins qu’elles ne rendent infinis un ou plusieurs des 


coefficients M, N:,..., M:, N:,...; ces dernières équa- 
tions se réduisent d’ailleurs à | 


I 


L,dt + M,dx + N,dy +...— du, 
L,dt + M,dx + N,dy +...— du, = 0, 


en vertu des équations identiques 
Fe ee M, F, (É, Ty Ÿs nn) —+ N; F, (£, Ly J'> Zi) Tr etc. — O...; 


donc, à moins qu’elles ne rendent infinies ou indétermi- 
nées, et par conséquent discontinues, quelques-unes des 
1% a. 
+ ile 94 
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quantités 
du, du du 
DM ES LEE UM 5 No LEUR 
. dira) : dx ? E dy PTE 
du du du 
L, —— Des M, —= he ; N, = RE je 
dt dx dy 


toutes les valeurs de x, y, z,..., qui satisferont aux 
équations diflérentielles données, vérifieront aussi les 


relations 


AN 0» dus tue, 1 No ur ON AUTOS: J 


Donc, puisque l’ensemble de ces équations détermine 
complétement les valeurs de x, y, z,..., en fonction de 
t et des n constantes, il est le seul système d’intégrales 
générales des équations proposées. 


209. Les systèmes de valeurs de x, y, z,..., que l’on 
obtient en rendant infinies ou indéterminées les quantités 
L, M, N,..., ou quelques-unes d’entre elles, et qui véri- 
fient les équations proposées sans qu’on puisse les déduire 


des équations 
Us. — Con Non ds ché 


sont ce qu’on appelle des intégrales singulières. Il est évi- 
dent qu'elles ne seront jamais renfermées, comme cas 
particuliers, dans les intégrales obtenues par la méthode 
générale que nous avons exposée, puisque cette méthode 
suppose essentiellement que les fonctions F;, F,,.., 
ainsi que leurs dérivées par rapport à x, y, z, etc., 
sont finies et continues, ce qui n'aurait pas lieu si les 
quantités L, M, N,.., ou quelques-unes d’entre elles, 
étaient infinies ou indéterminées. 

Éclaircissons ce qui précède par un exemple. Le système 
d'équations différentielles 


3 — t}dx — (x — yjdt, (2 — dy = (x — y)dt, 
üz = (x — y + 1), 
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a, comme nous l’avons vu, pour intégrales générales 
G=x—y, CG—=z—(x—7y+i)t, C—=7y—1(:— 06: 


on a, par conséquent, dans ce cas, \ 


D OM I EN 5 PME, O0, 
RD — UNE — — #4, Ne Ps = 
e M N P à 

pass Ja 0 Ms, D ù 
3 D p7 9 3 er LES 


deux de ces quantités seulement, L:, P;, peuvent devenir 
infinies, et le seront réellement si l’on a z — # : comme 
d’ailleurs l'hypothèse z — { donne x — 7, et que l’en- 
semble de ces deux équations vérifie les équations pro- 
posées sans que la première puisse se déduire des inté- 
grales générales, en donnant aux constantes C;, C2, C3, 
des valeurs particulières, cet ensemble ne peut être 
qu’une solution singulière. 

Nous avons vu que les valeurs particulières x = 0, 
ÿ = 0,..., formaient un système d’intégrales particulières 
toutes les fois que les fonctions F;, F;,..., étant finies et 
continues, ainsi que leurs dérivées, on avait, quel que 


soit £, 
ef, 00.40 2e OO 200, VOS TEE 0e 


09 


elles ne pourront donc être des solutions singulières 
qu'autant que les conditions 


a a Oo — 1 ——+ 3 
M, — ©, M, — Sy. N, ee D, N, — D. 


ou du moins quelques-unes d’entre elles, seront vérifiées. 
210. Supposons que les valeurs 


ze Poor lp (#0 02 Rob) fe 
forment un système d’intégrales singulières des équations 


de, = Een aadband Er nd). nn 
DAS: 
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et posons 
Bip (HUE OMS Pr (Din EE 


les équations £ — 0, n = o seront des intégrales singu- 
lières des nouvelles équations obtenues par cette substi- 
tution et qui sont : 


g"(r) dr AUdEU— F;f6,@ (6) = £, x(t) Hon.ne), 
x dt + dy = F,fr,o(0 + &, x (0 + n...].... 


En retranchant de ces équations ce qu'elles deviennent 
quand on y fait £ — o, on trouvera 


dé {#,fe, o()+8, x'(OHme]— Er, g(t); x(8),.….]} dr. 


OrËé—o, n —0,..., ne seront des solutions singu- 
lières de ces dernières équations qu’autant que les coeffi- 
cients de df, ou du moins quelques-uns d’entre eux, de- 
viendront infinis ou indéterminés pour £ = 0, n = 0,..., 
ce qui n'aura lieu qu’autant que les fonctions 


File, 20), 20,2), Er (6, x (4), 


et leurs dérivées, deviendront elles-mêmes infinies et in- 
déterminées ; donc, enfin, les valeurs 


æ, Pre PEU) CRD RES 


ne pourront former un système d’intégrales singulières 
des équations différentielles données, qu’autant qu’elles 
rendront infinies ou indéterminées, quelques-unes au 
moins des fonctions F;,, F,,... et de leurs dérivées. 
Cette discontinuité est une condition indispensable, mais 
elle n’est pas suffisante, en ce sens que certaines valeurs 
qui rendront discontinues les fonctions F,, F,,..., et leurs 
dérivées, pourront n'être que des intégrales particu- 
lières, comme on l’a vu dans le cas d’une seule équation 
différentielle. Nous n’essayerons pas de préciser les carac- 
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tères distinctifs des intégrales singulières, ce problème 
est trop complexe et trop peu pratique dans le cas de 
plusieurs variables. Il sera plus facile, dans chaque cas 
particulier, de chercher si les intégrales dont la nature 
est encore inconnue, peuvent se déduire ou non de va- 
leurs particulières attribuées aux constantes. 

Exemples : 1°. Reprenons les équations différentielles 


Hd ddr Tue, 
Zi — Zi t 
dz = (x — y + 1i)dt, 
ER PR ER F3 = x — y + x. 
z — t 
En posant 
Fe tous 
on trouvera 
Nr Dour M 


ces équations satisfont aux équations proposées, et sont 
réellement des intégrales singulières, parce que, pour les 
déduire des intégrales générales, il faudrait nécessaire- 
ment faire 

CET O0 AN CR ER PNR CEE 


ce qui est impossible, 
2. dx—yidt, dy — zidt, F, — yi, F, — 2; 


ces fonctions ne peuvent devenir ni infinies, ni indéter- 


3, Rir , et deviendront 
infinies pour x = 0, y — 0; ces deux valeurs satisfont 
d’ailleurs aux équations différentielles données. 

Cherchons les intégrales générales : on a d’abord, en 
éliminant dt, 


L 
minées, leurs dérivées sont + y” 


3 


2 dx = y dy; "Toy — à + C, + = (ai — C}; 
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cette valeur , substituée dans la première équation, donne 


les valeurs de C;, C: en foncüon des variables ; elles sont 
done les intégrales générales des équations données. Cela 
posé, il est facile de voir que les valeurs x —0, y —=0, 
sont des intégrales singulières ; en effet, pour les déduire 
des intégrales générales, 1l faudrait faire d’abord €, = 0, 
ce qui donnerait 
ECS i ART sa 22, 
To K2 

et pour x = 0, Ca = 1, ce qui répugne à la nature de la 
constante arbitraire. 
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TRENTE-QUATRIÈME LECON. 


Intégration des équations linéaires simultanées du premier ordre, et de 
quelques autres équations. 


tm 


211. On appelle équations linéaires simultanées celles 
qui ne renferment les variables dépendantes x, y, z,..., 
et leurs dérivées, qu’au premier degré seulement. La 
forme générale de ces équations est 


dx 
dt + P;x + Q:7 +—R;z+ .… us 


j | 
+ Par + Qy Rat, por 


Pi, Rates HS D ARE (E) À, Jr 15 RELE AREA étant 
des fonctions de la seule variable indépendante t. On ne 
sait pas les intégrer en général, on n'y parvient que dans 


quelques cas particuliers. 
Considérons, sous une forme un peu différente, les 


deux équations 


M,dxz + N,dy + ps + 'Q:r)dt = T,dr, 

Mdr + N,dy + (Pr + Qr)dt = Tidr. 
Multiplions la seconde par 0, ajoutons-la à la première, 
et posons 


M, + M0 = m, 0N, + N,0 — n», Pneu P,0 "= D, 
Q; au Nc 3,0 — 43 T; re T,0 —= LS 
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mdx + ndy + px + qy —= Tdt, 
ou 


AMEL") 1 : 
m(ae + Rd) + ps +13) = ra 


Or, si en posant 


on avait 


n 
dx —dyi= d 
TX + ol du, 


l'équation précédente se trouverait ramenée à ne plus être 
qu'une équation linéaire à deux variables 


mdu + pu —= Tdt, 


que nous avons déjà intégrée. L’équation de condition 
n r RL 
dx + — dy = a + ud| 
m + P 


sera satisfaite si l’on a 


\ 


q ñ EM 3 SONO à de 
AL EU Hp e R e A NE 
p7 m J P À 27 p m DE 


FA = LA d.T = ‘O0. 

a 77 Ve 
En substituant dans ces deux dernières équations, pour 
m, n, p, q, leurs valeurs, et éliminant entre elles 8, on 
aura la condition à laquelle les coefficients de l’équation 
proposée doivent satisfaire, pour qu’elle puisse être ra- 
menée à une équation linéaire à deux variables. Si ces 
coefficients sont constants, la seconde équation sera im- 


médiatement vérifiée, la première deviendra 


M, +M,6 P,-+ P,6 
N,+ NA Q; + 0,9” 


L 
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et donnera pour 8 deux valeurs 0,, 8,, qui conduiront à 
deux équations linéaires 


2 T; 
P Hz dt 


? 


Le E, 
y — — dt, du + 


M: Mr Ma mn, 


du + 


que l'on intégrera immédiatement. En substituant dans 
ces deux intégrales, à u, sa valeur x + 1 y, on obtien- 
# 


dra deux équations entre x, y, et deux constantes arbi- 
traires C;, C2 qui seront les intégrales générales cher- 
chées. Ce que nous venons de dire suppose que les deux 
valeurs de sont réelles et distinctes, nous examinerons 
plus tard le cas où ces valeurs seraient imaginaires ou 
égales. 

212. Considérons maintenant le cas où l’on aurait à 
intégrer z équations linéaires à coeflicients constants. 
On peut toujours supposer que chacune de ces équations 
ne renferme qu'une seule dérivée, ou qu’elles sont de 
la forme 


dx + (ax + by + c:2 +...)dt = T;dt, 
dy + (a,x + b,y + c,3 +...)dt = T,dt,.... 


Multiplions la seconde par @, la troisième par @,..., 
‘ajoutons-les, et faisons 


a + 4,0, + a33 +...—= 0, 
T, M3 9,T, si 03T3 Fe. — se 


il viendra 


dx + 0,dy + 03dz + ...6x 
+ (040,0, + 03034. )r+ (cite, 8, + c33+... 24. dé = Ta. 


Or, cette dernière équation deviendra une équation li- 
néaire à deux variables 


du + Gudt = Tdt, 
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et aura pour intégrale 


2E 
u—= x +0,y+032+..—=e— Ml c+ Tel'dt | 
£o 
as (A 2 
—.e “Le+f (T; + T,9+,...)eftde 1e 
to 
Si l’on choisit 8,, 0, 8,,..., de manière à satisfaire aux 
équations 
DO PLACE CLAIR DEL 
Cr + Ch, + Cas dde 6Oashy. 


AU : 


qu'on peut écrire comme il suit 


(b, HIv 4)0, + b303 MN NES be 
CB 2 (C3 NON Oz A Nr = 0, 
S'irhs béta 


la formule x — , que nous avons rappelée 


Bi 64 0ÿoni.1 
n° 107, montre immédiatement que le dénominateur 
commun de @,, 03,... comprendra le terme irréductible 


CAPSPT A REN) CAE EE 


qui est du degré 7 — 1, par rapport à 0 ; et, par consé- 
5 18 PE 5H AE 

quent , en substituant pour ces coeflicients indéterminés 

%%, 03,... leurs valeurs dans la relation 


a, + 40, + a33 +,..—= ERA 


on obtiendra une équation dans laquelle entrera le pro- 
duit 
(a, — 6) (b, — 6)(c3 — 0)(d; — 6),..., 

qui sera du degré 7, et donnera pour 8 7 valeurs. À cha- 
cune des valeurs de @ correspondra un système unique 
de valeurs de 6,, 83, 8,,.... Ces n systèmes substitués 
avec 0 dans l'intégrale obtenue, fourniront #7 intégrales 
avec 7 constantes arbitraires. On mettra facilement ces 
intégrales sous la forme u, = C, u, — C,..., et elles 


TRENTE-QUATRIÈME LEÇON. 539 


formeront, par leur ensemble, les intégrales générales des 
équations différentielles proposées. 

Si l'on veut que pour £ — 0, x, y, z,... prennent 
les valeurs particulières x;, Yo; 20. Oh aura, pour 


déterminer les constantes Ci, C2,..…., n équations que 


l’on déduira de l'intégrale générale en faisant {1 — t,, et 
donnant tour à tour à 0 ses 2 valeurs. Ces équations se- 
ront toutes de la forme 


Lo + NZ Du QE 2 Va mt OS Cette, 
et la valeur générale de € sera 
Mg eto(x, + 0,Yo + 0320 H...); 


en mettant dans l'intégrale générale pour € sa valeur, 
elle deviendra 


PUS ATP TOMSS ENTER SU ARAEND 


et en appelant 6’, 6",..., 01 les n valeurs de 0, le sys- 
tème des 7 intégrales générales des équations différen- 
tielles proposées sera 


LE ET 2 AN To Ton Pts 
AL ET SR D TR NS = as 
213. Mais ces 7 équations ne seront distinctes et ne 
formeront réellement un système d’intégrales générales 
qu’autant que les 7 valeurs de @ seront réelles et inégales; 
voyons ce qui arriverait si elles étaient imaginaires ou 
égales. Supposons d’abord que deux seulement de ces va- 
leurs 9’ et 0” soient imaginaires, comme elles sont ra- 
cines d’une même équation, elles seront conjuguées , et 
si l’on a 
OU: #1 ÉLA-OR 
on aura 
ES Lei — ÉLÉL UE, 


Hé 
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Dès lors, si la première des intégrales 
DATPEC: YA MONT en 0) 10 
devient #9 + 5 V’—1 = o, la seconde deviendra 
vi or, 


et elles se réduiront ensemble aux deux équations  — 0, 
w — 0; en se confondant, elles se dédoublent , de sorte 
que leur ensemble formera encore deux équations. S'il y 
avait 4, 6, 8,... racines imaginaires, 2, 3, 4,... inté- 
grales se dédoubleraient , et leur ensemble formerait tou- 
jours un système de 7 équations renfermant z valeurs 
initiales ou 2 constantes arbitraires. 

Voyons maintenant ce qui arrivera si deux racines de 
l’équation qui donne6, étaient égales entre elles. Comme 
le premier membre de l'intégrale générale 


FM ea ME) ire cite A0) 60 
peut être représenté, pour abréger, par (0), on aura, 
en désignant par @'et 6" — 9 + h deux des valeurs de 6, 
DIS @(0’ + h) = h'@'(e' + ch) 04 p' (0' + ch) 00; 


et par conséquent 9 (9) — o,.dans le cas où €” devenant 
égal à ©, on aura  — o. Ainsi, lorsque deuxracines sont 
égales entre elles, deux des intégrales se confondent 


2(8) = p(6") = 0; 
mais on voit alors apparaître une équation nouvelle 
(ON MD 
et l’on a toujours 2 équations. L’ensemble de ces 7 équa- 
tions formera le système d’intégrales générales des équa- 


tions différentielles proposées. Considérons une troisième 
racine 0” d’abord égale à # + h : dans le cas où 9 — 6", 
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ou aura à la fois 
OO 044 €’ (01) 0% 


hk k2 
p(0+ h)=@(0)+-4(8")+ — p’(d +eh) —0o, 


et par conséquent 
p”(8 + :h) = 0. 


Donc si 0” devient aussi égal à 0’, c’est-à-dire si h — 0, 
-on aura nécessairement ®’ (8°) — o. Trois des intégrales 
se confondent , mais on a deux équations nouvelles 


®' (0) — 0, @” (0°) — 0, 


On prouvera évidemment, en poursuivant ce raisonne- 
ment, que si m racines 0, 8”,..., 6" sont égales, on 
aura m — 1 équations nouvelles 


CR ON EC AR A CNE Re as re 


elles remplaceront les m— 1 intégrales qui se confondent 
avec la première, de sorte que l’on aura toujours #7 équa- 
tions renfermant 2 valeurs initiales ou 7 constantes ar- 
bitraires. Si dans l'intégrale 


v 
x+ 0,7 +032+...— e"[c+/f (TT be +.) tar |, 
Lo 


on ne mettait pas pour C sa valeur en fonction des don- 
nées initiales et de 0, +’ (8), w”(8),... seraient remplacés 
par 

d@ (4, C) (6, C) 


Don SIN GES 


dy dC 


d?@(0, C) ,d2@(6, C) y 4° (6, C). 
PTE M DAC EE » 


542 CALCUL INTÉGRAL. 
les quantités C”, C”,..., déterminées par les équati ons 


Ne 
CHR < d,2? 

peuvent être regardées comme des constantes nouvelles 
dont le nombre sera précisément celui des racines qui de- 
viendront égales à la première et qui conserveront au 
système d’intégrales sa généralité. 

214. Ün raisonnement bien simple montrera que 
la méthode que nous venons de développer embrasse 
le cas des racines égales. En effet, elle donne, dans 
toute hypothèse, au moins une des intégrales générales; 
de cette intégrale, on tirera la valeur d’une des varia- 
bles x, y, z,..., pour la substituer dans les équations 
différentielles données, que l’on réduira de la sorte à un 
système de 7 — 1 équations, ne renfermant plus que 
n — 1 variables. Si, pour ce système de 7 — 1 équa- 
tions, les 72 — 1 valeurs de 8 sont inégales ou imagi- 
naires, la méthode fournira les 7 — 1 intégrales qui 
restaient encore à trouver. Dans tous les cas, elle donnera 
au moins une seconde intégrale qui conduira à un sys- 
ième de z — 2 équations différentielles, etc. En conti- 
nuant de la sorte, on obtiendrait évidemment, malgré 
l'égalité des racines, un ensemble de » intégrales renfer- 
mant 2 constantes arbitraires. 


215. On peut intégrer par une autre méthode les 
équations simultanées proposées 
de + (aix + by + cz +...)dt = Tidt, 
dy + (a;,xi+ b,7 + 032 +...)dt = T,dt,.... 


Considérons d’abord le cas où, les seconds membres man- 
quant, ces équations deviennent 


dx + (ax + by + cz +...)dt = 0, 


dy + (ax + b,y + C3 +...)dt 0, 
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On remarque alors immédiatement que si plusieurs sys- 
tèmes de valeurs de x, y, z,... satisfont séparément à 
ces équations, la somme de ces systèmes ou de plusieurs 
d’entre eux y satisfera aussi, et que, par conséquent, il 
suflira de trouver 72 systèmes renfermant chacun une 
constante arbitraire pour obtenir par leur addition les 
intégrales générales cherchées. Pour y parvenir, faisons 


VER DSILE = Va 


les équations sans seconds membres deviendront 
; 


dr + œ(a;, + DC + c;y +...)dt — 0, 


Gdx + x(a, + DE + cy +...) dt 15 PES 


et ne pourront subsister qu'autant qu'en posant 


y + 6 + y Hs. = 18, 
on aura 


a HORS + cy+...—=—ab, a3+ bé + cay + = — ay, 


De ces 7 —1 dernières équations, on tirera les valeurs de 
6, 7,..., qui, substituées dans la formule 


2, 006 ciy +: Me We, 


donneront une équation en « du degré r. À chacune des 
8 

racines 1, Ar...) @ de Cette équation, correspondra un 
système de valeurs de 6, y,...; x, d’ailleurs, sera donné 
par l’équation dx — axdt = 0, d’où 

dx 
— = adt, x — 1C = «t, 
TX 


et par suite 


RING) FN CEE DE CHER, 


En substituant tour à tour dans ces équations pour à, ses 
n valeurs, on aura n systèmes d'équations satisfaisant 
tous aux équations différentielles proposées, et renfer- 
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mant chacun une constante; l’ensemble 
æ = Cet + Ce +. Ce“, = Cie} + CR Re 


formé de l'addition de ces 7 systèmes, sera le système 
des intégrales générales cherchées. Pour passer de ce cas 
plus simple à celui où les fonctions T,, T,,... ne seront 
plus nulles, il suffit de substituer dans ces équations, aux 
constantes Ci, C:,..., des fonctions de x tellement choiï- 
sies qu’elles ue de vérifier les équations avec leurs 
seconds membres. Or, si l’on différentie les valeurs de 
x, Ys Z,... pour les substituer avec leurs différentielles 


d dz 
Es _ nn dans les équations données, et qu'on ex- 
prime qu’elles sont satisfaites, on trouvera 
dC dC dC 
CU CAUPNRTBE nt ant TR a. 
dt Fi dt Mae: Li 


dc C 
CARE T MNT CAN) APN Po, ét 
Ge dt 2n1 re © (4 dt + } >] 


et ces z dernières équations donneront, en fonction de #, 
ACT TC: 
RAF 
simples quadratures, etc. 


216. Appliquons ces principes à quelques exemples. 


les valeurs de — -, que l’on intégrera par de 


10. dr + (ax + b,y)dt =T,dt, dy+(a,x + b,7)dt =T,dt; 
multiplions la seconde équation par 0,, ajoutons et posons 
DAS ASE 107 ND AR OI —=" 60, 


il viendra 
dx + 0,dy + 0(x + 0,y)dt = (T;, + O,T,)æ, 


d'où l’on tirera, en intégrant, 


t 
x + 0,7 = eTite | c + 1k (T, + e,T,)e"at |. 
Lo 
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9 est d’ailleurs donné par l'équation de second degré 
(a; — 0) (bs — 0) — a;b;, qui fournira les deux va- 
leurs 9’, 9”, et par suite deux intégrales 


| GE à. ’ CAEECT , 
x + os 0e La+f lu + Er.) d''æe|, 


2 : be : 
FPE =cffa+ f'(n+ tr, je tar | 


Si les deux racines 8, 0" étaient égales, on n'aurait 
qu'une seule intégrale, mais on lui joindrait l'équation 


, Hal, y '-a, 4 bn Ve 
Era ‘e-a el facil ae [ (T4 ET ju LT + Te ‘ae 
lo dy to la 7 3 


lo \ 

que l’on obtient en CA Rule unique par 
rapport à 8, et C considéré comme fonction de 8". 

On pourrait aussi, en mettant l'intégrale unique sous 
la forme 

x + Cyr — (te), 
en ürer la valeur de x, x — o(t) — 6ÿ, pour la sub- 
stituer dans la première des équations données 
dx + (aix + biy)dt — T,dt, 

qui deviendra 


b, — a, 
dy — Die = = [T + a (et) + @'(#)] de. 


Or, cette dernière équation est linéaire et s’intégrera im- 
médiatement, 
Exemples : Les deux équations 
âdx + ody + (44x + Agy)dt = tdt, 
3dx + ndy + (34x + 38y)dt = c'dt, 


ont pour intégrales 


À Her 22 — 29 4 + Cet — Cet — Éo 
FT el. = Le + AC + Cet + # 
7 
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les deux racines d'— 6, 0" — 1 sont inégales. 
Les deux équations 


4dx + ody + (11x + 31y)dt = e‘dt, 
3dx + dy + ( 8x + 247) dt = e*dt, 


donnent, au contraire , 0 = 0"— 4, et ont pour intégrales 


31 3 — ,  / 
— ne ei = 1 et — Cite + Ce, 

£ 19 20 _— #5 t er Msn 
J m6 25° Fi eht * 


* Pour les deux équations 
4dx + ody + (2x + 31y)dt = e'dt, 
3dx + dy + ( x + 247) dt — 3dt, 


/ CRT EG 0 0 e e | » 
= 4 +V—1, d'—4 — V—1 sont imaginaires : les inté- 
grales générales seront données par l'équation 


(cosé—V/-1sin e)(4+7 || Je costdt+W -1 fe'sin ca). 
( +V -1 jx+ y = eh! 
-3(5+91/) fércos tdt+V/ = Je‘ sin cat) Ce Cy/=1 


on a d’ailleurs 


5/5 : F . 
e cosé + sin À e'(5siné — c 
fes'cos D ES } fes sin de — LA Ra 


26 Qi 26 ? 
et (A cost i à , AC el 
festcostdt — PCR ES), fesinrae = (SRE cost) N 
La 17 | 


— msi À és — 
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Intégration d'une équation différentielle, d'ordre quelconque, à deux 
variables. — Principes généraux. — Conditions d’intégrabilité d’une 
semblable équation. 


217. On appelle équation différentielle de l’ordre », 
à deux variables, l'équation qui, avec les variables, ren- 
ferme leurs dérivées jusqu’à celles de l’ordre 7 inclusive- 
ment. La forme générale de ces équations est, en sup- 
; ÎL. 2 ° 9 e , 
posant qu'il n’y ait qu'une seule variable dépendante, 


dy d’r PA) ET 
(s T3 dnit $ . SE 
\ AT Le 
ou, en résolvant par rapport à ar 
d'y | dy d?y CARE 
FE « 11 /È 6 PS > M AE) : DER 
da PT re PRE 


En joignant à cette équation les 2 — 1 relations connues 


MU U) Y Ut, ji dti) dr | — y) dr, 


on aura un système de z équations différentielles simul- 
tanées du premier ordre 


AP PIRONRNEZ y "dr... dj STE, 
DR EL NT tea TI AU 
En intégrant ce système d'équations par les méthodes 


que nous avons indiquées, on obtiendra les valeurs des 
Ys Vs, JT) en fonction de 7 constantes arbitraires ; 


SEE 
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la valeur ainsi obtenue pour y, 
ne g (x, Ci, C, , Lo re Ge, 


sera l'intégrale générale de l'équation différentielle pro- 

posée ; on en tirera 

FROM, 0 Ce) NE (en POELE cn) 
pa) = gs) (x, Ci, C1) 

218. Il est facile de prouver que l'intégrale générale 
renfermera , en réalité, 2 constantes, c’est-à-dire toutes 
les constantes que renfermaient les intégrales des équa- 
tions simultanées. En effet, si l’une de ces constantes, C, 
par exemple , manquait dans la valeur de y, elle manque- 
rait aussi dans les valeurs de y’, y”, y", et, par consé- 
quent, elle ne ferait pas partie des intégrales générales 
des équations simultanées, ce qui est contre l’hypothèse. 
En supposant qu'on donne les valeurs y,, y, 7, 
7%, de y et de ses 2 — 1 premières dérivées, corres- 
pondantes à x,, on pourrait déterminer exactement, ou 
par approximation, en fonction de ces valeurs initiales, 
les intégrales des équations simultanées, et, par suite, 
l'intégrale générale de l’équation différentielle de l’ordre 
n; on en conclura que, dans cette dernière intégrale, 
on peut regarder les constantes arbitraires comme étant 
les valeurs initiales de la fonction cherchée y et de ses 
dérivées. De plus, comme les équations simultanées n’ad- 
mettent qu’un seul système d’intégrales générales, il en 
sera de même de l'équation différentielle de l’ordre ». Il 
résulte de ce qui précède, 1° que l’intégrale générale d’une 
équation différentielle de l’ordre x renferme nécessaire- 
ment 2 constantes arbitraires; 2° que toute équation en- 
tre x et y qui satisfait à une équation différentielle de 
l’ordre », en est l'intégrale générale quand elle renferme 
ñn constantes arbitraires. 

219. Les divers systèmes d’intégrales singulières de ces 
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mêmes équations simultanées fourniront les intégrales 
singulières de léquation de l’ordre 7. Comme pour ces 
équations simultanées, les fonctions F,, F,,... (n° 201), 
sont précisément la fonction y et ses dérivées y’, y”,.…., 
y", que nous supposons finies et continues, elles ne 
pourront devenir infinies ou indéterminées, et par con- 
séquent les intégrales singulières, si elles existent, ne 
pourront être que les valeurs de ÿ qui rendront infinie 
ou indéterminée la fonction Je Das D De DFON 
ses dérivées par rapport à y, y’, 

Nous avons vu que, dans certains cas, les solutions sin- 
gulières des équations simultanées étaient plus étendues 
que les intégrales générales, qu’elles pouvaient renfermer 
un plus grand nombre de constantes, et mème des fonc- 
tions ‘arbitraires; 1l n’en sera pas ainsi d’une équation 
différentielle de l’ordre n7. En effet, d’après ce que nous 
venons de dire , les intégrales singulières de ces équations 
devront toutes satisfaire à une équation de la forme 


I 
TR ME ER RUES | 


NO 


ou 


{ dy CHATS 
(2, Pro er, 


= O, 


c’est-à-dire qu’elles seront une solution particulière ou 
singulière d’une équation différentielle de l’ordre 7 — 1, 
et ne pourront, par conséquent, renfermer plus de con- 
stantes que n’en comporte l'intégrale d’une équation dif- 
férentielle de l’ordre 7 — 1. 

En poursuivant ce raisonnement, on descendra, de de- 
gré en degré, jusqu’à l'équation différentielle du premier 
ordre dont l'intégrale renferme au plus une constante, et 
il sera démontré que les solutions singulières de l’équa- 
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tion différentielle de l’ordre 7, ou ne renferment pas de 
constantes arbitraires, ou en renferment moins de 7. 
220. Il résulte de ce qui précède, que dans le cas où la 
fonction f reste finie et continue, aïnsi que ses dérivées 
par rapport à y, y’, y, il existe une fonction y de 
x qui vérifie l’équation différentielle de l’ordre », 
UNE f(+, HET SALE NX 


de dx” de’ ‘‘? din "4 


et, de plus, prenne, aïnsi que ses dérivées, pour x —x,, 
des valeurs déterminées y,, ÿ,, 7°... Mais on peut se 
proposer un autre problème : on peut rechercher les ca- 
ractères auxquels on reconnaîtra que la fonction 


dy d'y 
F (+, DEN RE Sa) 


\ 


est la dérivée exacte d’une certaine fonction primitive, 
ou, ce qui revient au même, quelles sont les conditions 
d’intégrabilité de cette fonction. Euler a le premier ré- 
solu ce problème; le premier il a démontré, par des 
considérations tirées du calcul des variations, ce théo- 
rème remarquable : pour que la fonction 


LE DE PR QE Al ee 


soit une différentielle exacte, il est nécessaire et il sufhit 


qu’en posant M—D,F, N=D,F, P—D,F,..…., ou 
dE — Max + Ndy + Pdy' + Qdy” + Rdy” +..., 


onait N—D,P + DQ — DR + ... —0, 
ou D,F—D,D,F— D'D,,F —...—o. 

Lexell, Lagrange et Poisson semblent avoir ignoré qu'Eu- 
ler avait établi non-seulement que cette condition était 
nécessaire , mais encore qu'elle était suffisante, et ils ont 
essayé d'y suppléer. La démonstration de Lagrange sup- 
pose l'emploi de séries très-compliquées et dont rien ne 
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prouve la convergence. La formule de Poisson souffre des 
exceptions nombreuses qui enlèvent, à la méthode, la gé- 
néralité qu’il lui attribuait. M. Bertrand, aspirant ingé- 
nieur des Mines, vientde publier, sur les conditions d’in- 
tégrabilité, un Mémoire remarquable qui fait partie du 
XX VIII cahier du Journal de l École Polytechnique. 
Après avoir relevé l’erreur historique de Lagrange et de 
Poisson, et modifié, de manière à la mettre à labri de 
toute objection, la démonstration qu'Euler avait déduite 
du calcul des variations, M. Bertrand établit, par un pro- 
cédé simple et ingénieux, la formule de Poisson. 

M. Binet, qui avait remarqué les inconvénients de cette 
formule, est parvenu à les éviter en établissant, à l’aide 
d’une méthode qui repose, en partie, sur le procédé em- 
ployé par M. Bertrand, une formule nouvelle qui ren- 
ferme celle de Poisson, quand cette dernière n’est pas en 
défaut. 

Dans la fonction F ou F[x, y, y', y',.., y], faisons 
y =u + «y, u et étant des fonctions indéterminées de 
x, dont nous pourrons disposer plus tard, et x une nou- 
velle variable indépendante de x, nous aurons 
MOEEU LE CV NT ER EE as: «des 0 NU UN NT AUS 

F= fe) —F{x, u + av, u + uv,..., ut)  @p@)T, 

En différentiant par rapport à «, et désignant, pour abré- 
ger, par É"(a«v), F'(æv'),... les dérivées de F, prises par 
rapport à 4 + «y, u'-+a's',..., on aura 

df(a) = da[vF" (av) +0'F'(œ0) +...]; 
on intégrera cette équation depuis « — 0, et l’on aura 


74 
Fa) —f(o) = / da[oF" (av) + eE’(av/) + 07 Fev”) +..,1 
y O 


Si, dans cette dernière équation, après avoir fait 4 = r, 

on remarque que 

FN ES Prier. ps MAO ENMERUE, E 
La ls &Ÿe gs 


FPT Me li 
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è 
on trouvera à 


Ffc, u' Ho; "+0"... ut) 09) = (x, w, ul, ul. ut) 


01 
Ro da[v F'(a0) + 0 Fan") +... 000) F7 (ap). 
8] ; 


L’exactitude de cette formule suppose seulement que les 
fonctions | 
PS du) FA) Ro", dr Mtastes 
restent finies et continues, par rapport à &, entre les limi- 
tes oet I : or, on pourra toujours satisfaire à ces condi- 
tions en choisissant convenablement la fonction u.Si main- 
tenant on multiplie par dx, etqu’on intégre, ontrouvera 


far (a, u+9, CAS EEE (7) Hp (r)) 
ele u, + [ae fe Le” (ao) + 0! F'{a0/) +:..1 
où dx F (Hs Hy.ne) + fl'de far Lo’ (av) + 0 'F'{407) =... 
D'ailleurs, l'intégration par parties donne 
fazve (av') = | dr" Le” de pE'{av") — 1 vdx D, FE" (ar”’), 
fav” (ap) = 0'E(av”) — 0 D, Far”) + fodz D; F'(«v”), 
fa PE'(ap "= UF" (207) — 0 D; F'(u”) 


LE vD; F’ (æp % ES fra D°F’ (ao E34 


e e e e Q e e » 0 e 0 e 


Én nor % Le AA 
Jaer (a, u + v, ul +...) = fdr(a, Lx sut tin) 

te f'du[P'(as) —DP(av) + Di (o").. | 

44! 1 ‘de [F/(e0”)—D, F'(&")+...] +0" Jde AU NE 


& 
++ da frde[E'(av) De" (av) + DE Was”) —...]. 
O0 ‘ 
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La fonction sous le signe fvdx, savoir, 
CE (@0) — Di F'(20) + DSF' (ae) —...], 
n’est autre que la fonction 


F(ÿ)—D:F(y)+D2F(y/)—. EDP (y), 


dans laquelle on aurait substitué uw + œv à la place de y. 
Si donc la fonction proposée est telle que l’on ait identi- 
quement, quel que soit y, 


F{yr)—D,F(y")+DiF{r") —.. EDS Fr (e)) 0 


il en résultera que la partie sous le signe frdx sera 
nulle : l’équation précédente ne renfermera plus d’inté- 
gration à effectuer relativement à x, et l’intégrale 

dx F(x, u+v, uw + v',...), ou,:ce qui revient au 
à ; ; ; > OÙ; q 
‘mème, en mettant pour # sa valeur y — uw, l'intégrale 
L'dxETx, y, 7',..., 7% ],se trouvera exprimée par de sim- 
ples quadratures, c est-à-dire au moyen d’intégrales défi- 
nies prises depuis 4 = ©, Jusqu'à æ = 1. 

221. Réciproquement, si l'expression 

DATE as Mu |: 
est intégrable, on devra avoir identiquement 
# nm \ 

F(y)—D,E(y')+DiF(y")—...2ÆED;F (70) —o. 
Dans ce cas, en effet, l'intégrale fF(x, y, 7',...,y%)dx 
pourra être obtenue, et sera une certaine fonction o de x, 
Y3 Y's, 779), de sorte que l’on aura identiquement 


D;${x, LE Vs abs x die PE "£ J'- Sud? 7]. 


Substituons, avec Lagrange, dans cette équation identique 
, grange, ; 
y +6v à la place de y, 6 étant une variable indépen- 
dante de x, et v une fonction quelconque de x; on aura 


Degfx, 7 + £v, pr'ét Col. y HE Got] 
= Fr, y 6e, 7 + Co, y) + 60m) |; 
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si l’on différentie par rapport à 6, en remarquant que 
D:D:5 = D.D,#, 
il viendra, en employant encore la notation abrégée, 
D,{r9 (766) +.0" @(7 +60) pot g/( tn) éptrT))] 
VF (46e) + EF (y + 60) + ...+ 00) F/ (y 0 + Cotr)), 
Cette équation devant avoir lieu quel que soit 6, on pourra 
faire 6 — o, et l’on aura, quels que soient v et y, 
(C) fu ORAN TE TE A A 50) 
A or LAC ut umoitte QUAI 
Il résulte de cette dernière équation que l'expression 
EF (y) + NE’ (y") +... + 00 Fr (700) 
devra être une dérivée exacte quand F en sera une. Or 
si dans les équations qui donnaient f dxr'F'(av), 
J'dxv'E"(xv"), on substitue 
Vs Vs Pons à u+av, u'+av, u'+av',...; puis: 
qu'on différentie par rapport à x, on trouvera 
CE) =D LP (y')]— Ds F7) 
Er) =D Er") De Fr 0)]+ eD2 EF (x), 


et l'équation (C) pourra se mettre sous la forme 
UE" (y) — DSF'/(r/) + D?F'(y") — . .Æ D: 0) 
= D,{fog'(y)+...]— DU = D, V. 

U et V étant des fonctions déterminées. Le premier mem- 
bre de cette dernière équation doit être, ainsi que le se- 
cond, une différentielle exacte; maïs il ne peut l'être, 
puisqu'il contient # sans renfermer sa dérivée, il faut 
done que les deux membres de cette équation identique 
soient nuls à la fois, et l’on aura nécessairement 


Bb) D-P"0y7) EDS") —. :.=0; 

ou mieux D,F—D,D,F + DD,,F —...—=o. 
La seule condition nécessaire et suffisante pour que 
l'expression F(x, y,y',7",...)dx soit une différentielle 
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exacte et immédiatement intégrable, est donc que l’on 
ait identiquement 

E'(y) — D.F'(y') + D?F'(7") —...= 0. 


De plus, quand cette condition est satisfaite, on a 


far (e, 7", ONE TNA EIRE 


(A) te 0 fe de Le" (av") — DE (0!) +...) 


/ O 


À LE ( 
+v! [ da[F'(260")-— D,F'(@0") +...]+..., 
0 


et l'intégration de l'expression F(x, y, y', y’,...) dx 
est ramenée à de simples quadratures. 


Si dans l’équation (A) on fait u — 0, et par suite 
OO PE MLVIENU TE 


ÎF (a, L'ART CAE ns --c)de = ne PORT enr de 


Le 


+r [TP OF") lee 


I 
+ [OP Dr" (7) + de, 


C’est la formule de Poisson, mais elle manque de géné- 
ralité ; elle devient inexacte quand F(x, 0, o,...) devient 
infinie ou indéterminée, ce qui arrivera, par exemple, 
si l’on prend 

ET D PTT 
Fe, eme) nt FT ra Ta p'artan 


et dans une infinité d’autres cas. Comme la formule de 
Poisson n’est au fond que la série par laquelle Lagrange 


représente l'intégrale | Fax, cette série sera elle-même 
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défectueuse si F(x,0,0,0) est infinie ou indéterminée. 
L'emploi de la fonction w fait éviter cet écueil en faisant 
disparaître la discontinuité des fonctions. 

Exemples : 1°. Si F est fonction des seules variables 
x, ÿ, On aura 

dF — Mdx + Ndy; 

la condition d’intégrabilité se réduira à N — o. Fdx ne 
sera une différentielle exacte qu’autant que F ne renfer- 
mera point y, ce qui est évident à priort. 


2, Si F—M+N; = (Mar + Ndy), on aura 


1M dN\ dM IN 
ie + 7 Ja+( + re) + ar, 


dx dx dy 


et l’on en conelura que Mdx + Ndy sera une différen- 
tielle exacte quand on aura 


dM dN'4N aN 


dx VA y TPE * 
ou 
A MNATNTET 
CNT TERX 


ce que nous savions déjà. 

3°. Pour mettre mieux en évidence la simplicité et la 
vérité du théorème d’Euler, procédons à posteriort. 
Supposons que l’on ait 


+ jé -! ry/2 x» / 
Jraæ="7., on en tirera HR Sr re rs 
7 


y 
a 7 / 12 DZ 
ar= (7 D jus + (+252 )æ 
AN RER x 
‘ > Va 
Le dr 
et l’on aura bien 
dd? d?Q 
UT de? Fi 


ce qui devait être. 
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222. D'après ce que nous avons vu, lorsque la condition 
d’intégrabilité est remplie, équation qui donne la valeur 
: "T, k HE 
de l’expression Fdx se réduit à 
To 


1 


oi ! 7 / 
je Vo one 2 LR AU OI ec DURE ARMOR € 


To 


Concevons actuellement que, sans changer la fonction 
de x que représente y, on différentie les deux membres 
de cette dernière équation par rapport à x, qui est arbi- 
traire ; il viendra 


Fbe OyR  CRE _— 

et par conséquent, en supprimant les indices, on voit 
qu'indépendamment de toute relation particulière entre 
yet x, Fest la dérivée, par rapport à x, de la fonction 
o, dans laquelle on considérerait les quantités relatives à 
la limite x, comme des constantes, et où l’on supprimerait 
les indices de celles qui se rapportent à la limite x; on 
en conclura immédiatement que, pour effectuer l’intégra- 
tion dans le cas où la condition d’intégrabilité sera rem- 
plie, il suffira de donner à la fonction y une forme par- 
ticulière telle que l’on puisse, à laide d’un nombre 
convenable de paramètres ou de constantes arbitraires, 
disposer des valeurs extrèmes de cette fonction et de ses 
n — 1 premières dérivées relatives à une des limites de 
l'intégration. L'intégrale ne se trouvera dépendre que de 
ces valeurs extrêmes et de celles qui se rapportent à l’au- 
tre limite, lesquelles devront être considérées comme des 
constantes; et, en remplaçant les premières par x, y, 


Y,..., JT, on aura l'intégrale cherchée, 
Exemples : 
F= 22 + 9? #Hiloxyy" + api ap = 5 
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posons 
Y = à + bx + cx!, 
d’où 
De — 0, RC 0cT RER AT 0, 

= 22 + (a + bx + cx?) + 2æ(a + bx + cx?)(b + 2cx) — b, 
il faudra intégrer cette expression entre les limites x,, 
Xi; Or 


ZX, : ù 
2xdr — T'! FENTE 


To 


x 
J (a+ bx + cx')dx —x(a+bx, + ct} —xo(a + bx,+cxi) 


To 


—f or (b + 2cx) (a + bx + cx°?)dx ; 


To 


en ajoutant et remarquant que l'intégrale 


[ ‘2x (b + 2cx) (a + bx + cx?)dx 


To 
disparaît, il vient, après quelques réductions, 
Fa — +; TETS b(x, Ex T rs) + x; (a + bx, + cxi) — to(a+ br +cxi). 


Il reste à introduire dans cette expression les valeurs ex- 
trêmes de y et de ses dérivées y’, y”; or, ona 


a + bas + ri = is D = TJ, 27 5 


en substituant, regardant comme constantes les valeurs 


initiales x, Vos Ye Y et changeantx:,Y1, Y',7",, enx, 
Y:Y,7", on aura définitivementpour l'intégrale cherchée, 


2? + xÿ? — xy + y" + C. 


Au lieu de ax° + bx + c, on aurait pu employer toute 
autre fonction telle que le nombre de ses constantes per- 
mit de disposer arbitrairement de y et de ses deux pre- 
mières dérivées. L’habitude du calcul indiquera, dans 
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chaque cas particulier, la fonction que l’on doit choisir 
pour rendre les intégrations plus faciles. 

293. On déduit facilement de ce qui précède les con- 
ditions que la fonction F doit remplir pour être intégrable 
un certain nombre de fois, indépendamment de toute 
forme particulière attribuée à y. En effet, comme on a 


Ja fra mes 2 fre —— Jar, 


etque, par hypothèse, f Fdx est une différentielle exacte, 
la fonction F sera deux fois intégrable si l’on a 


D,.2F — D, D, 2F “FD: D,,.4F #9 0: 


En développant le premier membre. et avant égard à la 
PP P ; y 8 
première équation de condition 


DS ADN FR RUD D D Le 0, 
on trouvera , pour la seconde condition cherchée, 
D,,F — 2D,D,,F —+ 3 D;:D,4F His 0, 


En partant de l'équation 


[as fax fear =T fFde A 2 [aFax + frs, 
on trouverait de même que F sera trois fois intégrable si, 


en outre des deux équations déjà obtenues , on a iden- 
tiquement 


3. re) 
D,,F = = D,D,,F Hope D,,, F shit 0; 


En général, la fonction F sera m fois intégrable si l’on a 


NA rm =D. D,(r+1)F 
si) 
2)(r 
(na) a). 13 x: D,G6+:) F , oO. 


UDC, Lt 
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Cette formule a été donnée d’abord par Lexell; on en dé- 
duit toutes les conditions précédentes en donnant à m 
toutes les valeurs depuis o jusqu’à m et remarquant que 
Y® = y. On en conclut que les conditions qui expriment 
que la fonction F est n fois intégrable, ou que Fdx” est 
une différentielle exacte de l’ordre 7, sontau nombre de ». 
Il est de plus évident, d'après la manière dont nous y 
sommes parvenus , qu'elles ne sont pas seulement néces- 
saires, mais de plus suffisantes. 

224. On étend sans difficulté ces raisonnements à une 
fonction différentielle d'un ordre quelconque, et d’un 
nombre quelconque de variables y, z,..., 


Rx T ; ns pis ins Z; y z'É cts Non. 


Remplacons en effet, dans cette fonction, y par u; + a. 
Z par us + av,,.…, et désignons par f (æ) le résultat de 
cette substitution, en sorte que l’on ait 


Fla) =Ex, ua, +, 0) ao), +0, dun, 


En diflérentiant d’abord par rapport à &, puis intégrant 
entre les limites « — o et x = 1, on formera, comme ci- 


dessus, l’équation 
"i // { , 
Pi iy qol, ei 2), s08 Soin oh Lau, rues au) 


1 
+] dafv,F'(av,) + vw, F'(œv,)+...] 
0 
] 
+] dar, F'(20,) + v, F'(av,) + etc. |. 
0 


En multipliant par dx, intégrant par rapport à æ, en- 
tre les limites x,, x, et réduisant à l’aide de l’intégration 
par parties, on décomposera le second membre en deux 
portions : l’une, ramenée à de simples quadratures, et qui 
dépendra uniquement des valeurs extrêmes de x, y, ÿ',.…, 


PRET 02. DPET TA 
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z, =, mais nullement de la forme des fonctions #,, 
’,,...3 l'autre, formée d’intégrales doubles, dépen- 
dantes de la forme des fonctions #1, #:,..., qui sera 


cape shui A Le 
«’ O 
DEL a | dm [F'(ev2)— D:F'(a0,) + DiF'(a)...], 


et qui devra nécessairement s’évanouir pour que f F(x)dx 
soit une différentielle exacte ou soit immédiatement in- 
tégrable. Comme d’ailleurs les fonctions v,, #.,... sont 
entièrement indépendantes les unes des autres, on devra 


avoir 
F'{av/) — D: F'(av,) + D£F'(av) —..,— 0, 
F'(40,) — D,F'/(av,) + DiF’'(aw,) —...—= 0, 
ou , ce qui revient au même, 
F'(y) — D:F'/(y") + DEF'(y") —...= 0: 


F'(z) —1D,F'(2") + DSF'/(2") —.:.—o0, 


ou mieux encore 


DPF ENDAD EE DD DL PEU: 
DE. — D, D,F'+ D: D,,F re 0e 


225. Terminons par quelques remarques dues à Euler. 
En multipliant par dx le premier membre de l'équation 
de condition 


DE |D:DyPr-H DD EE ah À 04 
que l’on peut écrire comme il suit 
N° —%"D;P + D?Q — DR + ... — 0 
el intégrant , il vient 
IA — P + DQ — DR + Di S— etc — C: 


BONE 36 
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et l’on en conclut que Ndx est une différentielle exacte 
en mème temps que Fdx. Multipliant de nouveau par dx 
etintégrant, On aura | 


fat [war AS P) 0 DRE DSL ELEC DC: 


donc, dx | [ Ndx — p) est encore une différentielle 


exacte. Il en sera de même de 


az | f( far ds P)dr 4: e |, 
de} feet far a P}de + o| ss A}. 


donc, si F désignant une fonction de x, y, y’, y", 
y, l'expression F dx est immédiatement intégrable, en 


de 


posant 


F— Max + Ndy + Pdy' + Qdy" + Rdy” +..., 


P— fNdr=P, Q— {Par — 0, R— fOdr= R,..., 


les expressions Ndx, Pdx, Qdx, Rdx,..., seront elles- 
mêmes immédiatement intégrables, ou seront des diffé- 
rentielles exactes indépendammeni de la forme de y. La 
manière dont. nous sommes arrivés à cette conclusion 
prouve, de plus, que réciproquement, si ces diverses ex- 
pressions sont des différentielles exactes, il en sera de 


même de F dx; et comme on a d’ailleurs 
N — D,F, P —— D,,F, Q — D,,F, 


on en conclura facilement que si F'dx est une différen- 
tielle exacte, il en sera de même de 


da D} Ve" GEAR TD D) FT. 
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Le nombre des fonctions P, Q, R,... étant égal au nom- 
bre qui indique l’ordre de l’équation différentielle, les 
fonctions P, Q, À qui en dérivent, devront, après un 


certain nombre de dérivations, s'évanouir ou devenir des 
fonctions de la seule variable x. 


? r (dx? 2\ 
Exemples. [Far = EEE 
zdxd? y 4 


d’où 


<a r'Ü+ y} ch rOü+ y?) % 37 V/ + y’ 1e "(0 na PO | 


LA 


TY dy x xy"? 
D APE LAEE LR EM ER A au OL 
nes x?y" n xy”? 
P re ki + y" Pa Vi+y? FA 3yVait2r 3ry Y"V/1+ y? 
4 ne EME tt) MET CO 
_y'fi bye nee 12\$ 2yy" (1 + 12\$ as 152 
ee d' uprla E, pr277 LS Pa HE grain") : 
Ty LT Ty x y"? 
on trouvera 
» ARE fa S 2 4 l2 AR /2\È 
fre = ir. fPde= 29 UE), fee Po Ce | 
TY 3 XY F5 Ti 


R=R — [Or =o 


AO 
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TRENTE-SIXIÈME LECON. 


Propriétés générales et intégration des équations linéaires de l’ordre # 
à coefficients variables ou constants, avec ou sans seconä membre. 


226. L’équation différentielle linéaire de l’ordre 7 est 
celle dans laquelle la variable indépendante y etses déri- 
SE [4 (4 1] 11 l n 
vées y =D ;y 3 Y'=D;7 "Ah À =D Dr }, su 
entrent au premier degré, et ne sont pas multipliées 
l’une par l’autre. La forme générale de cette équation est 


n—2 


(Gi) Dy+AD, »7+AD, p+AiDiy Ar =X.., 


À;, À,,..., À,, X étant des fonctions de la seule varia- 
ble x. On ne sait pas intégrer généralement cette équa- 
tion, mais on a pu mettre en évidence plusieurs pro- 
priétés remarquables qui rendent plus accessible le pro- 
blème de son intégration. 

Première propriété. L'intégration de l'équation diffé- 
rentielle de l’ordre n avec second membre X, peut tou- 
jours être ramenée à l'intégration de cette même équation 
sans second membre 


D'or AD, 7 HA D, Lire A;D,y-EA;ri= 0; 


Démonstration. Faisons y = w f v,dx, u, et v, étant 
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deux fonctions indéterminées de x; comme on a, en vertu 
d’une formule connue, 


m m 


m _"m 
D, uw =D 4 + — D, 


ZX (m — m2 


Der (re uD. vu + ,.. + uD,v, 
102 


T 


on aura généralement 


m m L m1 m (m se 1) m—2 m— 1 
D, y=D,u, fe,dx + mD, uv + ——— D, u, D2v, AXEL D NES 
Le 


T 


1.2 


et, en substituant dans l'équation (1), pour y et ses déri- 
vées leurs valeurs , on trouvera 


Je dx | Du, + A, Du u, + A, Du He PA E DD USE ETAN «| 


TPE 


+u| D RD 


2 


Or + ,.. + Bars D,»v, — B, | = + 


B, , B:,..., B,_1 étant des fonctions déterminées de x et 
de z,. Cela posé, si l’on sait intégrer l'équation linéaire 
sans second membre, on pourra choisir w, de manière à 
satisfaire à l'équation 


n "2 


Du, + AD NE AA D U, +...+ À, , Du, + Al; oO, 


ce qui fera disparaître le coeflicient de f v,dx et ramè- 
nera immédiatement l'intégration de l’équation d'ordre 
n avec second membre à l'intégration d’une équation 
| de même forme, mais de l’ordre 7 — 1. Dans cette nou- 
velle équation, on fera v, — u, f v,dx, et l’on n'aura 
plus à intégrer qu’une équation de l’ordre 7 — 1 sans 
second membre, avec une équation de l’ordre n — 2 avec 
second membre. Par une série de substitutions semblables, 
on abaissera de plus en plus l’ordre de l’équation diffé- 
rentielle proposée jusqu’à ce qu'on lait réduit à l'unité. 
Donc, lorsqu'on sait intégrer l’équation linéaire d’ordre 
n sans second membre, l'intégration de l'équation avec 


Ld 
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second membre se trouve elle-même ramenée à l’intégra- 
tion toujours possible d’une équation différentielle linéaire 
du premier ordre, et peut par conséquent être réalisée. 

227. Deuxième propriété. L'intégrale générale de l’é- 
quation différentielle linéaire de l’ordre n, avec second 
mémbre, se déduit, au moyen d’une intégrale multiple, 
des intégrales de 7 équations différentielles linéaires sans 
second membre. 

Pour fixer les idées et rendre la démonstration plus 
sensible, considérons en particulier une équation du 
troisième ordre 


D. PA A; D; Ga ir A, D; HA + A3 Y — X; 


faisons y — w1 f V1 dx, nous en tirerons 


D'n=ID;u, fndr + uv, 


De Di, | dx + 2D,u,v, +u, D,v,, 

Dire Due fu + 3 Di uv, + 3D, u, D,v, + u, Din. 
Substituant ces valeurs et celle de y dans l’équation pro- 
posée , et posant, pour abréger, 

3Diu, + 24, Du, + Au, = Bu,, 3D,u, + Au, —=B,, 
on aura À \ 

(DE'as + A, Dit + As Deus + A3) | os de 


Le 


5 Lx (D;v, Fr B, Dr; if B, »;) — X, 


et si l’on choisit pour w, une des intégrales particulières 
de l'équation 


D, u, + A, Diu, + A, D,u, + A3u; =0, 
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il viendra 


X 
Ye + B,D,e, + Be = —-: 


ü, 


Faisons de nouveau v, — u; f v,dx ,u: et v, étant deux 
nouvelles fonctions de x; en substituant, et posant 


Chem D,u,, 4iBus, 


on aura 


X 
(Diu,+B, Du, + Bu) fe dx + u, (D, 9, + C V3) = —) 


L;; 


et si l’on choisit pour w, une des intégrales particulières 


de l’équation Du, + B, Du; + Bu; = 0, il viendra 


De Ge = 


HAUTE 


Faisons enfin v, = uw, f v3 dx; en substituant, il viendra 


X 


Us Ua 


? 


(Da u3 + C, u3) j O3dx + 393 = 


et en prenant pour w, l'intégrale de l'équation linéaire 
du premier ordre D,u; + Cius =. 0,:0n aura 


X 


U,U, U3 


LA 


(FE eur 


En remontant de proche, on déterminera tour à tour 
Vs, V1, et par suite y, qui sera donné par l'équation 


X d, 
ru fe de [ ud J: se 
u,u Hu 


dans laquelle u,, u,, u; sont les intégrales d'équations 
sans seconds membres. | 

En généralisant ce que nous venons de dire, et ap- 
pelant toujours u,, u,, u3,..., u, les intégrales des 72 équa- 
tions sans seconds membres que l’on obtient par les sub- 
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stitutions successives, on aurait pour l'intégrale générale 
de l'équation différentielle linéaire de l’ordre 7, 


Me u [ u,dx Î u3 dx. Qu u,dx PS X dr 
QU Lu, 


228. Troisième propriété. L'intégrale générale de l’équa- 
tion différentielle linéaire avec second membre se déduit 
au moyen d'une intégrale multiple des n intégrales par- 
ticulières U,, U.,..., U, de l'équation sans second mem- 
bre. 

Pour le prouver, il suffit de montrer qu'on peut, 
dans tous les cas, substituer aux 7 intégrales particulières 
WU; Lo, U3y..., U,, Qui appartiennent à 2 équations difté- 
rentes, les 7 intégrales U,, — w,, U,, Ü,,.., U, de la 
seule équation 


Éd 2 ps 


D, HAL D Nu AC DE AE, Du AU ET), 


qui est l’équation proposée sans second membre. 

Raïsonnons encore, pour plus de simplicité, sur lé- 
quation différentielle linéaire du troisième ordre. Multi- 
plions l'équation Di u, + A, D'u, + A, Du, + Asu, —0 
par Ju, dx, et ajoutons à ce produit l'équation 


à X. 
er + B,D,v, + B,v, —= —;3 


U; 


après y avoir substitué pour B,, B; leurs valeurs, on 
aura 


D: u, J u.dx + 3 Diuu, + 3D,u, Du, + u, Du, 


EAN (: Ur fade +2D,u,u, + u,; D, «) 


+ PAG U, [l u,dx + u, + As fe.d 0. 
* U 


Or, ilest aisé de voir que les polynômes qui composent les 
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diflérents termes du premier membre sont, abstraction 
faite des coefficients A,, A,, A,, le produit u, f u;dx, 
etses dérivées première, seconde, troisième, de sorte 
que l'équation qui précède peut se mettre sous la forme 
très-simple 


D: se fusde + AD, fade + ADau, fusde + as frsde — 0; 


et l’on en conclut que si l’une des intégrales de l’équa- 
tion sans second membre 


Diz + A, Du +A,D,u+A3;u—=o 


est u, = U,, U, f u, dx sera une seconde intégrale de 
cette mème équation; et, en appelant cette seconde inté- 


grale U,, on aura 
U, . 
LRU RE M Ctpar suite Mur DE 


I 


(= 


u, d’ailleurs est une intégrale de l'équation 
Dia: + B,D,u, + Bu, = 0. 


Si l’on désigne par u, une seconde intégrale de cette 
même équation, on prouverait, en raisonnant comme 
nous venons de le faire, que Ü, = U, f'u,dx serait une 
troisième intégrale de l'équation sans second membre, et 
l’on aurait 


donc, si U,, U;, U; sont les trois intégrales de l'équation 
sans second membre 


D'u + A, Diu + A,D,u + Au = 0, 
les intégrales de l'équation 


Du, + B;D,u, + B,u, = 0 


AUTRES 
seront DS D. 
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Remarquons enfin que l'équation Du + Cius = 0 
est, à l'égard de l'équation D,u, + B, D, u: + B: ue = 0, 
ce que cette dernière équation était par rapport à 
Diu + A,D'u + A, D,u+ A;u — 0. On aura donc 


aussi 


LL 


u 
u3 — D, — ? 
è U, 
et, par conséquent, 
Ü 
DT 
Use D): He 
3 
Des. 


Les intégrales w,, u, sont donc exprimées au moyen des 
intégrales U,, U,, U; de la seule équation 


Dur AD ul AS D:u -E Ain 00. 


En substituant à u,, uw, u, leurs valeurs dans l’équation 
qui donne la valeur de y ou l’intégrale de l’équation dif- 
férentielle proposée, on trouve 


U 
Dès 
; : dx 
HU Nr ee > 
U: U; LE 
D, — D, — 
U, U, LE 
UE D, —D.. 
U: D U; 
U; 


Ilest évident que ces raisonnements s'étendent d’eux- 
mêmes à une équation d'ordre quelconque. En appelant 
U,, U, U:,..., U, les 7 intégrales de l’équation sans 
second membre 


n n—1Y n —2 
Du+A,D, u+A,D, u+...+A,., Du +A,u—=o, 


les intégrales &, us, u,,..., u, des équations qu'on en 
déduira par les substitutions successives y = 4 [ vidx, 


IUT US UE? NS MALADE: voué à 
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u, = Us f Vsdx, seront 


D. LE 
AD L: Da Us "U 
E a 
Ge D. "MU 
U; 
et la valeur générale de cette intégrale sera 
U3 L 
aix Xdx 
5 fa Ü, jus Tv HUE 
HORAIE Le) 3 
U: DUR AN EUR 
1 Gt T L U, 
z U, 


Appliquons cette formule à l'équation D; y —y= x: 
l'équation Du — u — 0 a les deux intégrales particu- 
hérésU c7,/0=26r:; donc 


* ædx xdx 
Hindi e [Dee “ En MAT, iles a Hole = (— Det) 
= er feras fresdr = er fera (re — e« + C) 
D de ‘ ; C 
— €° | Ce-ax Lu LS (x — 1)dx=—-e "+ Ce —x |; 
œ > | : 
CAPE 
et, en posant — n et D PE 


M, UC CASE CENT 


Telle est l'intégrale générale cherchée. 

L'expression générale de y, sous la forme qui s’est pré- 
sentée d’abord , renferme 7 intégrations successives qu’il 
est facile, dans tous les cas, de réduire à des intégrales 
simples. Posons, en effet, 


D. Xdx 
di=duid, QU se AQU, 
U, D U3 D U: 
st à DD LUS ité 
1 FU æ U, H 
D, — 
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on aura 


YAEUU, feu, fau fau +. fau [du, fau, 


et, par suite, en intégrant par parties, 


Mi U, fau, fau, , « fu: (es ni frs, ; 
+ Ü [ à À 3 4 
=U, fau, fau. fau, u3 | at fran frsd {us Cpncs fe du, 
\ e \ t 


et ainsi de suite. 

229. Quatrième propriété. Si l'on connaît m inté- 
grales particulières de l’équation différentielle linéaire 
sans second membre, on pourra toujours ramener l’inté- 
gration de l'équation avec second membre à l'intégration 
d’une nouvelle équation linéaire de l’ordre 7 — m. 

Démonstration. Soient U;,, U,,..., U, les mn inté- 
grales particulières données : en posant y = U, f vdx et 
substituant dans l’équation différentielle avec second 
membre, le coefficient de f vdx s’évanouira, et cette 
équation avec second membre sera remplacée par la sui- 
vante d'ordre 7 — 1, 


(3) D, e + BD, sv +...+ Bi Dov + Biw = X, 


Ca 


et, comme nous l'avons prouvé, des m intégrales parti- 


culières U,, U.,,..., PU on es m — 1 intégrales 
AT EM U 
particulières V, — DS :G. A Pre =D. TA Ven TR 
I 


de l'équation (3) sans second 


T— 1 n—2 


D, v+B,D, ° +...+ B,_,D;9 + B;_; — 0. 


T 


En faisant d’ailleurs dans l'équation (3) » — V, f wdx, 
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on la ramènera à une nouvelle équation d’ordre nr — 2, 


n—2 n—3 
(4) D, in Cr D, W Hs + és D, + Cow De. X, 


A 2 Le V 
et l’on connaîtra m — 2 intégrales W, =D., Ro 
; 
— D, Ye, de l'équati d memb 
NV D. re équation sans second membre 
I 


1—2 


n—3 À 
D, w+ CD, w+...+ CO 3D;w+C:;,;w—o..., 


TZ 


que l’on ramènera à l’ordre nr — 3 à l’aide de W, ou de 
U, qui sert à calculer W.. 

En continuant de la sorte, on verra que chacune des 
intégrales particulières données U,, U,,..., U, sert à ré- 
duire d'une unité l’ordre de l’équation différentielle pro- 
posée, et que, par conséquent, cette équation peut être 
ramenée à une équation de l’ordre nr — m. 


230. Cinquième propriété. Si Y,, Y,,..., Y,sontn 
intégrales particulières de l’équation sans second mem- 
bre, et y, une intégrale particulière de l’équation avec 
second membre, les intégrales générales des équations 
avec ou sans second membre seront respectivement 


FT — GX: a à (A LE Tr C3Y3 He ik GYr RU Y 19 
Vis CS Ca BuGar usb GYe: 


Démonstration. En effet, 1° il est évident, dans l’hy- 
pothèse admise, que les valeurs y, Ÿ vérifieront respec- 
tivement les équations avec ou sans second membre ; 
2° ces valeurs renferment 7 constantes arbitraires; donc 
ce sont les intégrales générales cherchées. 

Remarquons, toutefois, que y, Ÿ ne seront les inté- 
grales générales qu’autant que les 7 constantes étant réel- 
lement distinctes, on pourra en disposer de manière à 
faire prendre, pour x = x,, à la fonction y et à ses 7—1 
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premières dérivées, des valeurs arbitraires données w,, 
Yore..s VE. Si l’une des intégrales particulières était 
liée avec une ou plusieurs des autres par une équation 
complétement déterminée, si l’on avait, par exemple, 


Vs TRE bY,, 
la somme Ÿ deviendra 
Y = (CG + aG)r: + (C + BC)rs +... + Corn 


ou 
dr CYL Hi Gi CU, EL Ci Ys riausk CYr; 


et ne renfermera plus que z — 1 constantes arbitraires. 


231. M. Libri a poursuivi, avec quelque bonheur, l’a- 
nalogie remarquable qui existe entre les équations diffé- 
rentielles linéaires et les équations algébriques ordinaires, 
analogie que le théorème de Lagrange mettait déjà en 
évidence, en démontrant qu'on peut abaisser l’ordre d’une 
équation linéaire d’un nombre d'unités marqué par le 
nombre des intégrales particulières données, comme on 
peut diminuer le degré d’une équation algébrique d’au- 
tant d’unités que l’on connaît de racines. Les proposi- 
tions suivantes feront mieux ressortir cette analogie. 

Sixième propriété. Une équation différentielle, li- 
néaire au moins dans ses deux premiers termes, peut se 
réduire à une autre équation de même ordre sans second 


terme. 
Démonstration. En faisant dans l'équation 


fr n —2 


LL 
D,y + AD, y +AD, y +...+ Ar iD:y + A7 =X 
— us, on aura une nouvelle équation d'ordre 7 dans 
laquelle le coefficient de Du sera nD,v + Av; et 
comme on peut toujours satisfaire à l'équation différen- 
tielle du premier ordre nD,v + A, v = 0, on pourra, 


PUE + 


hi Es nt UN à its cu MONT TRES) ” TAYEE MARS 7, A4 
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dans tous les cas, choisir # de manière à faire disparaître 
ce second terme. 

Plus généralement : étant donnée une équation difé- 
rentielle dont les m + 1 premiers termes sont linéaires, 
on pourra toujours faire disparaître le m + 1°" terme 
à l’aide d’une équation linéaire de l’ordre m. 


232. Septième propriété. Lorsque deux des intégrales 
particulières de l'équation linéaire sans second membre 
ont entré elles une relation connue, on peut abaisser le 
degré de l'équation. 

Démonstration. Supposons que les deux intégrales 
particulières y1, J2 soient liées entre elles par la rela- 
tion Y: — ?(Y1); On pourra, dans l’équation donnée, 
substituer p(Yy) à y, et l'équation résultant de cette sub- 
stitution servira à l'élimination de la dérivée de lor- 
dre 7, de manière à n’avoir pour résuliat qu’une équa- 
ion linéaire différentielle de l’ordre n7 — 1. Ainsi, 
par exemple, si l’on sait d’une manière quelconque 
que dans l’équation D? y — y — o, les deux intégrales 
particulières y, et y: sont liées entre elles par l'équation 


I 7 bo 2 A une 
LOS ES on remplacera, dans | équation D?y — y —=0, 
1 


Ÿ par > ce qui donnera 


2 
D;:x Tran Er O; 


et en éliminant D? y entre ces deux équations, on trou- 
vera 


Dir — | D, 7 — 1 we TV; — darts 
les deux intégrales particulières seront 


POBOICRMOLMAEE) CEE, 
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et l'intégrale générale sera 
PET CARE Tir, 


233. Huitième propriété. Lorsqu'on connaît les inté- 
grales particulières d’une équation linéaire sans second 
membre, on peut toujours former les coeflicients de cette 
équation par des opérations analogues à celles qui servent 
à former les coeflicients des équations algébriques en 
fonction symétrique des racines. 

Démonstration. Appelons ÿ1, ÿ:,..., y, les n inté- 
grales particulières de l’équation linéaire 


na (het nr —2 
D,y7 + AD, + AD, 7 +...-h A; 1D,Y7 + A: =, 
et y son intégrale générale, on aura 
FI Ya da ETS he d'u 


et si l’on pose y — Yy:/fzdx , il viendra 
Y:D, z+(nDeyi+ Ar), Y+..: 
+ (D, 71 + AD, Yi... Ar) fidx = 0; 


ou bien, en remarquant que le coefficient de f’zdx est 
nul, et divisant par y1, 


Due + BD. z +...—+ B;,7 — o, 


FA 


el 


/ 
nD:Y; + Art =tR 9, ARE T— 7, Vars + B,. 


De plus, l’équation en z a pour iniégrales particulières 
J3 Ja ° 1° FL 
—, D,—, et si l’on répète 
I I 


les 7 — 1 quantités Di D, 
ve 


sur cette équation l'opération que nous avons faite sur 
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l'équation donnée, on trouvera 


— (n — 1)D,. D 


B, — 7 Cr: 


Ds 


on calculerait C;, D,,..., comme on a calculé A,, B;, 
et comme, après z transformations, on parviendra néces- 
sairement à une équation dans laquelle le coefficient du 
second terme sera égal à o, puisque le degré de l’équa- 
tion différentielle diminue d’une unité à chaque opéra- 
tion, la série des termes À,, B;,, C;,... s’arrètera, et l’on 


aura, en substituant, 


De 
M) Da Ut 2 
(a — :)D:7 D, 
n Z 4 
RE Rte ae nie CRE REX 
2 D D, 
Va D, Dr 
D 
Le 


Pour appliquer cette formule à un exemple, supposons 
que l’on donne l'équation D y — m°y = 0: les deux in- 
tégrales particulières sont y1 = Cie"*, Ya = Ce"; on 
a d’ailleurs 2 — 2; en substituant ces valeurs dans la 
formule qui précède, et {nous arrèêtant aux deux premiers 


termes , 1l viendra 


D??? 
2D,v, LA Am? 
— À, — J Ro Ep 
Jr 2 — 2m 
D, — 
+ 


À; est donc nul, comme cela devait être, puisque l’équa- 
tion donnée n'a pas de second terme. 


ŒURTE. 37 
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On pourrait obtenir, par une analyse semblable, tous 
les coeflicients A:, A:,..., À, en fonction des intégrales 
particulières Yi, Yes: Vne 

En général, étant données 7 fonctions de x, F,(x), 
F,(x),.... F,(x), on pourra déterminer les coefficients 
de l’équation différentielle linéaire de l’ordre 72 qui aura 
pour intégrales particulières ces 72 fonctions; et il n’exis- 
tera qu’une seule équation différentielle linéaire de l’ordre 
n, qui satisfasse à cette condition, comme il n’y a qu’une 
équation algébrique d’un degré déterminé qui ait z racines 
données. 

On peut déterminer plus facilement les valeurs de A,, 
Âs,..., À, de la manière suivante. Si l’on élimine suc- 
cessivement ces z — 1 quantités entre les 7 équations 


en considérant les différentielles D'y:, D? 71,... 
comme des coeflicients connus, on aura la valeur de 
À, telle que nous l’avons déjà donnée. Pour en déduire 
la valeur de À, , il est clair qu'il suffit, dans l'expression 
de À;, de changer D "y, en D'-:y,, Di:y en Di2y2,.., 
et réciproquement, sans changer aucun des termes qui 
contiennent d’autres différentielles, on obtiendrait, par 
des permutations analogues, les valeurs de À,, A;,.... 

M. Libri fait observer que les quantités y,, Y2,..., 7 
forment une espèce particulière de fonctions symétriques; 
que non-seulement on peut permuter ces quantités en- 
tre elles, d’une manière quelconque, comme les racines 
des équations algébriques, dans la formation des coefh- 
-cients À;, À:,..., mais qu'on peut encore écrire, au lieu 
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de l’une quelconque y; de ces quantités, la somme ou la 
différence d’un nombre quelconque d’entre elles, sans que 
la valeur des coeflicients en soit altérée. Si, par exemple, 
pour l'équation D? y —m°y, au lieu de faire y, — Cie"”, 
Val ie > ONPPOSAIL) 1 — Cie ou Lo Vs — Cac 
on trouverait encore À, — 0. Ce nouveau genre de fonc- 
tions paraît mériter l'attention des géomètres. 

234. M. Libri avait encore énoncé, relativement aux 
équations linéaires, le théorème suivant : «Une équation 
linéaire à deux variables de l’ordre 7 étant donnée, si 
l’on connaît les coeflicients d’une autre équation diffé- 
rentielle de l’ordre m, également linéaire, entre Îes 
mêmes variables, et qui doit exister en même temps que 
la première, on pourra toujours, à l’aide des coeflicients 
de ces deux équations, et sans effectuer aucune intégra- 
tion, former une troisième équation linéaire de l’ordre 
n — m, de telle manière que l'équation de l’ordre 7 sera 
décomposée en deux autres qui seront respectivement de 
l’ordre m et de l’ordre nr — m, et à l’aide desquelles on 
pourra intégrer l'équation proposée. » On voit qu'il n’est 
plus nécessaire, comme dans le théorème de Lagrange, 
de connaître une ou plusieurs intégrales de l’équation 
proposée pour opérer une réduction : il suflit d’avoir 
deux équations simultanées pour que l’équation de l’ordre 
le plus élevé puisse être réduite à deux autres équations 
plus simples. Cette réduction répond à la possibilité de 
partager une équation en deux autres lorsqu'on sait 
qu’elle a pour facteur un polynôme de forme donnée. 

M. Liouville a publié le premier la démonstration de 
ce théorème fondamental. La voici telle qu’il l’a donnée 
dans les Comptes rendus des séances de l’Académie des 
Sciences. Soit 


mn M+H-n—1x Mm+R—2 


Dr A DU or HA DM RE 0 
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une équation différentielle linéaire de l’ordre m + n, et 


2 


m m—1 j m— 
De LB Ds BD pee, —0 


une autre équation différentielle linéaire de l’ordre m, 
doni toutes les intégrales appartiennent en même temps 
à l'équation de l’ordre mm + n. La valeur générale de z 
renferme m constantes arbitraires, et celle de y doit en 
contenir 7 + n; cette dernière sera donc de la forme 


= + COYs +. + CGTn- 


Ci, Case. Ch étant des constantes arbitraires. Faisons 


maintenant 
nm M—1 m—2 
u—= D,y 48; D; 0y+B,D, 7 +,... 


Si l'on met pour y sa valeur dans le second membre de 
cette équation, z disparaîtra de lui-même en vertu de 
l’équation 


Mm—TI a: 


D,z + ,B,D,1:z:+ BD, z—+..:.—=0: 


le résultat de la substitution sera donc une fonction li- 

néaire des constantes C;, C:,..., C,; parsuite, u satis- 

fera à une certaine équation différentielle linéaire du 

n'è"e ordre dans laquelle les constantes n’entreront plus. 
Représentons par | 


H==2 


n NI 
Du +'c Dr tustraD tu +...—.,0 
l'équation de l’ordre » dont 1! s’agit. Je dis que l’on peut 
aisément déterminer les coeflicients &,, &:,.... 
Pour cela, j'observe qu’en différentiant la valeur de u 
plusieurs fois de suite, on obtient successivement les va- 


à 
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leurs de Du, Diu,..., Du, D'u, lesquelles sont de la 
forme 


m +1 m 
D,u st à à M T + bi DEPART 
9 « «ps 0e 0) e1ple "ie den « © +. « 0.0 euefs oi 2e .0.0, 0 
R—1 MHN—Xx Mm+n—2 


Da uw. AD Y + AD, He. 


# m+n Mm+-n—1 


D 0 D ie + De L'ART EPP 


Portant toutes ces valeurs dans l'équation 


Sd : 


n n 
Du+a, D, u—+...—=o, 


elle deviendra 


m--n M+-N—3 MH 2 
DFA EMMA PEACE PRTAPANE FETE 
+ 4, | + 4h 
| + a 


De sorte qu'en comparant cette dernière équation à l’é- 
quation donnée 


m+n M+-R— 1 


DiuyEeE"A; D; OR RE SIO" 
on aura 


Pub a, As, 1 LR ANRT ANG NES PAL TN. 


On a donc ainsi m + n équations dont les 7 premières 
fournissent successivement et sans intégration les valeurs 
de’ a, &a:,..., a,. Les suivantes conduisent aux équations 
de condition qui doivent être remplies pour que l’équa- 
on en y de l’ordre m<+7 soit vérifiée quand on fait 
y = 2z, ou pour que les intégrales de l'équation d’ordre 
n soient communes à l'équation d'ordre m + 7. En sup- 
posant ces équations de condition satisfaites, lintégration 
de l'équation d'ordre m+n se trouve dépendre des deux 
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équations 
) mn M —1Y ñn , LE 
HS RUB D, re RD a D. HER: 


qui sont respectivement de l’ordre " et de l’ordre n. De 
plus, d’après la manière dont les valeurs des quantités 
di, dos. +, @, Sont formées, il est évident qu'elles ne dé- 
pendent que des 7 premiers coefficients des deux équa- 
tions données, ce qui complète la démonstration du 
théorème de M. Libri. Il résulte de là une simplification 
remarquable : En effet, si dans les deux équations si- 
multanées ces 2 premiers coeflicients sont constants, l’é- 
quation Du +...— 0 aura aussi tous ses coeflicients 
constants et pourra, comme nous le verrons plus tard, 
être immédiatement intégrée, ce qui réduira l’équation 
de l’ordre 7 + m à une équation de l’ordre 7». 

235. Pour donner encore un exempie de l’abaissement 


des équations linéaires, supposons qu'on nous donne les 
deux équations simultanées 


Di y “ie A, Dr 1 AT — A32, 
Diz + A;D,z + A,z —= A37; 


il est clair qu’en éliminant z entre ces deux équations, 
on aura une équation différentielle linéaire du quatrième 
ordre, qui sera de la forme 


Dir + a Dir + a D;y + a3D,y + 4 = 0; 


si l’on éliminait y entre ces mêmes équations, on aurait 
précisément la même équation en z 


Dés 1a, Ds ta)D 2 PPS D,:z + a, —\0: 


d’où il résulte que les quatre intégrales particulières dont 

la somme forme la valeur complète de y, sont les mêmes 
Ÿ» 

que celles dont se compose la valeur de z. Mais si l’on 

fait z — y dans les deux équations données, on aura les 
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deux équations 


Dir + A,D;y + (A, — A3)y = 0, 
Diz + A,D,;z + (A, — A3): = 0, 


qui serviront à connaître deux des quatre intégrales par- 
ticulières que nous cherchons. Quand nous aurons trouvé 
les deux intégrales particulières de la première de ces 
équations, nous nous en servirons pour réduire au se- 
cond ordre l'équation du quatrième ordre en y, et l’on 
voit que les deux intégrales particulières de cette équa- 
tion réduite au second ordre auront entre elles un rap- 
port exprimé par l'équation 
Diz + A,D,z + A,z — A3z, 


et ce rapport servira pour trouver directement ces deux 
intégrales à l’aide d’une équation linéaire du premier 
ordre. 
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Intégration de équation linéaire de l’ordre n à coefhicients constants, 
avec ou sans dernier terme variable. 


236. Supposons que dans l’équation 


A2 


D A AD ep AD RS A ND REA ETES 


les coefficients AÀ,, A, A,,..., À, soient des nombres, 
X restant une fonction quelconque de la variable indé- 
pendante x, et cherchons son intégrale générale, On 
peut y parvenir par diverses méthodes que nous allons 
exposer successivement. 

1° Méthode. Réduction de l'équation différentielle de 
l’ordre n à un système de 7 équations linéaires du pre- 
mier ordre. Si l’on fait 

DH NT END MASTER 
Dre — y), D,yf2) = y), 

l’équation proposée deviendra 


Dr En are AD. y (52) ny AS DE y (te) A 
7 pa Ar mn & AY EX , 
et l’on aura à intégrer n équations simultanées du pre- 
mier ordre; or, si l’on multiplie respectivement les 7—1 
premières équations par des coeflicients indéterminés@("-1), 
g(—?),..., 0”, 0° et qu’on les ajoute à la dernière, il viendra 
DAT sn Gp 3) fe 0” y(n8) +, ,. + DT E Le Or) y] 
oLe (A; er: 0! }y ren an (A, —0")yr(2) +, re 
on re CAES "En GK) rad Ne AY — X ; 


TRENTE-SEPTIÈME LEÇON. 589 


ou, en posant 


= yo) + dy) 0 pl), 4 60) pH E)y, 
ARR 0,00", VASE — 0070 
ARE AU 00 (Re APR Re ONE x) e 
Dir NO EENXT | dt tar = dr: 


De cetie dernière équation, on tire, en intégrant, 


eme bx(C + f Xex dr), 


ou 


FO HE 6 y) LE. + gén—2) y! + QU) y 
— e—bx(C + Xe dx). 


D'ailleurs, en posant 9 — — r, les équations qui déter- 
minent #, 8”, 0”,..., 062), Gtt-1) donnent, par des sub- 
stitutions successives, 


OUR ARE ar 007 = AS ANT ENTÉ ET 
tps = À, _, 1 A; 37 + AU r?+,..+ A,rt2 + PEER 
O—A,+A,,r+ A, 7 +H...HA,rTIH re, 


Cette dernière équation, que l’on déduit de léquation 
différentielle proposée , en remplaçant respectivement les 
dérivéenDr y. DE Aer AD RDA nr re 
" , 

r?,r3 y =Dy par r°= 1; X par zéro, donnera pour 
r, n valeurs , et, par suite, pour 0", 8”,..., @(%-1), n sys- 
tèmes de valeurs. De ces n systèmes de valeurs résulteront 
n intégrales de Péquation 


dt "4 6tdx = 'Xdr.: 


En représentant Par Ti, l'as Too oo Tn les 2 valeurs de '; 


Ur 7 (n—1 ' 7 EN l 2 
par 0,106 001,08 6 ne Gr GE 3 31 


fr 
O6 les 7: systèmes de valeurs correspondantes des coefli- 
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cients 0, 0",..., 011), les n intégrales seront 
—2 ) (n—x1) 


à M2), 
FD ee Ce) ON y Et or 


Le en*(C’ sd J Xe "%ax), 
(n—2) (n—x) 


FUN + PT 0 SRE NN 77 CE TRE 


DR FE (c’ Ars JXe-"#ax), 


; | (n—2) (n—1) 
sad es Cu y Ve CN, eu 8, y’ se 6, 2 


— erre(C(r) re sf, Xe 'aEdr). 


La valeur de y, tirée de ces 7 équations du premier de- 
gré, renfermera #2 constantes arbitraires, et sera l’inté- 
grale générale de l'équation proposée. 

La formule x — 3 E fobits. . nan ab -fo Pas que nous avons 

5 em ms PONS A ER Ps. 

déjà rappelée plusieurs fois, et qui donne la valeur de 
l’une quelconque des inconnues déterminées par un sys- 
ième de z équations du premier degré, montre immé- 
diatement que la valeur de y, ou l’intégrale cherchée, 
sera composée de 7: termes proportionnels aux seconds 
membres des équations, et sera par conséquent de la 
forme 


A Anal O!LE. Je Xe" i*dæ) + à, a HU OË + [Xe ':"dx) +... 
ae EC) + fear) 


As do, .., À, désignant n constantes, fonctions des coef- 
: ' " 5 5 
Htents 0-10 AAC pres 
Comme les équations qui donnent y, y,..., y"? 
sont du premier degré, les valeurs de y’, y”,..., y"? 
doivent être absolument de même forme que celle de y; 
cette seule considération fournit un moyen facile de cal- 


culer les coeflicients À, À:,..., À,. 
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Remarquons, pour plus de simplicité, que la valeur 
de y peut s’écrire comme il suit : 


VE za (C + Li Xe TEL), 
le signe Z indiquant qu'on doit faire la somme des » 


termes correspondants aux Z racines de l'équation en r. 
Cela posé, en différentiant, on trouvera 


7" = ZXare®(C + [Xe -"dx) + SAX; 
et puisque y’ doit être de même forme que ÿ, on aura 
nécessairement 
po "zxre"(C HS Xe dx), 
DANT-NOS NÉ parSUite ANA AT 
en difiérentiant une seconde fois, on aura 
HMS TA AE QOEET PXECTAL) PUMA ANT 76 
= k EMA 
et par conséquent 
Mu SAT es CEE EINXANTEAR 
PATATE ELO, SATA == NO: 
En continuant ainsi, on trouverait successivement 
n He Are oh Nr z) A LE APE 0; 
ME NE Arr en CERN NE MED USE 
UN A DArT er LORS NT RE 
Si maintenant on substitue dans l’équation proposée, à 
la place de y et de ses dérivées, leurs valeurs, il viendra 


2x6 (C+ f Xe tdx)(Au + Anir HAn ar? HAT rt) 
APN Le ne, =. CA 


Le premier terme du premier membre est identiquement 
nul, puisque la somme Z s'étend aux seules racines de 
l’équation 


Ah + VS — Ru 7È +...  —+ À, EURE —- j AE et (0 le 
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Ïl en résulte 
DAT AMAR CN UN te) 1 


On a donc, pour déterminer les coefficients À,, À+,..., À,, 
les 2 équations du premier degré 


DAMON LAIT 2.10, RS RAT 2 NO AT Un 
ou bien 

Fe + A + 23 +,..+ M 80 , 

A1 Pr SEA Tr AGO os Bed 0 cn AN GC — O, 


De oi EU ee im ie Menu 
A PAT D POI A3 PT, 


La formule symbolique | 
GC AAA (e— 8).{h — 6). (à — 8) 

MbmaN ea RAC NO) TAN TIRE 
qui donne la valeur générale de l’une des inconnues 
déterminées par 7 équations du premier degré, se ré- 
duit, dans le cas particulier où l’on a k, = 0, k, = 0,..., 
RP == O0, | cé = I, à X — 
donne , par conséquent, 


j'en a PEU TE PRES AR PES 


(rs — 7) (71 — r3)...(r — mn) 


1 
À = ñ—————— —_—————— 


(7 Le ri) te — MENT ta 7.) 
Si l’on représente par f(r) le premier membre de l’é- 
quation 
ps ALT ME mer A nr HS AM Se À — 0, 


en aura 


1 FT—r, 


# (ASE (r— rXr— ra). . (r— ab MMS (7 2 vf 47 LES 


Write 2) (r— r3)...(r — 119 FIM j 
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et, par suite, en faisant r —7, et remarquant que la vraie 


. ? re V'# e . 
valeur de la fraction PIC qui, pour r — r,, devient ?, 


NU L 
est le rapport des dérivées -—, on trouvera 


Fr) 
NAR I 
HET RTE 
on trouverait de même 
à = 77 M = 77; 
> qu hr) ,.., Vos Dr 
la valeur générale de y est donc, en comprenant FG 
dans la constante C, 
; ; D TE ï rœ —7x À, 
y = 2 UP Ce + 2 Gi [Xe dx 


CC CS RE CEE 


+ SX  Fde+. +) KA GTR dr 


Si X — 0, c’est-à-dire si l’équation différentielle donnée 
n’a pas de second membre, son intégrale générale est 
simplement 


y = Cent + Ce + Cse +. + Ce — ECe . 
Il est facile de voir que cette valeur de y, contenant 
constantes arbitraires, vérifie réellement l’équation 


D PAST A EPA DO PCR AALED RES 


L'expression y = Z Ce'* donne, en effet, 
D ECM Crea D ME Cr'e 
et l’on a, en substituant. 


ZCe's (77 + Arr A ,7 2 H,., HAnir + An) = 0, 
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or cette équation est identiquement satisfaite, puisque 
la somme du premier membre s'étend aux seules racines 
de l’équation auxiliaire 

f(r) ur EAST APR. A Er + A == 0, 


2317. 2° Méthode. Par l'abaissement progressif de 
l’ordre de l’équation proposée. 
Dans l'équation 


D,y +AD, YHAD, yen Diy + Any EX, 


faisons y — e“" f'udx, «; représentant une constante 
indéterminée, et #, une fonction indéterminée de x. On 
trouvera, en différentiant » fois, ou, en recourant à une 
formule counue, 


Dir en (4, [| udx + U; }, 
Dir = 64% (ar f uidr + 2œiu, + Du, 
DD RCE u,dx + Baius + 3a,Diur+ Dit); 


...07 à -è eve ent, Le te. 9-26 joe 6,87 b 28670: Came id AS DTar US) CU e 0% 


À a? fu,dx + Nail Ut AU "Du, 
Dir a « 112 
n(r 1) 2)» peu, AND 372 


Fo 


Substituant ces valeurs dans l'équation proposée et divi- 


sant par e*”, on trouvera ti 


(Au Aura Anatf Anti ef Art a) fu dx 
(A, HA, ae, +8An set. nan )u, 
n(r—1) 
@œ 


UE [au + 3A 3%; PROIAUOT PER | Du, 


— — 2 
LL LS [a pl 0) dre per. +. : 


"1,2 
1 L 


+ Dia, = Xe 


Or, puisque 2, est une quantité constante indéterminée , 
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on pourra la choisir de manière à rendre nul le coeffi- 
cient de f udx; il suflit, pour cela, que «, soit racine 
de l’équation 


S(r) — pl HA;rt tr DE À, 7-2 D, , HA, 7 + À, = 0. 
Alors, pour détermimer 4,, on aura l'équation linéaire de 
l’ordre (n — :) 


ES ri —2 


D, uw +BD, ur +... + BD,u, + Bu, = Xe, 
dans laquelle 
BEA HA or, JASÆ le 4 OS 
BE AN OA ee, À PTE 


1.2 


Si l’on fait maintenant w, — ef u,dx, et qu’on opère 
de la même manière, on trouvera que si l’on prend pour 
æ, une des racines de l'équation 


PET D B,rt2 +. + B, ;r + B, = 0, 


la détermination de w, dépendra de l’équation linéaire de 
l’ordre nr — 2, 


n—2 


D, «u,+ C3 D. Une + On Dot + CQu,=Xe tatts)gr , 


dans laquelle on fait, pour abréger, 
Cr ——= Br NS 2B;%e Frs 3B,_32° +... + (7 CE 1er, 
CAE = B,_, + 3B,_3 LAN st 
on fera encore 


ui — eue fox: 


et‘ en continuant ainsi, on parviendra à faire disparaître, 
un à un, les termes de équation proposée, en abaïssant 
son degré d’une unité à chaque opération, de telle sorte 
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qu’en faisant u,_, — ex» fu,dx, on arrivera à l'équation 
Un = Ke (di Fons ee «+ an) D. 


Avant de remonter à la valeur de y, remarquons que les 
racines >, 3,.-., %, SOnt égales, respectivement, aux 


différences 73 — Ti, ls — Ta V4 — Tasse Tu — Ty des 
n racines de l'équation auxiliaire 


Pat Air AT R,, + Ar + À, = 0, 


En effet, multiplions l’expression 


Cyr à B, en x Hebtenote B,< ds + B, 


par æ, ajoutons-la à l’équation 
He Asa HA et +... .+ A, a, HA, —=o, 


et substituons aux coeflicients B;, B:,..., B,_,, B, leurs 
valeurs, 1l viendra 


n(n— 1) 


Eu Hit. +, at |. 


Le: —+- nat 4 + 
+ À, 3 (æ + 34°@, + Bat; + 23) 
+ Aie + 2a1d + æ°) Ête AE (æ; + %:) Mr A» = O; 
ou 


(es + mi) + As (as + ar +... 
+ As; (æ, M a) + A, (a; A da) + A, = 0. 


Cette dernière équation prouve que &, + *, est, en même 
temps que &, racine de lPéquation f(r) = o; done, si 
l’on désigne par r, une seconde racine de cette dernière 


équation, On aura 
RAS Tr NES ENT Na Pa NT, 


Généralement, si l’on nomme 7, 7»,..., r, les n racines 
c) 2 ? 9 Il 
de l'équation f (r) —0, et, æ,,..., af—"les 2 — 1 
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racines de l'équation 


EEE Tee Bent. dt BREL, Ga 
on aura 
fi 
ET ir, AT EURE", 


LAN EN NE ANT Lu or lys 


On prouverait de la même manière, que les ñ7 — 2 va- 
leurs de 4, seront données par les équations 


du LAN CE (rose (na) 
A3, — dy, À, A, — Lo.) da pese) 4 


# . ! [14 
ou, en substituant pour &:, &«,, #,,... leurs valeurs trou- 
vées précédemment, 


/ 
T3 — Pos ©, = F4 — Ts. LC = ne lys 


En continuant ainsi, on trouvera successivement les va- 
ï ! ! ° ÿ 
leurs de &;,, d',,..., a@5, &,,..., æ&,, qui seront données 
par les équations 


CRD 6 one LV Dm ne 


! 


Es — T5 — Ty) A TG Pis... En = Mn — Ty: 


Il est donc démontré que &, «3, &,,..., æ, sont bien les 
différences 7; — ri, T3 — ras... Th —7,_1 des racines 
de l'équation f (r = 0); on aura, dès lors, 

FAN MEL APTE QT) fu,dæ, que 

UE M er iab ds fur, u==UXentre 


puis, en éliminant u;, W,..., u,, et ajoutant une con- 
stante arbitraire à chaque intégrale, on trouvera 


Fee fels "ee il Ta) 7e al PUCLENLE [Xe "dr 
+ C'fersnXax fs dr. : feat 3)E or 
+ fre de A: ns) pe CU) fa des CO), 


FDPNTE 38 


" 


CORRE … ee, LES CS } nb Las 2 24 DR dt (le, ARE, Mu L SR 7 
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En représentant par Ci, C:,..., C, les combinaisons des 
constantes C”, C”,..., CU), dans l’état primitif où se trou- 
vent ces constantes avant le développement des intégrales 
multiples qu’elles affectent, avec les racines r;, r:,...,7r, 
de l'équation auxiliaire, après ces développements, on 
trouvera, dans le cas où toutes les racines seront inégales, 


: PEINE fa Lei LE? os 
Y—=é a EME ax fers " dx. Jet 7 »Xef Xe Mur: 


(B) | | | 
CRT PEN E 0 -ACIC NE AT EL 6797 

La substitution des intégrales multiples aux intégrales 

: simples ne souffre aucune difiiculté, il sufñra, pour cela, 


d'observer, 1° que l'équation évidente 


em Tai )r F 
eue À xe-rdr | = dun) f Xe mdr 
INTm TT dar 
PRE ET : 70 Tr 
Fa Xe 


Pris Tex 


donne, quand on intègre les deux membres, 


. mm) gr f XeT!r dx 
(rm TT Vm— 1)T ; , 
CA CRT PRE PU pie EU LMI PRET SE 


Tnoilm-t Tu Tim; 


2° que l’on a 
dre 


A pre LA PE DT ras (fe POS Ress 
Je J’ CPC 


En employant plusieurs fois ces équations, et posant 


I 


( —r)(T — r3)e (rs — Fr) 
I 


ME nr —— s 
RS ras ee PE | 


A 


2° 9 


on retrouvérait la valeur connue de y, 


J = Ex" (C+ [ Xe—“dx). 
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238. 3°° Méthode. Par le passage de l'équation sans 
second membre, à l'équation avec second membre. 
Considérons les deux équations 


DA AD MA CD GR 
Dr Diane 2 AUOT OM O  n"i 
et supposons qu'on satisfasse à la seconde équation par les 
n valeurs, 
PUR ND DE Ne NN NE Re 
on y Satisfera encore par 
PC D Es Cara Ve = 012 se One 


Ci, C:,..., C, étant des constantes arbitraires, et par 
la somme 


3 = Ci + Cor: + C323 +... + Cr, 
qui sera son intégrale générale. 
Cela posé, je dis qu’il sera toujours possible de déter- 


miner 2 fonctions wi, U:,..., u, de x, de telle manière 
que la somme 


F = Uri H Uro  U373 +... + Un2n = ZUZ 


satisfasse à l'équation avec second membre. En effet, 
nous avons, en difféfentiant une première fois, 


D;7 = 2:Du + ZzuD,z, 


ou, simplement , 

D,Yf —=1£4P,53, 
si l'on pose | 
SrD:4#0: 


En différentiant une seconde fois, on aura 


D£y = zuD;3+2D,zD.u, 


Ca 
—_ 
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ou , simplement, 
Dy = zuD’z, 
si l’on fait 
2D,3 DU 0: 


En faisant ainsi successivement 
4 2e: 3 —— 
2D/2DuH— 0, {ED DUO ,..., ED ED 0, 


les dérivées de y, jusqu’à l’ordre 7 — 1 inclusivement, 
données par les équations 


D, y = ZuD,z = UU DE; + uw D,3 +...+ Un D:3; 
27 —ZuDz = u Di +u Dis, +...+uDiz, 


dr tes re 0 ne 0 0 00 000 De 4 


—I n—I N —1T n—1 


n—Yx n 
Dhor=auD,0 z = usb; 57, H'uxD 7 sy EuD 7, 
auront conservé la même forme que dans le cas où 4,, 
Us...) U, étaient des constantes. En différentiant une 

dernière fois, nous aurons 
n n n,-=1x 
D,y = ZuD,z+>D,uD, z. 
Si maintenant on substitue toutes ces valeurs dans l’é- 


quation avec second membre, il viendra 


LEE 0 


LÉ +... HA D:z+A,)+2D:uD, 2—= X. 


n—TIz 


>u(D,z + À; D, en de à D° 


Or, le premier terme s'évanouit, car la somme désignée 
par Z s'étend aux seules valeurs Z;, z:,..., z,, qui, 
toutes par hypothèse, vérifient l’équation sans second 


membre. Donc, la somme 

Ÿ = Uri Th Uaëz Foto FT Un2n 
vérifiera l'équation avec second membre, si, en outre 
des équations 

22Duc= ot SD/xbDiu:0, 


SD :Dux:0, SD T"2D.u 0; 
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on à 


> DR Es DUT 


En faisant, pour plus de commodité, 
DER EN, PET Xe RE VX 


les équations qui précèdent pourront se mettre sous la 
forme 

SUP + 2,0 +. + Znbn 
20 OH zik H 2m 0, 


O;, 


et donneront les valeurs cherchées de #,, #:,..., P,, qui, 
substituées dans les équations 


DE" PR MD RTE 


fourniront, par une intégration facile, les valeurs sui- 
vantes de wi, us,..., 


M CG t JXdx, u, = Ci feiX dre 0) 
Un — On + JrXdx ; 


l'intégrale générale de l’équation avec second membre 
sera donc 


JF = (Ci + JnXdx) +...+ m(Cn + frnXdx) 
= 2z(C+ fvXdx). 


Ce que nous venons de dire s'applique même au cas où 
les coefficients AÀ,, A,,..., À, seraient des fonctions de 
x, puisque Jusqu'ici nous n'avons fait aucune restriction. 
Revenons au cas où ces coefficients sont constants. Il est 
» Li 9 . 4 FE > 

évident qu alors on satisfait à l'équation sans second 
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membre par Îes valeurs suivantes, 


ee” TZ EE let He » 
2 U,erE, LA eu (44: © © ERA 2h Cnente 


Ti los...) T, étant les »2 racines de l'équation auxiliaire 
Park A Er EE Apr a RRT ) À + rue AE 0, 
et la valeur générale de z, ou l'intégrale générale de l’é- 
quation sans second membre, sera 
BONE OS Eh au A Ci Zn 


Dans la même hypothèse, si l’on fait 
Pr Sr — À1 V2 32 —a5..., Vnèn —= Ans 


les équations que donnent s,, #:,..., ,, deviendront 


+. NS TEenS ALLONS... 95 RS DIR ere 


AT rs Fat 0-0) 


et l'intégrale générale de l'équation avec second membre 
sera 


y rent (C; + À, f Xe-'#dx) + e"%C, + A Xe-"#dx) +... 


C’est précisément la valeur de y trouvée par les mé- 
thodes précédentes. 

- 239. Si l’on connaissait seulement 7 — 1 intégrales 
particulières z,, z,,..., z,_, de l'équation différentielle 
privée de second membre, l'expression 


PCs + C2 +. 4 On 520 


ne serait pas l’intégrale complète de cette équation; ce- 
pendant on peut encore concevoir que l'intégrale géné- 
rale de l’équation avec second membre soit représentée 
par cette même expression, à la condition que les m — 1 
quantités Ci, C:,... seront non plus des constantes, 
mais des fonctions u,, 4:,..., u,_, de x convenablement 
choisies. Supposons , pour fixer les idées, que l'équation 
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donnée soit seulement du quatrième ordre, 
Diy + A,Diy + A,Diy + A3D,y + A7 =X, 


il faudra prouver que l'expression y = u,z;+u273+ u3zs 
peut devenir son intégrale générale; comme la condition 
que cette fonction satisfasse à la proposée n’établit qu'une 
seule équation entre les trois quantités w,, z, us, on 
peut les assujettir à deux autres conditions arbitraires ; on 
peut en disposer, par exemple , de telle sorte que les dé- 
rivées première et seconde D, y, D° y conservent la forme 
qu’elles ont quand 4, 2, u, sont constants: on arrive, de 
cette manière , à trois équations qu'on peut écrire, pour 
abréger, comme il suit, 


XzD,u —o, ZD,zD,u — 0, Z(zD;2 + A,Diz)D,u = 0, 


le signe Z s'étendant aux trois valeurs particulières z;, 
Z2 Z3, et aux trois quantités U4, U, Us. 

Des deux premières équations on pourra tirer, par 
exemple, les valeurs de D,u,, Du, en fonction de D,u,, 
pour les substituer dans la troisième; on arrivera de cette 
manière, en posant Du, —t, à une équation différen- 
üelle linéaire du premier ordre D,£ + pt —g, pet q 
étant des fonctions de x; en l’intégrant, on aura la va- 
leur de t et, par suite, celle de u, donnée par l'équation 
uw —= C'+ ftdx qui, comme on voit, contiendra deux 
constantes arbitraires. La valeur de w,, substituée dans 
les deux équations 


22D,u4-— 0, \, E D:23Dx 0, 


conduira à celles de , et de us, qui seront données par de 
simples quadratures avec deux nouvelles constantes; on 
aura donc l'intégrale de l'équation proposée avec quatre 
constantes arbitraires. 

On voit aisément que le mème raisonnement s'étend 
à une équation difléreutielle de lordre #7, qu'on arri- 
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vera, dans tous les cas, à une équation linéaire du pre- 
mier ordre qui donnera la valeur de la première fonction 
u, avec deux constantes arbitraires, et qu'on calculera 
ensuite, par de simples quadraiures, les autres fonctions 
RRBTP AUS 

Si l’on avait connu seulement 7 — 2 intégrales parti- 
culières de l'équation sans second membre, l'intégration 
de l'équation avec second membre aurait été ramenée à 
celle d’une équation du second ordre. Considérons tou- 
jours, pour plus de simplicité, l’équation de quatrième 
ordre 


D:7 Ep À, Dir EUR ÀA,D°7 Ge A3D, y + À, Y — Ça 


et supposons que l'expression y = C;,z, + C2, vérilie 
l'équation sans second membre. 

Il s’agit de montrer qu’en considérant C;, C; comme 
des fonctions u,, u, de x, cette même expression peut vé- 
rifier l'équation avec second membre. En outre, de l’é- 
quation qui exprimera que la valeur y = w12, + us 22 
vérifie l'équation proposée, on ne pourra établir entre 
les quantités u,, u, qu'une relation nouvelle ; si nous ad- 
mettons que la dérivée première D, 7 conserve toujours 
la forme qu’elle avait quand w, et 4, étaient deux constan- 
tes arbitraires, Îles fonctions w,, w, seront déterminées 
par les deux équations 


2,D;u; + 2,D,u; = 0, 


A, Du, + A,Diu,-+ A3Diu+ A Du, + A Diu,+ A Diu, = X, 


Si l’on substitue dans la seconde équation la valeur de 
D,u;, tirée de la première, et qu’on pose Du, = #, il 
est évident que # se trouvera déterminé par une équation 
différentielle du second ordre 


D;c D MERE TS 
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P; g, Tr étant des fonctions de x, on intégrera cette 
équation, et, en remontant de la valeur de t à celle de w;, 
on trouvera 
1e + ftdx; 
cette valeur de «,, renfermant évidemment trois constan- 
tes arbitraires , servira, avec l'équation 
ZiDiu; + 2,D,u, = 0, 


à calculer la valeur de #, qui contiendra une quatrième 
constante, et l’on aura par conséquent, avec quatre con- 
stantes , l'intégrale générale de l’équation proposée. 

En généralisant ce que nous venons de dire, on prou- 
vera facilement que, si l'on connait 7 intégrales parti- 
culières de l’équation sans second membre , la recherche 
de l’intégrale de l’équation avec second membre sera ra- 
menée à J'intégration d’une équation de l’ordre »—m, et 
l’on retrouvera, de cette manière , un théorème que nous 
avons déjà démontré. 

240. Remarquons, 1° que dans la valeur obtenue, 
les 2 constantes €, C:,..., €, entrent seulement dans 
la partie de cette valeur qui compose l'intégrale générale 
de l'équation sans second membre ; 2° qu'on peut, dans 
tous les cas, déterminer les 7 constantes par la condition 
que pour x = X,, X, étant une valeur quelconque dex, 
la fonction y et ses 7 —1 premières dérivées prennent 
des valeurs données y,, Y1,..., 7:_1. Hsuflit en effet, pour 
cela, dé prendre les intégrales f Xe-"*dx, f Xe-"dx,.…., 
à partir de x =x,, et d’assujettir la valeur suivante de y, 


MIC, TE T Ce CL pl 


à vérifier les conditions énoncées. Cette valeur peut d’a- 
bord se mettre sous la forme 


DES Cier (x —xo) + Crerat—Xo) +. . . + Crea —To), 


car cette transformation consiste simplement à mettre en 


à 
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évidence, dans chaque constante, un facteur constant 
eo, ela1%o,...; et si maintenant, après avoir. difié- 
rentié 7 — 1 fois, on exprime que y et ses dérivées 
prennent les valeurs données ÿ,, y1,..., 7,_1, on aura 
les 7 équations suivantes : 


CG HONTE ECTS, 
Ciris GTR GTI TES 
Cri HOT +... +Crh =, 


Cr Cane D eh ent Car Mans 


Or, les valeurs déduites de ces 2 équations du premier de- 
gré, et que l’on calculera à l’aide de la formule souvent 
rappelée, étant, en général, déterminées et finies, il en 
résulte que l’on poura toujours satisfaire à la condition 
proposée. On verra facilement que l’une quelconque des 
constantes C,, est donnée par l’équation 


C ___J'n-x JE Kn-2Ÿ na + Ans Vies +... + fine — ki To 
mn Ni4 où 


dans laquelle f (r) représentent toujours le polynôme 


? 


Det er PAST UE) tenta ts Ji Ed 


tandis que k,_+, k,_s, ki, ko, désignent les coeflicients de 


£ 7 
Pr... 1, 7 dans le développement de Fes 
mie 


241. 4° Méthode. Par changement de variable indé- 
pendante. Reprenons encore les équations 


n —1 


Dr +A,D, y +A, D FH An DT +AnY =X=F(x), 


Dis HAD, 2 LA,D, 3 iD,5-+ An —0, 


ct supposons que nous ayons irouvé une valeur de Z 
z —o(x, «), qui, vérifiant la seconde de ces équations, 
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satisfasse pour « — x, aux conditions suivantes, 


TON ROME 0, Die ED TER 


À x 
— J zda, 
0 


z —= (x, a) étant une fonction de la variable x et de l’in- 
déterminée «. En différentiant par rapport à x qui est 
l’une des limites de l’intégrale, et qui entre dans z, on 


aura (n° 53), 


et faisons 


Dn— fl Disda + 0 (2, His 
0 C 


or, D(X, «), qui est ce que devient z quand on y fait 
æ — à, est nul par hypothèse ; on a donc simplement 


Dsnie ['Dicd2. 
O 


En différentiant une seconde, une troisième fois, etc., et 
pe p . 2 
remarquant que les dérivées successives D,z, D'astt., 


Di z, s'évanouissent aussi par hypothèse pour & = x, 
tandis que la dérivée (n — 1})*"* devient alors F(x), on 
aura 


1 LE à 
2 >. 2 2 n—1: UM" 
D'y a | D'zd2,..., D'y — | D'—"zda, 
uv O 


ehO 


D'y = [Di ade + F(x); 
0 


en substituant ces valeurs dans l'équation avec second 
membre, on trouvera 


4 N 
sé D°z +A,D 'z +...+ An; D:z+A;z Vas == 0% 


JO : 


ou o — 0, puisque z, par hypothèse, vérifie l'équation 
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sans second membre. La valeur 


a à 
NIET J zda 
0 


satisfait donc à l'équation avec second membre, ou de- 
vient une intégrale particulière de cette équation. Pour 
en déduire l’intégrale générale, il suffit évidemment de 
faire LA 

r=f zdu +vo—=u +», 


p étant l'intégrale générale de l’équation sans second 
membre; car le résultat de la substitution de cette valeur 
dans l'équation avec second membre se composera de 
deux parties, l’une identiquement nulle, puisque » véri- 
fie l'équation sans second membre, l’autre identiquement 
égale à F (x), puisque u — 1 zda satisfait à l'équation 
(e) 

avec second membre; d’où il résulte que la valeur 
Y =u+v, qui d’ailleurs renferme 7 constantes arbi- 
traires, satisfera à cette même équation avec second 
membre et sera son intégrale générale. 

Dans le cas particulier où les coeflicients A;, A,,..., 


À, sont constants, on peut prendre, comme nous l’a- 
VONS VU, 


D —ICe na Ceri(x —4) MR PA L Cern'x—a). 


Il faut, de plus, déterminer une valeur de z qui, pour 
œ == x satisfasse aux conditions 


SE ONDES 2 0 D Eu ei0 AR Dine-0, D, 2.112, 
Pour y parvenir, il faudra assujettir les constantes C:, 


C0 ONE ER BieruE 
Or; + Cr on LU dau mn Crrs —= O, 
Cri + Cr +...+ Ca —=0, 


ES =: A 
Ans Tire Cnil MC rm ie), 
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qui donneront, comme nous l'avons déjà vu, 


br) Mr) RAC) 
se La és A ES po Ho 


J (r) désignant toujours le polynôme 


THAT +... LA, ir HA, 


On en déduit 


F(2) F(x+) 2) 
a ET x — 2) + PT (lt) +. + © er (x = æ) 
F'(r) F(r3) SES : 
| VX ex —2)F/{ 2)da x En(x—a)F(e)de 
Cie (ora) te. Cernx — +) + RENTE J 
ik 0) 0 VA (73) É 


ou 
prix — «) LE i x 
— SCer (%—ax)ts — 7 F(a)du—x%erx | C + J Xe "sd | 
6 (7) F'(r) Jo 
la somme du second membre s'étendant à toutes les ra- 


cines de l’équation 
SF (r) PRE ALT SAC re LE, RAS TEL A0: 


242. Dans tout ce qui précède, nous avons supposé, 
implicitement au moins, que les 7 racines de l'équation 
J (r) = o étaient inégales et réelles; en effet, si deux de 
ces racines étaient égales, si l’on avait, par exemple, 
li = T2, les deux intégrales particulières Cent, Cier:r, 
en s'ajoutant, donneraient 


(OC + Cenz = C'erx, 


les deux constantes seraient remplacées par une seule qui 
est leur somme. L'intégrale générale ne renfermerait ) en 
réalité, que 7 —1 constantes distinctes, mais il est tou- 
Jours facile de lui rendre sa généralité, On a eu recours l 
pour y parvenir, à divers artifices que nous allons EXpo- û 


ser brièvement. 
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Remarquons d’abord qu’il suflirait d'opérer sur l’inré- 
grale de l'équation sans second membre, car c’est elle 
qui apporte les 7 constantes arbitraires à l'intégrale de 
l'équation avec second membre. Cela posé : 

1% Procédé. Chacune des intégrales particulières 
FJ—eNT, FE, .., OUY——CNT = O0, VE Os... 
- peut se mettre sous la forme o(r,)—o, g(r:)—0,.…, et l’on 
montrerait, comme nous l’avons fait dans le cas des 
équations simultanées, que si, une seconde racine r, de- 
venant égale à r,, deux intégrales se confondent, on verra 
apparaître une équation nouvelle 


g (r;) CAO NS OUR AE ES 


de sorte que l'équation sans second membre est vérifiée 
par les deux valeurs y — ex, y — xen*, et par la 
somme y — C'enx + C'xenx, qui renferme deux con- 
stantes distinctes. Si une troisième racine r, devenait en- 
core égale à r,, on aurait non-seulement 


P(r)=0, pr 0; 
mais 
a(r)ss. 04 


l'équation serait également vérifiée par les trois valeurs 
ent, xe'iT, x’en*, et par la somme 


C'er;xz + C'xer,z + C'x’erx, 


qui contient trois constantes distinctes. En général, si 
m — 1 racines 72, le - - 7m SOnt égales à r,, la somme 


Cierix + Cierar + Cest +... + Creme, 


qui équivaut à un seul terme Ce”, sera remplacée par 
cette autre 


C'er,x cs C'xer,x mis C"x?er,x ACER jte Cimxmienz, 


* 
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qui renferme m constantes et rend à l'intégrale sa géné- 


ralité. 


2% Procédé. Faisons r; — r, + €. Pour que 7, de- 
vienne égale à r;, il faudra faire & — 0; on aura 


ou , en posant 


et faisant ensuite € — 0, 


Ta TE, 


es ONE (c+ GX 


ou, en faisant C’ + C; —C', 


égard à l’ équation connue 


uf(r) + D, uf'(r) + D'af” (r) 


Jf(r) étant toujours égal à 
PAL —+- À, pi + À, r'—2 


CO EC, = CE, 


Cieniz de C,er:T ph HU “if 


1. 2 


€ X ere - | 
Dent + Coerar — Cieniz + Cez(r+) = Cierix + Cuers (1 + TRES Le ) 


e2x? 


À 
= (Gi + Gens + Green (1 + Ed arall 
1.2 1.2,3 


LT 
GES CFE 


Z + C'renx +, 


Si trois racines devenaient égales, on aurait, en faisant 


1€ TX} Cent + Cyer:x — C'er,x + C'xer,x + Csextr, ne ce) 


2323 
sat) 


LC; er lé pus CE as E?— Cr 


Crenr + Cersx + Cserse = C'erix + C'rer:z LE C'renx. 


3"° Procédé. I est facile de voir que si, dans l’équa- 
tion sans second membre, on fait y — ue*, en ayant 


, NI — 1 
IAE (uv) — ED u + 2D, 0 Du + res Dér DRE NE à D’, 
LI, % ï 
le résultat de la substitution sera 


RC DE A TER PANNE DRE 


a Re PAT Ar + À; 
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Or, si l'équation f (r) — o n’a pas de racines égales, l'é- 
quation qui précède sera vérifiée si l’on fait r — 7, r, 
étant une racine quelconque de l'équation f (r) = o et 
Du = 0, où u — C;, et, par conséquent, la valeur 
y = Cie"* sera une intégrale particulière. Si l'équation 
JS (r) = o a deux racines égales à r,, cette racine double 
vérifiera aussi l'équation f'(r) — 0, et l’on satisfera à 
l’équation en w si l’on pose 


Du om Cr Cr 


Dans ce cas donc, la valeur y = C' enr + C'xenx vé- 
rifiera l’équation proposée. En poursuivant le même rai- 
sonnement, on prouvera que si l’équation f (r) = o a 
m racines égales à r;, l’expression 


Y —='C'enir + Creer LI, ECM an ane, 
qui renferme m constantes arbitraires distinctes, vérifiera 
l’équation proposée. 
243. 4° Procédé. Cherchons directement ce que de- 
vient, dans Îe cas des racines égales, l'expression 


y =iet(C+af Xe-dx) = enr (C, + x, f Xe—"xdx) 
Her (0 HAS Xe-nédr) be; 


on a, comme nous l'avons vu, 


OF E) er Ua 
u ; ; 


pour 7 — 7», A, À deviennent infinis, et l’on ne voit 
pas, à priori, ce que deviennent les deux premiers termes 
de l'intégrale générale : pour le découvrir, posons 


I 


(rAE F3) (Es AT) 0 Te 


“4 Xe la = Or) 
— Th \ 


TAPIS 
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et 
Ta Ti + € n 


on en conclura 


es frere = EU Late, 
7. (rs) Ti 7 ne 
FT AE AT = ir 2) Deifricte) 
TRE vs £ 
Xe-—r: Hs au er: es fxe-r. : 
FT nr 


= PALAU EU £ Ex (rx) oi! (rs + 06). 
Quand on fait r, —r, ou e—0, cette somme, qui est, aux 
constantes C; et C> près, la somme des deux premiers 
termes de l'intégrale générale, se réduit à 9',(r1); on a 
donc | 
y =@(n) + ae J'Xe-rdr +... 


Si une troisième racine 7; devient encore égale à r;, À; 
à son tour sera infini. Pour savoir ce que devient l’inté- 
grale, posons 


Ï 


{r— rs) (r — r5)...(r — 7) 


err J Xe-“dr — @, (r), 


ec 
RME —- £, 
il viendra 
pero, ga(r) pi{r) 
{ 7 Re  — 
| Pr Me FFE r3? p;(r) (r a rs) nn Le À: 
» enr fre-nrdr = a je fe pri REC Pa(r3) __ Pa(r3) A Pari + €) 4 
| (r3—r, (rar, )(r3—7) 0 (r3—r,)° 7700 
A (r;) AT ve x dx — __ P2Ui Or) ga (71) (1) __ Pa(rs wi €) 
£ £ € 


Qa(rit €) — Pari) — 89, (7 Ru 
— ( \ { ) { = Lon(r +80); 


£ 


LATE, 39 


Xe » fur a à: ja PONT N + 
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donc, quand on fera r; — r,, € — 0, l'intégrale générale 
deviendra, aux constantes près C;, C>, C:, 
1 1 £ : à 
if FES ®s(r:) HR ALENT Xe—r,x dr +... 
1: 
Si l’on supposait 4 racines égales, on trouverait, en fai- 


sant 
I 


os (= fx BTOC 


Frs) (Tr 


et raisonnant comme précédemment, 


"= ——> gi (r:) + Açersr fre divers : 


En général, si m racines sont égales à r;, on fera 


et l’on aura 


ca 


(a) Ne al) ? AS) TH Am-rC/ mt lécmt dx hard 
Pour que cette dernière formule (a) soit rigoureuse- 
ment démontrée, il suffit évidemment de prouver que, si 
elle est vraie dans le cas de m racines égales, elle le sera 
encore dans le cas de m +- 1 racines égales. Or, c’est ce 
que l’on fera facilement de la manière suivante : posons 


? 


I 


“ ÿ Fe (r re Tia . (r GE 7) e* | HUE dus D vs Éa 
on aura 
r 
Dm (r) Le 2 __Pn(r)_ ; 
= Ts 


An-x erm+: frere x 
[2 


PL TS 
Tax ls) € 
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d’ailleurs, en considérant 


comme un produit u”, on aura 


1.2.3...(m —1) (m—1)1.2.3...(m—9) , 


(m—x) FUEL em AU RU A2 
| 1 ras Le QE En(r) J (is Tops PVR 4 (r) ? 
\ ! 77 
PATATE URE  OPRLEE AO APN BEBE) CM | 
Per ) À ) Gris GIE DL 1 (rar) fi L rames é 
et l’on en tirera 
SLI A RE 2e PRRLALCE) ER A2) RE GORE 
2.3... Cu 1 AEUTE AUTO ER AANRTS Le ES AU, 
Le Pris) 7 Onfrs)  MEnnfre) CT ul) 1 QU (7,) 
ASE em em I em US) en—2 ... 103 (m— 1) £ 


RU esp 


Lex 


(m) 


1.2.3...(m—1)m 
Enfin, si l’on fait r,,, — r, ou € —0, on trouvera 


H 


Î 2,3... (m— I jm Fri) + mt ms fKe—rurant…, 


ne 
et c'est précisément la formule (a), étendue au cas où 
m + 1 racines sont égales à r,; done, si cette formule est 
vraie pour "= racines égales, elle le sera encore pour 
m + 1 racines égales ; or, elle est vraie quand deux, trois, 
quatre racines sont égales à r, ; donc elle sera vraie tou- 
Jours. 

Il reste à déterminer la valeur de 6%=%(r,), pour mon- 
trer que l'intégrale contient encore 7 constantes dis- 
tinctes. Or 


fr — rm) (T — Frs) (Tr 


0e 


a De Do, Nb ner) (r) X f(r), 


Ne (7r+he)}amr2eT mt Xe-rntatdr+…. 


PRET" LL AL Es ot 5 NE ee LT DU OP ANNE VON PT Ne CNRC TZ PDO NN 7 PR 
At UE ee Ru * D STE LOPURET L'ET,. LDNUN : JVpet 1 ET AUTANT PT LL L. 1 
: FAURE ; v = RS ut ts 4 Lu MDN EP EE Te og + Pr 
Le Ye 14 + | * né z en 
{ t: 
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en posant 


TU) = 


(r — my) (7 — Tmy2)e + «(7 — 7h) 


(rec MRSeT Tr 


ÿ] 


donc 


m— 1 
Gm=3(r) — fin) (7) + : fa, (7) Ê02) (7) +. + fe (n f(r). 


K— x 
Lorsque dans cette équation on remplacera r par 71, la 
fonction f,_1(r), et toutes ses dérivées, seront des nom- 
bres ; il reste donc à trouver ce que deviennent les déri- 
vées successives de f(r) = e"* J Xe-"* dx: on a 
LP) = ex f Xe dx — f DS Nip 22 MN JXenart, 
f(r) et (x f Xe dx — 2x [ Xredx + f Xe “dx) = 1.2.6" /[J Xe” dard 


enfin 

fm) — 1.2.3...(m — 1) eff... f Ke-dar. 
En substituant ces diverses valeurs dans l'équation qui 
donne 9" (r1), après avoir fait r — r1, On trouvera 


M —1 


pie) 


1.2.3... (m—1) 


= af SRE éd pe (ENS Ke dans +. . d 


Si l’on remarque qu’en vertu des formules établies dans 
la dixième leçon, une intégrale multiple d'ordre m 


SIT SE Code" 
est égale à une fonction de x, augmentée de la somme 
CO ep Cs ana Cs a) 


il sera prouvé que la valeur de Er (Ne et par suite 
l'intégrale cherchée, renferme m constantes distinctes. 
Pour la réduire en intégrales simples, on aurait recours 


| 
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à la formule 


JJS +. SJ F(x)dx" 


2 [E(x)dx—(n—1)2" 2 [xF(x)dx+ l'aile tee. DATE (TIR 


12.3...(n—1) (Er) (RES Re VON A 
M NE Flo ET) IR lee 


RES CE Er Ce Car PSP CORTE 


que l’on déduit facilement des diverses formules établies 
n° 65, et que l’on vérifie immédiatement à l’aide de plu- 
sieurs intégrations par parties. 

244. Le procédé que nous venons de suivre a beau- 
coup d’analogie avec une des méthodes qui nous ont 
conduit à l'intégration de l’équation linéaire. L’équa- 
uon 


St A OPA RE a 
? 


+-C” es nd. g fetr-artasE que, x + Cm) ft rt, 
convenabiement développée, ou sa transformée (B), p. 594, 
donneront, dans tous les cas, la valeur de l’intégrale géné- 
rale avec z constantes arbitraires distinctes. 
Si toutes les racines 71, r:,..., r, de l'équation auxi- 
liaire f (r) == o étaient égales, c si dde si l’on avait à 
intégrer l'équation 


D'y+ar Dr "y —n TELE +. 


{e — 1) 
1,2 
(nr — 1} tés 
sn Se nt TMS Fe DEP ARE ON 
dont l’équation Het est 
(HET eo, 


alors tous les coeflicients À,, +, À8,..., À, se pré- 
sentent sous la forme infinie; mais en ayant égard à la 


formule qui précède, on trouvera 


Y=c"t| [dx fdx [dx fXe-*dx+C'[ ff... fde+ Cf ff. fers +00) fac). 
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Le second membre est évidemment le développement de 


Jr IX ce dr'; on auraMOne 
FR RE 


ou, en développant, 


ci ent fi [Xe-rxdx-(n—1)x"? bi Xre—rxdr...+ 14 Xat-te—rixdx 
Er 3. (rt) + Cars + Car Re, + CU) x + CE) k 


245. Considérons enfin le cas où quelques-unes des ra- 
eines de l'équation auxiliaire sont imaginaires. Comme 
les racines imaginaires vont toujours par couple, il suf- 
fra de chercher ce que deviennent les deux termes de la 
formule correspondant à deux racines imaginaires conju- 
guées. Supposons donc que l’on ait 


AUS SN C APT EEE r, = @ —6V/—:ù, 
et représentons par R la somme des termes correspondant 
aux racines réelles. Les deux coeflicients À,, À, pourront 
être imaginaires, et l’on aura, en général, 

A=A+BV/—:i, À —A BV; 
les autres coefficients seront toujours réels, car ils renfer- 
meront à la fois les deux facteurs 
(rn— T:) = (rm— « 6 VAT ), Tn—Tl'2à = (rn— a ie D 1471 ‘ 
dont le produit est (7, — «)° + 6*. Cela posé, on 
aura 

eZ eZ VAT (GS «x 62 — 14) 
AR er 

er LÉ 

rer VU + f Xe er EE 1 ) 
Me Bh os 


ou, en réduisant au même dénominateur, remarquant que 


Je 


= +R, 
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Ex 1 — cos6x + V'—1sin6x, et représentant 
par 2C', 2C” les constantes indéterminées C; + C, et 


Ci OEr 


rx (A cos 6x + B sin6x)(C + [Xe cos6xdx) 
" — B° 
ar (A sin 6x —Bcoséx)(C" + f Xe “sin6xdx) 
A? + B? 


+ 2e* + KR. 


Il sera facile, dans chaque cas particulier, d’eflectuer les 
intégrations du second membre; on a, en effet, n° 29, 


Je sin bxdx — =" {lu sin bx — bcosbx), 
b? + la? 


fe cos bxdx — (la cos bx — b sin bx); 


b2 + la? 
or 


dX f'a*sin bxdx — dX f a*sin bxdx + Xa* sin bxdx; 


donc 


JXa* sin bxdx — X f a’ sin bxdx — J'dX. j'a’ sin bxdx, 


et, en substituant pour f'a* sin bxdx sa valeur, il vient 


[ Ka: sin bxdx = 


[2 


FE (la sin bx — b cos bx) X 
la 


ocre» f D,X.a’sin bxdx + 
b2 + la? 


nr ms fPx. a* cos bxdx ; 


on trouverait de même 


fa: cos bx de “= © {lacosbx + bsinbx) 
b? + la? 


LE 


2 PE fr. X..a* cos bxdx — ps J Pixar sinbrda. 


Substituant tour à tour dans ces formules D,X et D; X, 


D'X et DiX, D'Xet D'X,..,; à la place de X et D,X, 
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on aura une série d'équations qui donneront les valeurs de 


SJ D;X.asinbxdæ, [D X.a* cosbxdz ; 
JDEX.a"sinbxdxr, fDiX.a cosbrdx,..…., 


et en remontant, par des substitutions successives, les va- 
leurs des intégrales cherchées. On trouvera de cette ma- 
nière, en posant b° + la? = m, la — n, 


£ ° 2_3hb2 
frarsin brdr= © T {nsin bx-b cos ba] x-7 —D,X+ né me ie pe nue x | 
ba 2__p2 
de ARR RENE (ee Ed C0, C0 } 
7h? Ne m m? 
b 
fRarcosbrdr=" — (1 cos bx +bsin be] x-°D, — ne Rae Di X+.4 
baï 3n? — b?_., | 
— (sin be — Dc08 br)| D. x— 7 DIX + —— DiX +... 
À 
Si l’on faita — e—2, b — 6, d'où 
la = — «x le =, me Len = te, 
il viendra 
HE AS 
X+ ——D Rs 
0 œ? 2 2 Ç?) 
fKe-arsinedr— TT (à sinCx+Ccos 6x) me ; (pe 
; pm aa Qi 
Tee SR 
Ée-ax 3a2— Ç2 
Re ru So te | D a X + Aix + rer Di X+.. ] 
a? — (2 
-2x ar œ? a D: Xp) 4 
fKe-arcos LE A cos G. in Gr) Fe ons 
a26? a(a?— 367? )p:x + 
(22462) TX e + % 
+ nn. -(6 cosé Gx)| DèX+———— DIX hu Dix | 
c z -X- D 
PERD Gr æsin | a. x Ne z X+ j 


ces formules sont d’une application facile. 
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Examinons encore le cas où une racine imaginaire 7 
est double ou triple : supposons, par exemple, que 
r, = a+6V/—1 soit une racine triple, et appelons 
r, = a — 6V/—1 la racine imaginaire conjuguée; la 
portion de la valeur de y correspondante à ces deux 


racines, dans le cas où l’équation n’a pas de second 
membre, sera 


= € (C + C'x + Ca) + ex (ce + c'x + c'x?) 
== (a+ V1 }x (C' + C’x + C’x2) + dei} (c'+c'x + c’x?) 
rés (c’ eV ec e"éxV- 1) +r(c'eirv-r + c'eréxV-1) x? (creErV-1 + c'e ErV-1) 
— e*#(C' cos Éx+c'sinéx)+ax(C” coséx+c/ sin Cr)+-x2(C” cos 6x + c” sin6x) 
— eT (C,+C,x+ Cr?) cos Cr, +crtc,r?) sinsr|. 
246. Applications : I. Équation sans second membre : 
1%. Diy—12Diy+62D;7—172Diy7+266D,7—1607—0: 
‘équation auxiliaire est 
r$ — or + Gar$ — 19272 + 2667 — 160 — 0, 
et elle a pour racines 
m=2+2V/ 1, r,=9—9V/—ù, 
73==,3 + AT 8 =3— V1, TNT 
on trouvera 
7 = e%*[(C, cos 2x + C, sin 2x) + e(Cscosx + C; sin æ) + CG]. 
PÈL Diy — 14D5y7 + 64D;7 — 967 = 0 : 
l'équation auxiliaire est 
3 — 1472 + G4r — 96 — 0, 
et a pour racines | 
AS MORE TR r3 = À; 


en ne prenant dans la formule (A), que les termes’ affectés 


618 CALCUL INTÉGRAL. 


des constantes arbitraires, puisque X —0, on aura 


pete (One ac de AE C, fe—**dx + C3); 
or 


Ce dr par a 2 e(x + +), 


jee Se, 
donc 
y = ef (Czx +0" + Ce). 
3°. Diy — 8Diy + 26D27 — 48D,7 + 457 — 0: 
l’équation auxiliaire est 
r# — 873 + 267? — 48r + 45 — 0, 


et elle a pour racines 


mem AN NP SV rs à D ab Ve PET ri 2/1: 


La même formule (A) donnera 


y —= ex C, fax fe? 1) de fe AV dr | | 
3 Aie az fe? (Vi qe + Cs f'dx + C4 


en développant, on trouvera 


y == e[C, cos2x + C, sin 2x + e*(Csx + Ci) |. 


RTE | : 
4°. Di — nr, Di y + AL 5 ) ADN 
Ts 


n(n—1) ,, 


I 


sn D'rcmers DÉCEr 0; 


| 12 
l'équation auxiliaire 


n(r —-1) 


mm — nAÂri-i — HAN. far nAr-r+t A"—(r—A)" — 


1.2 


a toutes ses racines égales; et l'intégrale générale sera 


A == el ait (Girrst - Giva? —- Car - * a —À- Cie —- Ch): 
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QEPRETT Équation avec second membre constant : 


D'y + A, Di y + A D y+.. HA, Dy +A7=A. 


Dans la formule (B), on pourra faire sortir la constante 
X — À du signe d'intégration qui l’aflecte, puis succes- 
sivement en dehors de tous les signes d'intégration qui 
précèdent, et l’on aura 


= Ant fear fe" ar, 3 . fetr rar fe dr 
+ Get LE Get +. + Ge; 
mais 


A 


—? n XL : —|l'nX 
fe Ar EE enmE, 
Th 


= I 


3 ln 1T ° 


e : 


dar — 


Ta Ta ln—x 


Jrrra fe Pa dx — 


en continuant ces intégrations successives, remontant 
jusqu’au premier signe f, effectuant la multiplication de 
l'intégrale définitive par ef, et remarquant que le pro- 
duit de toutes les racines 7, r:,..., r,_1, r, de l’équa- 
tion auxiliaire est égal au dernier terme A, de cette 
équation, on aura, pour l’intégrale complète de léqua- 
tion donnée, 


A | : i 
= HG Get EE OP RON ENT 


S1 deux des racines de l'équation auxiliaire étaient i1ma- 


ginaires et égales à « + 6V/—1, on aurait 


A : à ; 3 
T=ZX + 7 (CG cos 6x + C sin Éx)+ C3 ec" +. ,+Ce"*, 


LL 


si toutes les racines de l'équation auxiliaire étaient 
égales; alors, en passant toujours la constante X — A 
en dehors de tous les signes d'intégration, l'équation (B) 
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donnera 


Mais À /'dx fdx... f[e—"*dx — +? en", et d’ailleurs 
: 


nt" À;: Onaura dont 


LS # HEC Ca? +. Cn® + Co). 


248.TIT. Équation avec second membre variable: 
12: Déy — 7a Dry + Gay — x: 
l'équation auxiliaire est 
r$ — mar + Gaÿ = 0, 


et ses trois racines sont 7 == — 34, Ta — 24,3 = 4@;en 
employant encore la formule (B), on trouvera 


eee er 3az e serdx fe dx [x?e dx + Ce 3z + Ce2ar + Cet: 5 


Or 


“ "2 48 D 4 2 
JL'e dx =— z LH — + — |; 


donc 


& na 


eT2at 3x 
Jrad ( Go 
ACT 6 


— at 2 AT Co Fe 49 
PC D Var TT pe der (+ +20). 


En substituant, on trouvera 


A 
SN EM 2 fes 49 
TT Gas (2 SITE 


) ss Ce 3er ae Ci e?ut + Cet; 


c’est l’intégrale générale de l’équation proposée. 


2, Di y + aD, y — Ga y = br: 


J = AA def de... fe dx + CN PS. der HCN/S. dr +. 
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l'équation auxiliaire est 
r2 + ar —6a? = 0; 


ses deux racines sont 7, = 2a, r:=——3a; la formule 


(B) donnera 
êc= Po Ko EN 2 Cat LE Ce? + C,eÿaz ; 


mais 
OR ve (ea 
Joe dE be "dr = ps. Lei 
donc 
(be 24)" 


—5az TO JU ee RON 0 7 ARR ATE 
ARS ST RS 


et, en substituant, on trouvera, pour l’intégrale cher- 


chée, 
bz 
— 2ax —3at 
ET Rd 6 
3°. Di y —3D; y + 7D:y7 — 57 = x: 


l LA e ‘1° . 
équation auxiliaire est 
7 — 3r? + nr — buESo : 


ses trois racines sont 7,1 2 LV/—1, r,—1—2V—1, 
Ts — 1;10n aura 


ss = (r — ra)(rs — r3) —=— 8, 
I 

= (74 FT ro = r3) = — 8, 
CE 

: | 

— = 73 — r)(r3 — nr) = À, 
À3 


et la formule (B) donnera 


\ ñ [cos 2x (C, + fre *cos2xdx) + sin2x (GC, + f'xŸe-+ sin 2rdx)] 


<e 
fl 
| 


+ 7 (C3 + ÿ L'EVAI 


Pour avoir en termes finis l’intégrale générale cherchée, 
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il suflira de substituer les valeurs des deux intégrales 
fre" cos 2xdx, f'x°e-*sin2xdx,déduites des formules 
que nous avons rappelées ci-dessus. 
ii D;7 + A,D/y + A,7 = X: 
l'équation auxiliaire est 
7? + A,;r+ À, = o. 


Supposons que les deux racines soient imaginaires et-que 
l’on ait 


nr — 2 L OV — 1, 7 ME 6 Lis 


on aura 
T3 — 7, —=26V/—45, mp — 96 —1; 
xL 


e . 7 TE 
Y = [sin 6x (Gi + S Xe TT cosbrdx) + cos6x (C, — [ Xe *" sin Cxdæx) ]. 


Exemple : 
D£y + 2D,y7 + 27 = x, 
AUS LASER M de ER 
C, sinx + C, cosx 
pres EURE Cu SRE 4 sr ee 
CE 
08: D°y + A,7 = X : 


7 4 e e # 
c'est l'équation du fameux problème des trois corps, l’é- 
quation auxiliaire est r°? + À — 0; 


r = VAV/—i, r— —V AW 1, GEO, C—V/A; 


on aura 


y VA = sin (xV/A) 1e + f X cos (x/A) dx + cos (xy/A) Fe —fX sin(æÿ/A) [dx 


6. Diy — 8D/7+23Diy — 28D,7 + 127 = x: 
l'équation auxiliaire est 


À — 673 + 23r? — 987 + 12 — 0, 


LAS 4 
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et a pour racines 
ER NE NE ES 
l'équation (A) donnera 


Se ( J'dx fe dx fe dx f xe-ÿ*dx + C, [dx [e-*dx [e*dx 
\ + C, fdx fedx + C3 [dx + C; 


et, en développant, 


‘ 


ZT 
LÉ nepre L + Cire? + Cet + Cse® + Cieit. 
5 D’ NT. n (7 TE 1) 2D' 2 3 n—1 n En 
n°. 2) —2rD,  ) AD EN PUR D nt LEE USE ET OR 1 
L’équation auxiliaire est (r —7,)* — 0, et a toutes ses 


racines égales; on trouvera dans ce cas, en se servant 
toujours de la formule (A), 


#4 AS ss Xe de (n—1 )et 2 fXxe NT dr+. Ef Xe M 
_1.2.3...(2—1) Car Cat COST PC 


8°. Diy+ay = X: 


l'équation auxiliaire est r" + a" — 0. Si n est impair, 
l’un des facteurs du premier degré sera r + a, ou l’une 
des racines sera r — -- a. Tous les autres facteurs sont 
donnés par l'expression r °— 2ar cos0 + &°, dans laquelle 


ok 4 ] F ° e LA A 
= RER La partie de l'intégrale correspondante à la 


racine réelle sera 


eT** f Xe“*dx. Chaque couple de 


nat: 


racines imaginaires donnera naissance à une intégrale 
particulière 


Ce 


26 | C; cos (8 + ax sinê) f Xe Ces (axsin6)dx | 
nat +0, sin(8 Es ax sin 6) (Xe NE 0 sin (ax sin b)dx ; 
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et, pour obtenir l'intégrale cherchée , il suflira de faire la 
somme de tous les termes que l’on obtiendra, en don- 
nant tour à tour à 0 pour valeurs tous les multiples im- 


e FF e , « 0 . 
pairs de -, inférieurs à x. Quand 7 est impair, l’un de 
7 
liples est “7 ou + fl d, d’ 
ces multiples est — ou x, auquel correspond, d’une part, 


la racine r —— a; de l’autr 


Épr t Be 


qu'il faudra réduire à moitié, parce que ce n’est pas 
a? + oar + 7°, mais bien a + r qui est facteur de l’é- 
quation x" + a = 0, 

Si X — 0, chaque terme correspondant à un facteur 
du second degré devient 


947008 0 


[C, cos (0 + ax sin0) + C, sin(0 + axsin6)], 


Title 
que l’on peut mettre sous la forme 


Ce"* 5 cos (c + az sinb), 


c étant un angle constant quelconque. 
9°. DE Ye ati X 1 


l'équation auxiliaire est r" — a" = 0; l’un des facteurs 
est r — a, ou l’une des racines est r — a; le terme cor- 


ef Xe-*dx. Sin est 


impair , a —+ r sera aussi ES — «a sera racine et 
e** [ Xe“*dx. Chaque 


couple de racines imaginaires sera donné par le facteur du 


respondant de l'intégrale est - 


, I 
donnera naissance au terme 
À Z 


19 Lnis 


, 2kx 
second degré 7° — oarcos0 + a°, dans lequel 0 — 7 


QT 
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et produira la portion d’intégrale 


26% CSÛT cos (8 + arsin Li Xere CO88 cos (ax sin 0) dx 


nas + C,sin (9 ax sin GT Kerr cos 6 sin (ax sin 9 dx 


et, pour arriver à l'intégrale cherchée, il suffira de faire 

la somme de tous les termes que l’on obtiendra en don- 

nant tour à tour à 0 pour valeurs tous les multiples pairs 
F pi « » 2RT 

de- inférieurs à tr. Quand 7 est pair, oet—— — x sont 
It a 

deux de ces multiples auxquels correspondent les racines 

r—a, r —=— a, et les termes de 


ET) ?. 


GR ONERTAY, PTRNE Ut, 


T0 0 nat: 


qu'il faudra réduire encore à moitié pour la raison que 
nous avons dit. 

10°, Di y HD y +... +Dir +Dir + D,;r + y = X: 
l'équation auxiliaire est 


PR pe pis LH ré or Er Dr = 0, 
ou 


Sin + i est pair, r — — 1 sera l'une des racines à la- 


2 rh 
quelle correspond le terme TE e7" f Xe*dx. Chaque 
72 I 


couple de racines imaginaires sera donné par le facteur 
247 
FR + 7] : 


du second degré r° — 2r cos 071, dans lequel 0 — 
la partie correspondante de l'intégrale sera 
—4 x cos 0 10 C, sin +(36 + 2x sin6) RE TCE cos (x sin 8) dx 


+ 1  [—Gcost(30+2x sin 0) f Xe—7 060 sin (xsin6) de 
JR TE 40 
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et, pour arriver à l'intégrale cherchée, il suflira de faire 
la somme de tous les termes que l’on obtiendra en don- 
. nant successivement à 0 pour valeurs les multiples pairs 


des 


NE 


Si X était égal à o, la partie de l’intégrale correspon- 
5 9 5 b 
dante à une couple de racines imaginaires deviendrait 


Po [CE sin+(39 + 2x sin0) + C,cos+(39 + 2xsinb)|, 


ou plus simplement 


Ce” cos{c + x siné), 


c étant un angle arbitraire quelconque et C une constante 
arbitraire. 


1102 D PR AND PES A DE y A3D" Ty li, 
HA, De y HAT = AQRM ER QT GATE + Am + Ame 


Essayons de satisfaire à l'équation proposée, par une va- 
leur de la forme 


Va = ba bia De + On + On 
en substituant pour y cette valeur, on trouvera 


A,O2M HE A,b, ai, at GA TH mL On y 
+ A,_,mb| 


et, pour déterminer les »+1 coefficients b, b,,..., b,, on 
aura les n + 1 équations du premier degré 


A,6 —=u, AÀ,b, + À,_imb —a,,.... 


Connaissant y1, on complétera l'intégrale générale en 
ajoutant à cette valeur y, l'intégrale z de l'équation sans 
second membre 


Dr Au. DAT Ta dé pe tn AD. Ar "0, 
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199, Dr AMEN A, DT AT 


— Acosmnx + Bsinmx, 


À, B, m étant des constantes données. 
Essayons de satisfaire à cette équation en prenant , 


Yi = 4 COST + Aa SINT ; 
en substituant, on arrivera à une équation de la forme 


a (G cos mx + H sin mx) + d (K cos mx + Lsinmx) 
= A cos mx + Bsin/mnx, 


G, H, K, L étant des constantes dépendant de m. Or, 
cette dernière équation sera vérifiée si l’on a 


| + AU PBR } BG AH 
ARGDIEUHE T'OLENHE 


a 


Ces valeurs de a et de b seront admissibles tant que le 
dénominateur GL — HK ne sera pas égal à zéro : nous 
verrons tout à l'heure comment il faudrait procéder si ce 
dénominateur était nul. 

On obtiendrait avec autant de facilité l'intégrale par- 
ticulière 7, dans le cas où le second membre X, composé 
d’une suite de deux ou de plusieurs termes de la même 


f 


forme, serait 
X= A cosmx + B sinmx + A’ cosm'x + B'cosm'x +.,., 


et faisant y — u+v, uet v étant deux nouvelles va- 
riables, et substituant dans l'équation donnée, on pourra 
la partager en deux ou plusieurs équations nouvelles 


Du A, D 'u-+...+ Au Acosmz + Bsinmxr, 
D'o + A, Dr H,.,.+ As — A'cos mx + B'sin mx. 


En procédant comme nous l'avons déjà indiqué, on dé- 


40... 
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terminera deux intégrales particulières 
u, — a cosmx + b sinmx, v, — a’ cosm'x + b'sinm/x, 


de ces équations, et la somme y — u, + v, de ces deux 
intégrales vérifiera évidemment l'équation proposée, 

dont on complétera l'intégrale générale par la valeur de 
z déterminée comme nous l’avons indiqué plus haut. 


120. Diy + y =cosx: 


en appliquant la méthode précédente , on trouverait que 
le dénominateur des valeurs de a et de b est nul. Pour 
arriver, dans ce cas, à la vraie valeur de l'intégrale, par- 
tons de l’équation D°y + y — cosnx. Si l’on cherchait 
une valeur particulière de cette équation, on trouverait 


I COS 2X 
be 0; À Pb 


A 


3 2 
1 — n°? I1—7? 


et, en désignant par z l'intégrale de l'équation sans se- 
cond membre D;2<+ 2 — 0, intégrale qui est évidem- 
ment égale à C'eosx + C’sinx, C’ et C’étant deux con- 
stantes arbitraires, on aurait pour l'intégrale générale 
de l'équation Diy +y = coszx 

Fe COS 72T 


VA — + C'cosx + C’sinx, 
i— 7? 


Ï 
1— n°? 


ou, en posant C’ — C° — ; 


COS ZX — COST M 
pers = 0lcosr +- C’sinx. 


1— 7? 


. COST — cosx 
Or, pour n —1, l'expression ———— prend la forme 


I — 


TT 0e £ x Sin x Nr 
indéterminée ©, et a pour vraie valeur : : donc l’inté- 
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grale générale de l’équation D; y + y = cosx est 


& 


xsinæ 


Vs Hu cost Lis rx. 

On arriverait au même résultat en employant l’artifice 
de d’Alembert. En effet, si l’on pose 7 = 1 + €, l’inté- 
grale générale de l’équation D° y + y = cos zx deviendra 


: 


COS(T + sr . 
PMEIE SOA C'cosx + C” sin x ; 
— (2 +6) 
or 
cos (x + ex)  cosxcosix—sinzxsinsx 


ee (2 16) DAME — (2 +6) 


u 


et l’on trouvera , en développant cosex, sinex, et posant 
] 


! — j 
È At E ET a 
y = cos x (C’ + A9 + sina(c" + ne nn Be), 


A et B étant deux coeflicients qui ne deviendront pas in- 
finis quand on fera € = 0, n — 1; on aura donc définiti 
vement 


xsint 


= + C'cosx + C’smx, 


“ 


comme nous l'avons déjà vu. 
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Intégration de quelques équations linéaires, de l’ordre n, à coefficients 
variables. 


249. Considérons d’abord l'équation 


A 3 


D’ : 
EN (a + bx}? 


al à prit D'—y+... 
AL Dai 0 PAU dE qi 


Ne TO 
" (abx}) 
Si l’on fait 
Y = (a+ bxY, 
il vient 
r{r— 1) (r—2)...fr—n + ii) 
+ Air(r— ir n +2) +...+ Ansr + A,=f(r) = 0; 


et l’on en conclut que l’expression y — (a + bx)" véri- 
fiera l'équation proposée, si l’on donne pour valeur à r 
l’une quelconque des 7 racines r,, r:,...,r, de l'équation 
auxiliaire f(r) = 0. Les 7 quantités 

(a+ bx)1, (a+ bx)":,..., (a + bx}r, 


seront donc autant d’intégrales particulières de léqua- 
tion donnée, et l'intégrale générale sera 


= Ca + ba) + C(a+ ba) +... + Ga + ba). 


Par une méthode tout à fait semblable à celle que nous 
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avons suivie dans la trente-sixième Leçon, on passera fa- 
cilement de cette intégrale à celle de l’équation 
AnJ 


port ee" 17 Se 


* TA (a+ 6x) 


DFCr + 


fete (a 2 5 


Si quelques-unes des racines 7,, r:,..., r, étaient égales 
entre elles, ou imaginaires, on aurait recours à des mé- 
thodes de transformation absolument identiques avec 
celles que nous avons employées dans le cas de léqua : 
tion linéaire à coefhicients constants. 

Prenons pour exemple l’équation différentielle 
À; À,7 


2 f 
PER FD: : Ta bzr 


— O0; 


l'équation auxiliaire est 
| r(r — 1) + dir His = 0; 
en appelant r, et 7, ses deux racines supposées inégales, 
l'intégrale cherchée sera 
y = C;(a + bx)r + C,(a + bx)?. 


Pour reconnaître ce qui arrive dans le cas des racines 
égales, mettons l'intégrale trouvée sous la forme 
mn =aCL0 (me Co(rh 
et faisons 
Mr ge 
on aura 


p(r») =@ (ri + +) = (ri) + e®'(r, + 0e), 
Ÿ — (GC; "= C;) (7) + C:Q" (ri + 0) sans) 7@ (ro) -t C'g'(r —- Ge) ; 


en passant à la limite et remarquant que 
g'(r) = D,(a + bx) = (a + bx)'l(a +,bx), 


on verra que quand les racines sont égales, l'intégrale 
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devient 
y =(a + bx)3 [C4 Ca + bx) |; 
on verrait de mème que si trois racines 71, le, la SOL 
égales, l'intégrale générale est 
y = (a + bx}1 [C' + C'I(a + bx) + Ce + bx} ] 
+ C; (a + bxÿs +.. : 


‘ 


250. Comme seconde application, considérons l’équa- 
tion 


Dir + X,D,y + X,7 = X. 
Nous avons vu qu’ii suflira de connaître une intégrale 
particulière de l’équation sans second membre 
DE XD 2 Xz—0 


pour ramener au premier ordre l'équation avec second 
membre. Soit z, cette intégrale, et posons y — uz,; en 
différentiant il viendra 


D,7 = uD,z, + z,D.u, 
Diy = uD;z, + 2D,2,D,u + z,Diu. 


Substituant dans l'équation proposée et réduisant, on 


trouvera 
(2D:z, + X,2,) Diu + 2, Diu = X; 


et en faisant D,u — v, 
21D3 0 + (2D:2,; + X;2,) v — X. 
On tirera de cette dernière FqnétRon la valeur de », et 
l’on en conclura 
HE ou N\var, dé red + f dx). 


Exemple : 


l'équation en z sera 


Dizduia=10, 
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l'équation en v deviendra 
2x D, A d0D;2, — X, Lou 2,dÿ FI904z) XX dx; 


multipliant par z,, et intégrant, on aura 


TX 
oz! = C;+ Xz,dx, 


To 


US C,+ Jane LE 
2° \ 


Ci + J'Xz dx 
EIRE et er LR 


z? 
£ 


sé me (ire f 1x. 


L'intégrale générale de l'équation en z sera 


D Le AC 2: rad é 
J 


ÆXo ?1 


Comme nous l’avons vu encore pour abaisser le degré de 
l’équation sans second membre, il n’est pas nécessaire 
de connaître une valeur particulière de z; mais la nou- 
velle équation différentielle du premier ordre ne sera 
plus linéaire comme la précédente: il suflit pour cela de 


e ù tdx . 
faire z — Mo: , d’où 


tdx 


De A HT, 
D;z = tD,z + zD,t—= (D,t + #2)z.... 
ituant ces valeurs dans l’équation différentielle pro- 
Substituant | dans 
posée, z sera facteur commun, et il restera une équation 


différentielle en £ du premier ordre, mais qui ne sera pas 
linéaire, puisqu'elle renfermera des puissances de £. 


Exemple : 
: D£z IX, 2 =0; 


l'équation en t sera 


Dir +X, = 0. 
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f 


Puisque DE Se h2T on teur 


LE 
Z 
et il semble que la valeur de t renfermera deux constantes 
ainsi que la valeur de z, ce qui ne peut être, puisque l’é- 
quation en £ est du premier ordre ; mais les deux con- 
stantes de la valeur de £ se réduiront en réalité à une 
seule. En effet, la valeur de z est donnée par l'équation 
x dx 


2 C3; + cs, | Fr Pa 


Zo 7: 


ou 
Z — Ci: SR C3) 


: x dr 4 
epiasant z.-—7, [ —, et l’on aura, par conséquent , 
To z, 1 

z 1 Ga: 

à ne Ce 3 C2 7. 1 C, 2 Ad à UE CZ, 

ide Cirr + Ciz: C, 1: 3, + C2 
Zi Z 
É. 
251. Faisons X, — — ax", a étant un coeflicient con- 


stant, et cherchons l'intégrale de l'équation 
Di — 47% —"0: 
L'équation en t deviendra 
DT TM GR NOU Par t'OX Ar" Ar. 


C'est l'équation de Riccati, que l’on saura intégrer, par 
conséquent, si l’on sait intégrer l'équation 


Dr arts — 0. 


Pour y parvenir, posons 


»00 7 | 
LA ares J A oir) di, 
2” 0 
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et voyons si nous pourrons déterminer le nombre à et la 
fonction o(u), de manière à satisfaire à l'équation en z; 
on a 


200 27 
sax! | ug(u)e* “du, 
y O0 


EX pui u 
Ds. | u’g(u)e * “du 
…/ O0 


320 


14514 j| u? (u)e—* qu : 
9 


— a (a 


en substituant dans l'équation D; — ax”"z — 0, et ex- 
primant qu'elle est satisfaite, on trouvera d’abord que 
a — 92 doit être égal à m,ou &« — m<+2, etqueq(u) 
sera déterminé par l'équation | 


Ce C2 
à [e?atu? — af — 1)u — a]g{u)e® “du = 0. 
0 


Or, on peut choisir Yu) de manière que l'intégrale 
qui précède, prise entre des limites quelconques, soit 


Ld « — LA La Ld e 
égale à Y(u)je* “; car, en différentiant les deux mem- 
bres de l’équation 


fier — af — 1)}u — a]q{u) e EE du — Ju)" # 5 
on trouve 


Le? ru? — afa — 1)u — alo(u) = — 2" (u) + d’ (w), 


et cette dernière équation sera satisfaite, quel que soit «, 
si l’on a ë 
du) =— aug {u), Vu) —=—[a(a— 1)u +a]q(u), 
V'(u)  a—1 a t—1 a 
es du) =— lu — — + C, 
No | 


2 4 
au EU a al 
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on a donc 


Jr — af —1)u— a] Q{u)e—*"" diCu Ne au 


et l'intégrale définie prise entre les deux limites o et œ 
s'évanouira nécessairement, puisque le second membre 
s'évanouit aux deux limites. D'ailleurs, des équations 


a—1 «a 
du) C2 0e ER Ÿ(u) = — au? p(u), 
on tire 
C I & : I «a 
PAPER Sont FE ve 
EE 4 UE — Cly ce 184 


et, en substituant pour g(u) sa valeur, on trouvera défi- 
nitivement que l'expression 


J " a 
(PTS CE om 7 LT, 
2h Go u “e LE 


Oo 
vérifie, lorsque & == m + 2, l'équation proposée 


D? 2 = ax"z. 
I 


. 5 : Fe a 2 Æ 
Si, après avoir fait, pour abréger, a k°, on change u* 


en u, on trouvera que la valeur de z prend la forme plus 
simple 


O 


LÀ 
390 — — — KXu+ 
z — CC» if eut du. 


Enfin, si dans cette dernière expression on change w en 


(72 : 5 4 © 
7» Ce qui ne change pas encore les limites, on aura 


Kart 
D — mA 


= | e u* du, 
t 
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252. Il est facile de prouver, à priori, que cette va- 
leur de z vérifie réellement l'équation proposée. Suppo- 
sons en eflet qu'on fasse d’abord 


x 
DD px — ; 
ARE Î e u*du; 
Le] 
Li 
ou bien , en changeant « en u*, 
I x* 
y p-—i —u—— 
f (x) = - fr e du, 
œ FE 


et mettons en évidence quelques propriétés de la fonction 
f(x). En différentiant, par rapport à x, les deux mem- 
bres de l'équation précédente, on trouve 


1 
De a Ter à — He — — 
Fa) = — 21 | 150 "Ib Han, 
et, en multipliant par x, 
CODE #17 
je u 
BAT =;./ 7 0 0 RAIN EE 
0 


Intégrons maintenant par parties , en remarquant, 1° que 
si l’on fait 


_x4 A 
mp" 
o! L 
va PA En nt À À 
55 Le 
on aura 
xr* 
ER 
2° qu'en posant de plus 
I 
+ CA UD; 


on aura | 

1 Fo Le] 
xf(x)=— J pdg=—p1 +} .qdp= J ap; 
0 y © 6 


La 
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1 x* 
X: a # . s 
canyg Sue u Ss'évanouit pour. w— 0 et u — o, 
On a d’ailleurs 


I I 


J 
dp = -u*  eT"du = ufe-"du, 
æ 
L DE 1 x* 
aliens Minnie: 0 — —u— — 
C u 5 
qdp=-u* _e du — u*e dus 


et, par suite, 
Jadp = x) =) — 


En différentiant de nouveau par rapport à x, on aura 


CT (x) rs «| 40 e rank ai Fee 


(0) 
f(x) satisfait done à l'équation 
JOHB ee d DJ UAR 


ui ressemble déjà beaucoup à l'équation différentielle 

q q 

proposée, mais qui est moins générale parce qu’elle sup- 
ose que l’on a a = &? —(m+2}. Pour lui donner 

HPCUE 

toute la généralité qu’elle doit avoir, faisons 


Z JE), 

d'où 

Dz — 4 f" (4x), 
D: z Me 20 
PE SU (4x)* ARS PS AVE ES 

[42 

et, en posant À — —» 

2e 


5, 2e NE e 
Dit Aa ut 2) — axes, 
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Il est donc bien certain que la valeur 


œ.. KE r* m ax 


© —u — : Mer 
z— Cf (4x) — C s (4 qu = C e au Ju 


O 

vérifie l’équation différentielle Diz = ax*—23. 
Exemple. Soita= 2, l'équation différentielle se réduit 

A D'z— 4a7..etl'ôn 2 


or 


ax° 


_IV%e : 


donc la valeur z,=C, V/7 e—x V4 est une intégrale par- 
uüculière de l'équation D z— «az. Mais nous avons vu que 
son intégrale générale était | 


7. L C.Z, faces ess ford 
V4 2 V/a 


Le LES en MEN HR pi 
C,e Ai CNE 3 


donc enfin. l’intécrale générale de l'équation D°?3 — az 
2 O Le q 
sera définitivement 
2— Ce Va æÆ Ce Va. 
3. Considérons main nt l'équation différentielle 
de d aintenant | t diff üell 
D2z— ax 7%? 2; 


une intégrale particulière de cette nouvelle équation sera 


&" 
LR 
vo 
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évidemment 
Î a u* 
mn A): 
z, — Ç' ezt xeNgr, 
© O 


CA . 3 ° 
En changeant w en x V — u, ce qui ne change rien aux 
[44 ; 


limites, et réduisant, on trouvera 


— UE —_— 
PART a Cr | (A au* du. 
Le) 


Donc si o (x) est l'intégrale particulière de léquation 


GAL LE I \e &e 
différentielle D° z = ax*° 2,2 =x(}) sera l'intégrale 
T 
parüculière de l’équation que l’on déduit de la précédente 
en changeant « en — «. Il en sera de même de l'intégrale 
générale, car si o (x) représente l'intégrale générale de 
l’équation 


on aura 


et par suite 


or, si l’on différentie deux fois l'expression z — x9 (+) }’ 
S 4 


on trouvera 
hi Ï L 
Dome (= JE - D222 —) p'00enE 
AE EEE 


: i I 
et en substituant pour 9%” 0 » ® ( . leurs valeurs 
L 


Ces 
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donc réellement si ® (x) vérifie l épatiqu D'z—ax"?z, 


XP (: =) vérifiera l'équation D? z=— ax” ? que l’on déduit 


de la première en changeant à en —«. 

Exemple. Nous avons vu que lorsque « était positif et 
égal à 2, l'équation différentielle se réduisait à D'°z=— az, 
et avait pour era générale 

La Lnpere EVA a + Ce ae g(x). 
Donc si l’on change & en — «x, c'est-à-dire si l’on fait 
a«——), l'équation différentielle, quidevientDiz— ax z 
aura pour intégrale générale 
( HIAAER ( ; EU 5 re) 
s=ap(l)=s Ce TRE C''eTz SA 

Dans tous les cas, quand on connaîtra l’intégrale générale 
correspondante à une certaine valeur positive de &, on en 
déduira immédiatement l'intégrale correspondante à cette 
même valeur prise négativement. 

254. On peut, dans un certain cas particulier, obte- 
nir en termes finis l'intégrale générale de l'équation 


9 


—_ I I 2. 
Diz—uax* ?z,c'est lorsque - — n + -, CEA 
c 2 272 + I 


7 étant un nombre entier ; alors, en effet, l'intégrale 
trouvée 


x x 


mahg — — 


DE do au” du 


deviendra, si l’on y change successivement, 1° «enu”, 


uen au, et si l'on fait — —5, C——C, 


Supposons un instant que «& soit égal à », l'équation 
différentielle devient alors D; z — az, et a pour inté_ 


ch: 1Ls 4 I 
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grale, comme nous avons vu, 


ax? 
3 


CO ni ee à 
À On e qu du=!V/x Fo 
0 


ou, en faisant &° — 45, : 
D — ui — + —- “08 
me C [ LL RP AUPR ire Vas, 
 O 


comme la valeur précédente de z n’est qu'une transfor- 
mation de celle-ci, on aura nécessairement, en remplaçant 


CV 


a 
, 
2 


æet Cpar leurs valeur 5, 2, 


s = 
ee) — AU —— . = 
1h us e HAL Wr em2VaVs 
0 a j 
et en diflérentiant » fois par rapport à a, on trouvera 
S 
100 —u — — 73 
n+i—1 a — + — 

[ HAVION LE es PR VOTE 14e FN 
ec’ O \ 
or, on calculera sans peine dans tous les cas, la valeur 
de cette dérivée de l’ordre n que l’on peut mettre sous 


la forme f (x, V/a) et qui à une constante C; près, sera 
une intégrale particulière z, de l'équation Diz—ax"? z 


Co x : 
dans le cas où LUE +. I est facile de voir que cette 


même équation sera satisfaite encore par l'expression 
z. = f(x, — V/a), car la valeur de l'intégrale 


$ 
QG mn Il IS 
n+-i— 1 
0 


reste évidemment la même quand on change V/ 4 en—V”a; 
l'intégrale générale de l'équation D£z — ax“, dans le 
“ 
cas où - = 7 3 sera donc 
Œ 
2— Ce V/a) ‘à Cf (æ, — Va), 


et s'exprime par conséquent en termes finis. 
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255. Proposons-nous d'intégrer l'équation 
Dir —xy=0o, 
et pour y parvenir, considérons d’abord l'équation plus 
générale D? y — x y = C:, dans laquelle C, désigne une 


constante arbitraire : faisons y — f'e** Z dz, Z étant une 
fonction arbitraire de la nouvelle variable indépendante 
z, et l'intégrale devant être prise entre des limites qu'il 
s’agit de déterminer. On aura 


à ip de He Zz" dz, 


et en substituant dans l’équation D y —xy = C:, 

Le Zz dz — fe xZ dr — Cr. 
En intégrant par parties, on a 

see LhOTE et Z — fe dZ, 
et par conséquent 

Jess (Zzr dz + dZ) — eZ = Ci. 
La fonction Z et les limites de l'intégrale étant compléte- 
ment arbitraires, nous pouvons en disposer de telle sorte 
que la partie affectée du signe intégral s’évanouissant, la 
différence entre les deux valeurs aux limites de la partie 
intégrée eZ soit égale à —C;.La première condition four- 
Er “x ? ; sr , d?Z 

nit immédiatement l'équation différentielle TE" dz, 
d’où l’on tire 


gn+t ga+1 


in Cen Te Ai CE Etes 


et la seconde sera sausfaite si, en prenant pour limites 
zh of E = on tait CC on anra dore 


gu+i 


de CE 
Lier Ps [ E MOUSE 2, 
y 0 
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Cette valeur de y ne sera cependant qu’une intégrale 
particulière y, de l'équation proposée. Pour en obtenir 
une seconde, il suflit de remarquer que puisque la quan- 
tité Z ne change pas quand on y remplace z par 2, 
a, étant une des racines de l’équation &"+! — 1 — 0, et 
qu’il en est de même des deux limites de l'intégration, on 
aura une seconde intégrale particulière en prenant pour 


gn+E 


2 
y l'expression Cie J| e "Tea dz. D'ailleurs la dif- 
Ô 
férence de ces deux intégrales particulières fournit néces- 
sairement une intégrale particulière y, de léquation 


D'y — xy = 0; on aura donc 


gai 


D — ————— 
, x 
PE e LAPS PR )dz, 
«/ O 


C; désignant une constante quelconque. 

Les 7 — 1 autres intégrales particulières s’obtiendront 
évidemment en employant les 7 — 1 autres racines &:, 
äss.-.) & de l'équation &"Ÿ! — 1 — 0; et par consé- 
quent l'intégrale générale de l'équation proposée sera, 
énfaisant Gb CG LR ECG oc 


QG or 
gn+i 


œie 
Z 232T Ar BL 
a e RH (cer +ce ec ee HP iehc, ee | 1 
oO 


ss Cn = — Cr 


En différentiant 7 fois de suite, par rapport à x, cette va- 
leur de y, on verra sans peine que dans l'hypothèse de 
z —0o, le coeflicient différentiel D:y se réduira à la 
somme € + €, + Co +...+ ©, et l’on en conclura que 
l'intégrale complète de l'équation Diy — xy = C:, s’ex- 
primera par la même valeur de y, pourvu que les 7 + 1 
constantes soient assujetties à la condition 


CAC C2 PE: Cr ei Ge 
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256. Considérons en second lieu l'intégrale 
D; y + abx"y — 0, 


que l’on peut mettre sous la forme 


en posant ab — c?. Prenons pour variable indépen- 
dante la variable z, déterminée par l'équation 


dz = x°dx, 
on aura 
nr 
2 AE 
Tes x ras, 
n + 2 m 
en faisant 
n 
M—= — +I, 


et, par suite, 
D,y __ D,y x UE 


D;y — (m ES 8) EC De+ + AT SEN 3 AE 


I IN — 1] 
= Die D,7 + D; 7; 


x! x”? É 


si l’on substitue ces valeurs dans la proposée, elle devien- 


dra 
put nei41 


"4 
aa OS se 
Pour intégrer cette dernière équation, faisons 
IN No Ter 
on aura successivement 
MN e Tdi — cl fe “AT, 
EE — fe“ Crdr, 
zD; y Een DR Te2zdt — — ee" Te? + [et TEA: 


substituant ces valeurs dans l'équation 


M — 1] 1) : 
2 DV CV 
m Z Y ni 


D; y + 
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mise sous la forme 
M — 1 
Z(D y —cy)+ — D,y = 0, 
m 
il viendra 


ILE 


eTUT (ce? — +?) + fer (a-Te te. c?dT — Tede) id? 


En égalant à zéro la partie soumise au signe intégral, on 
aura, pour déterminer T, l'équation différentielle 


M H- I 
(4? — c?)dT + Tiait—= 0; 
m 
d’où l’on tire 
aT fi mir tdt 
k De m Fini) 
et, en intégrant , 
ML +- 1 


Il reste à déterminer les limites par la condition que la 

différence entre les deux valeurs extrêmes de l'expression 
M — 1 

e ET (ce — 1?) = e "(ce — &?) ** soit égale à zéro; 


M — 1T e te CAC 
or, tant que l’exposant Tr sera positif, cette condition 


sera satisfaite, si l’on prend, pour valeur extrême de t, 
t—0, {—®, et, par conséquent, une des intégrales 
particulières de l'équation donnée sera 


mm —1 


—— 


œ 
mi Gi, Can Te — t?) Pat 
C2 o 
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Mais la condition aux limites serait encore satisfaite si 
, e 

l'on prenait pour valeurs extrêmes 4=—c, t = +c; 

on arrive ainsi, en changeant tour à tour ten ct, t en—Ctf, 

à deux nouvelles valeurs de % : 


m+1 + m--1 


Fe | T1 
Ni es C: et (c?—#) 2m dt— c | er f —t?) 2m dt 
—I 


CC 


m1 MA 


C + I 
Y L— C, e(c?—t 2) 2m dt— Ci / CALE LS ?) 2m dt ; 
—-c c/ — 1] 


d’où l’on déduirait facilement 


. la m+I 
ve cf (ect + eG)(1 — #2) A LEE où 
oO 


Pour obtenir une seconde valeur particulière, faisons 
Y = Zÿ1, l'équation proposée deviendra 


TD, 7: ne DHL = (ts ba dt 
ou 


I+ MI 
EN Em dE né 
ua 
si l'on prend pour variable indépendante dz — x?dx. 
En comparant la dernière équation à celle que nous 


avons obtenue plus haut 


DS ps 


ou 


on arrivera à cette conclusion importante, que, si l’équa- 
tion proposée est vérifiée par une certaine valeur y = 71, 
elle le sera encore par le produit xy,, pourvu que dans la 
valeur de y; on change m en — m; la somme des deux 
intégrales particulières, obtenues comme nous venons de 
le dire, sera l'intégrale générale cherchée. 


MENT 
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: M. Lobatto , à qui nous avons emprunté ces transformations, ajoute, 
en terminant sa-Note, que les valeurs de y précédemment trouvées B po 
les intégrales complètes des deux équations 


D. y Un, D. 7 car, 


conduisent immédiatement aux intégrales complètes des équations 
aux dérivées partielles D’ = xDi*y, Dir = x Dir 

257. Pour rendre plus sensibles encore les théories que nous avons ex- 
posées , pour familiariser avec les artifices de calcul par lesquels on est 
forcé. de suppléer sans cesse à l’imperfection des théories générales, pour 
mieux faire connaître l’état actuel de la science, nous avons cru néces- 
saire de passer en revue rapidement les diverses elasses d'équations que 
les géomètres sont parvenus à intégrer directement ou à l’aide de procé- 
dés plus ou moins détournés. Les équations 


D,y—zxr= 0," D,;7— abz" —0, 
si élégamment intégrées par M. Lobatto, sont déjà deux exemples remar- 
quables de ce qu’on peut obtenir à l’aide de transformations habilement 
devinées. 
I. Equations dans lesquelles une dérivée d'ordre quelconque est expri- 


mée en fonction de la dérivée qui la précède d’un ou de deux rangs. 


Posons 
| dy = pdr, dp = gqdr, dy =rdr,..", 


puis désignons respectivement par Ÿ, P, Q, R,... des fonctions de 
Ty P, 9, T3... de telle sorte que l'on ait 


Y=f(r),, P=f(p), Q—=#w(4),..…. 


et proposons-nous d’intégrer les éqnations 


= Y=f (7) 09 = Bite r—=Q— g CAES 


# 4 s Le 
Comme on à p — Fr la première de ces équations devient 
PU A 
OX = ;) 
* 


et donne immédiatement 


d 
À cause de 4 — + la seconde donne 


__dp ES * pdp 
RCE Moi à ee 


La troisième équation r — Q, quand on y substitue pour » sa valeur 
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dq qdq 
dd = dr = dp = — 
Q° gaz af Q ? 
d’où 
= 484 
ÿ en Q ? 
__d d 
dy =p 291741 


dq gdq 
HO OL PR co 


On trouvera de mème que les équations s —R, rt —=5S, donneront 


3 
La dr val dr Parti rar 
DU SR SR LR Re 
- : É . 
LT — & , 


Corollaire. Si dans les équations 


d pd 
NET F&pr 


on suppose x = P, on aura 
dp 


dt, >= [pd eUL — fra, 


ce qui devait être. Si, au contraire, on fait x — Q, on aura 
de = dQ, qdx = dp = qdQ, 
p = fqdQ, > =/fdQ/ 4dQ = QJ qdQ — f 4QdQ, 


ou, en transformant 


.J = 590 +35 J'Qdg — Q[Qds, 
Q7 — 2Q JQ da + J'Qds. 


Si l’on faisaitz — R, x —S, on trouverait de mème 


297 — 


67 = Rôr — 3R° f Rdr + 3R [ R'dr — f R'dr.….. etc., 
247 = Sis — 4S fSds + GS? [S'ds — 4S [SVds + f S'ds 


En conservant les mêmes notations que ci-dessus, cherchons les inte 
grales des équations 


© 
es 
Le 
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pour la première équation g — YŸ , comme on a 


dp 
TE D! 
on aura 
PSC 
pdp = Ydy, p°—=2f Ydy, p=V/2[ Yd — _ 
Jere 
X — a 6 
V'2/ Ydyr 
qdq 
Pour la seconde r = P, à cause de r — “To °n aura 
P 
RTE dp  dp 
dg = Pd — 2 = LE = —) 
qd = Pap, q= Va fPp=ts 
d’où 


dp v= |, pdp 
————— $ es peau 
L/2$ Pdp V/2/ Pap 


Pour la troisième, la quatrième, etc., procédant de la même manière, on 


X = 


trouvera 
ee j! dq Hat J dÿ qdq 
= FRE = a ———— Foie 
V/2/Q d V'afQ & J V2fQd7 
sf dr ” LÉ dr ji É dr rdr 
Le —— |, EE  —— FR, 
V’2[R dr Wa R dr Vof Rdr V'2[ Rdr 
la loi est évidente. 


Les équations qui précèdent sont toutes comprises dans les deux for- 
mules 


F(D 


N— 1] 2 " n—2 ñn 
sols D, r) == ED Jr; D,7) = 0, 
qu’on peut intégrer comme il suit : en posant tour à tour 


nr—1 n—3 
FN Se NADINE, 


ces deux équations deviendront 
dz d?z 
F(:, = )= F (T He 0: 
et l’on en tirera 


dx = f(s)dz, x = JS f(s)dz+ C = o(2), 
? dz ,d : dz \° : 
DE SG) 9 Ed = f(e)ds, (&) — of f(s)dz + C, 


de = o{s)dz 1x = y(a). 
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Si l’on peut résoudre, par rapport à z, l'équation x — (2), on con- 
naîtra Dir et, par une suite de quadratures, on arrivera à la valeur 
de y. Si l’on ne peut pas la résoudre, on obtiendra y de la manière sui- 


1 
vante : l'équation D, 7—32 donne 


D ‘y =f sde =f 5f(z)dz +C; 


intégrant toujours par rapport à x, et remplaçant dx par f'(z:) ds dans le 
second membre , on parviendra, par une suite de quadratures, à une va- 
leur de la forme y = f(z), et il suffira d'éliminer z entre les deux équa- 
tions x —®(z), x — f(z), pour trouver l'intégrale générale de l’équation 
donnée, avec n constantes arbitraires. 

De même, si l’on peut résoudre, par rapport à z, l’équation x = x (2), 


u2 
on counaîtra D,_, y, et, par suite, y à l’aide de n — 3 quadratures qui 
introduiront 7 — 2 nouvelles constantes arbitraires. Sinon, on obtiendra 
ue 
7 en fonction de z, en intégrant n — 2 fois l'équation D,_,» — z, après 


avoir multiplié à chaque fois le premier membre par dx, et le second 
par /'(z)dz qui est égal à dx. 
Plus généralement encore, si lon a 


m+: 


mn n 
F(z, Dr, D, 7,..., Dir) = 0, 


m 
on abaissera de "1 unités l’ordre de cette équation, en posant D,» — 2, 
et, si l’on peut intégrer l'équation 
nm 


Fe, 3; List LE 0) 


puis résoudre par rapport à x ou à z, on obtiendra l'équation en x et en 
y par les mêmes moyens que dans les cas précédents. 


Si l'équation était 
F9, Dar, Dee. Diy), 


on pourrait, par le changement de variable indépendante, la ramener à 
la forme 


et l’abaisser en posant 


D, x = P: 
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Exemples choisis parmi les équations que l’on rencontre le plus 
souvent dans les applications du calcul intégral. 


d'y __ dr 

ax — dx 
dp 

RE AT æ=C, +alp; 


10, 


1%” 


ou qg—-; 


2 


ÂÛt 
dy = adp, y == C, + ap, RNA PE EA Fote 


d*° dr nor 25 ms 
Fr _ 7 V +, Je Vi au A z={C; 2H Gi Eu 


dx C, 
3°. — adxd?y = (dx + dW'}, x =C ——T? —, 
Vi + p 
a 
FC + (GS + 0 = @ 
Vi + pt 
ds dy dr 
0 ÉNS 
108 Œx ‘dr? 
s = V/dx; + dy est pris pour variable indépendante. On a 
dxd, 
ds — O— dr 1 pt + # ren 
V'i1+ p° 
d'où 
d 
ru pdx b 
1+ p 
et, en substituant dans la proposée, 
2 . 
pdx (1+ p*}: Ar AO adp ARR ap _ 
— pd 2,1? . 2 
TE P (+ p°}s Vi +p 
Par suite, en faisant p — L k 
u 
au° du adu adu 
dx Es Sr es = Se pme latines 4 A Tr) 
(u°+1)2 LV +7 (u? +1); 
au ————— 
x = CC, — +al(u+ Vi Eu) 
V/1+u | 
ou 
ner allie sfr Han EP 
V'i1+ p? e 
ds dy dy 
ro LE Û C4 
Sie LT 2 aarctang— 


ds étant encore la variable’indépendante : on aura 

3 

dr (1 + p°}s 

— ———— = aarctangp; 

dp 8? ? 

ad 

"TP arctangp, dW=— 

(+ p'} 


apd 
PA ect arc tangp ; 


(+ p'}: 


dx = — 
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Re : d 
et, comme la différentielle de arc tangp est- _ ;; ON aura 
P 


| d 
ere ang p +e fe, 
V'i+ p (+ p°} 
les 
Y = — "are faDg PMR; 
Vi+ pi (1 +.p°} 
x = Ce —T are tang p, 


Vi+p Vi+p 


a a 
J=C > + ————— rc tangp. 
2 V1 FN p: V1 + p° # 
d'y d°yr a? ———— 
69, DR pa vor ou a qgdg= dxV à + 9°; 
z =C, Half 1 Hg, 
= fade = M re Ne VA ieaee 
dx V1 + q° 2 2 Fe 


aa 2: L'ASRE LU AVES 9 AA ONTE. 
r= NS KR (TE )+ a + a V1 + g° +0: 


Pélimination de 4 entre ces deux équations donnera l'intégrale cherchée. 


(e) ee ———— 
23 MEN ce 


7] 


d' d = 
FA VE 2 —+- (Be 
a 


dé di" Var * 
L . 
2r2 2C,1 2 CV TM 
r = + : Ge 
a 
d°y a adx 
0 no — — = —— 
d dx? x? æ œ? 
po=valkzr+ G,ure= axlr + Or+cC.. 
ds*d°y ' x 
109. —— —= — COS = : 


dx* au b 


= |/dr° + dy? est constant ; par conséquent, 


dsd?s — dr dx + dydy =o, dx = — pdxdp. 


1+pi 
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on aura 


d'y _ dd} dr 


x bras 
APN P") EN Et CS p=-sin;+ 0, 


dx? a b? 
b° x 
VRP C,x + C.. 
dx re ady dp 


119, —— — — — ——— ; 
V/ dx + dy? LA Vaio 


on suppose que y est variable indépendante : on aura 


Te 1 a get: (ge 
1+p—= | — DEEE ARRETE l » 
tré à (Gi) ; 2{a + 1)C,9 Ré 2(a—1)74—1 + CG 
0 27 Ted 
127: : &? Ti HE Ts 
ou 
a°d°q dqd°q __ 4dq dq® + C, 
a nn Ar PE ANNE Canne 
EE adq DV ET, 
T — = à ]———— ; 
Pérrarel di 
dy 
TS qdx = aV/q +0 LC, = 4 +all{q+Vv a+ C)+C, 
TL TX a sa 
2 — 2 —- LE 
conte LHC, x + C, — C'ef + C'e & Li Ca CIN 
2 2U, 


238. II. Équations du second ordre dans lesquelles une des variables x ou 
y manque; ou de la forme F(x, p, 4) =0, F(y, p, qg) —o. Si > manque, 


« 


: d 
on substituera à q sa valeur 2, et l’on n'aura plus à intégrer qu’une 
1 


équation du premier ordre, dont on tirera la valeur de p en x, ou de 
x en p. Si cela est impossible, on tâchera d'exprimer x et p en fonction 
d’une nouvelle variable z ; on aura donc ou p= X, x = P; ou x — Z,, 
p —=Z,; et l’intégrale cherchée sera dès lors donnée par une des trois 
équations 


D — J X dx, VIEN pl: Ten Zad7;. 


Dans le second cas, c’est-à-dire si x manque, des équations 


d dy 
1%, =, 
on tirera 
dp 
HEEN dy’ 


puis l'on substituera cette valeur dans léquation donnée qui sera du 
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premier ordre, et ne renfermera plus que y et p. On en tirera, ou p = Y, 


ou y = P; ou p= Z,, y = Z,; x sera donnée par une des équations 
suivantes : 


< = fé db P Re Se 
T T 9 x = )— + SRE Ph 
Y P P 220 


Applications numériques. 


(dr? + dy} RS LE dp __ dx __2rdx 
drxd?y LANTA (4 pr}et DA A a? 
P x? +aC, 
Va + p° a? + 
7e x? + aC, $ra (x° + aC,)dx 
Va (rt + a) Va (# +aCy 
29. (dx? + dy}: Dre ie Cx—a 
FAR D MIS ET WE meer 
à = f —" ae a) dx 
TE CE A / 2 PE FN 
CNRS TA 


a ei C)+a0, 
a—ÿ V1-G 
30. dx(dx* + dy*) + xdyd’y = ad°y V/ dr? dr*?, 

dr (1+ p°)+xpdp = adp V1 € pi, 

PL ere ira nl GP rent: 


PASS DS Lu DU NAN C, 


= Va CET ARC 


HV TE + 0, 


AA Tera 
C,(x — a) 
40. a dyV/ a+ 2 + a°drdy — x°dx’, 
a dpi + + apdr = x°dr, 
D pdx 4 x°dx 
15 V/ a E x? vi Vale 


équation linéaire du premier ordre, qui donne 


AR X° + 9a° — 2x Vate à Nr pee C 
FE CUEFVOLS = 1 TT GT; 
F 2 . 3 a 

y = —4x — ar +2 | A + Cx° 


2 SV 
TETE be Weine 
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50. (a*dy? + xdx*) dy = nxdxdy, (up? -+ x?) dp = npxdx, 
: (ap + x?) dp = npxdx, 
équation homogène du quatrième degré, par rapport à x et à p. Faiso” 
x — pu, il viendra : 
A rt 


n— Cat — nu?]2(1 vx n), z= Cu [+(i— nu] nr), 
LE 


= pr — frdp=Ciu(e (nul =" 
on — I 


— nC? furdu [at +(1— mu] 17. 
Sin —1,0n trouvera 


== aie, y =apiatl a [ pa V/ 1e. 
1 1 L #3 


————_—_—_—s 


60, adrdy® + x°drd?y — rxdy V/ dr + a? d’y°, 


ap° dx + x° dp = npx V/ ar + a*dp?, 
ap? + qi° = npx PATATE PL ES 


équation homogène par rapport à p et à x. En posant p = zx, on aura 


dp az? + nz V/ 1 — na?z? + a°zf 
LEE > =———— ; 
dx 7 n°a?z° — | 


dx dz ds ei AR 


XL {8 LL 1 + az—n°a°z + nV/1—n az + az 


a — |, 
dz 1+ az — raz — n V/ 1 — nu?z? < az 
HE M OU (n° — 1) a°z° ÿ 


on obtiendra p et 4 à l’aide des équations 


— ZT, Y=Âpir =fetdr, 


Supposons qu'on aitn®=2, n = V/2, on trouvera 


de d:f\—va2) ne (3—21/a) 


F2 £ I — az 
Ir (1-Va)ls ee )1(i—s) #0, 
a RENTE NES 


LE dr°dy — xdsd?y — adxds V/ d°2° + ds 


X& — a 


ds = V/ dx’ + dy° est considéré comme constant: on aura 


ANR ai Ve pqdr* Re dx” DER 
DRE Fo Later Pp — xq = 4g; 
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en différentiant, on a 
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— xdq — adq, d'où dj = 0, 
n x + a x? + 94ax 
= 24 p= fade = Ü = fps Sec, 
Gr: 2C, : 
So. Hd xdsd2p-— bds'aeir 


s est encore pris pour variable indépendante 


p—gx = 


différentiant, on trouvera 


= 
LV dxf + a*ds*d?}y° 
: on arrivera à l'équation 


bq J 
LV/1 + a*q° 2 


[PAT + a°q°} 
d’où 
I 
à =£ 10 = Ve 
q ? q ri E 
où 
— b 
Pere : 
VE eq} 
et 
si É N ee 
ar ET ; 7 frere Fe Ag el 
C, VC: on a? 20 PACE pe 2 
La valeur x —— ; donnerait 
(1 + a q° 12 
j bq(1+ 2 4°) b?q 3b°q ce 
TC sûcagh  Bai- Dati 2160 -Ha 0) Lib | ARE CE 


en éliminant 4 entre les deux équations, on arrivera à une intégrale 
nouvelle qui ne sera qu’une intégrale particulière. 


pie 


équation homogène par rapport à 


abd?y-—= dx 2 dx? + ady*°, 


abq — V5 ° + 4°pt — DE 
44 


à y ct p. Posons y — pz, on aura 


dr be 
2 PRE _— ans + Z 
L —5—— k a° dz tdt 
et, en faisant Va’ APNEMEz,, 2 ms ARLON: DA - rm 
AI : FR 
CE Lidi tdi 
F4 NL STE Sn 4 LS 


( 
e 


IX, 
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(2 
en posant - — 2n; donc 


b 

ody Vn° 1 Mes, di(n +Vr + ), & (n nan 1) 
J En Vo 1 in Un ré 

,2Ve +1 Er ee ae Ve “à 


—— 
(tn Rares 71 Là rod 


On remontera de la valeur y=f(t) =T à celle de x, au moyen des équa- 
tions 


a Œyr —: aaT atdt 
BE >, PP , À = ——_—_—_—2 2 "© , 
VE ri CS TV (t®—ont—1)ÿe—+# 
8 3 
Lov (dr? + y dx?) Le" eu (p+r} Fa 
’ 2 dy dx + y °dx — ÿd°ydx  *? 2PP+I — QI Ts 


3 
3 


dy (p? +y°) = onp'ydy + ny ‘dy — ny*pdp, équation homogène par 


rapport à p et à y. On fera encore p = zy, et l’on aura 


3 
3° dy (+ 1} = on2°r ‘dy + ny° dy — nz°y° dy — nzy ‘dz, 


CAE UPS n3dz nzdz 
* (+ i)Vi+ nan ENENS TC rer 2) 
Dans le cas oùn —1,ona 
TUE sde _dfi+Vi +) 
r { +i)(VE + ii) #(# +1) 
et 
_ di LVrikz) 
(+1) | 
or 


ge 0} : ds = - arc tanp # 
DU CUIR) can ESC UN 7 


tiitée Vi: in La 
eh ? ie 
} eV + à si Visiter u 
Donc 
A MOATOLeA Ê 
= 11 v PET RTS me 101 I 
V/2+3 Vs + 
Æ L ÿ 
x = C. — Fa AE — arc {ang 2, pee" Si Menite + 
2° +1 gi 
V2ay — 7° 1! Voa— y A —) 
PE NP _—, Z=C,—-———— — are cos 3 


au" ÿ F 7 
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: vero 
ou, En faisant arc cos 


= 9, 


Y —=a(i— cos), x Ë—p—cot iv. 


8 
3 


( p° } J ) 
119. Sr dalle 
PTIT 
Posons p° + y° — z°; d’où 


pdp + dy = qày + dy = zdz 


et 
zdz 
La re 540 ARE z°dy = 2a2 dy — aydz, 
C,z ; | 
=> =, eten faisant y°—1, dr — (C, + à) dt 
24 — £ ———— 


aq e— (CG, + 


Posons encore 


t — 24? — C, + %a cos p V/ a — C 


1? 


il viendra 
Denon lampes g La Gujan 
24° — C, + 2a cos o Pre 
2dx =— dy — td 


24% — C, + 2a cos pV/ a —C, 


en intégrant , et posant 


2aV/a — C , 24? V/ 1 — m° ————— Ina 
m.=—= 2a Va — G D'OR C 


FSC , er > 
24 G IV x —m 1+ Vin 
on aura 
m + COS O À 2a* (1 + m cos o 
D ÉD — Are COS, Lu 2 M à ce AS 
1m COS IL A / x AR EE 


Cette équation donne 


PR re ET mË) — 2a° 


2mMma° Le 


\ 


m+C0s® _ y? (x ee V1 — mé ) — 2a° (1 — n°) 


1 + m COS o my (1+Vi — mi) 


et, en faisant 


À 


L— , Ja +? + 2ab cos », 
m 
2ab D 
Me x; LL — M = —— 
at + b°? V ASIE” 
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2ab + (a? + b?)cos ? 
a + D + ab cos © 


27 — £ —q—arccos 


. (a — Bjsino 
= £ — 0 —arcsin - : 0 
é rie 


120.  d’y(ydy + adr) = dy (dx? + dy?), 


WW PYApr. adp 
1+p° 147? 


dp(p +a)=d(i+p), dr 


intégrant, 


US z=ap+CV ip, 
et 
dy MP. 
Sin Fe = alp+CI(p+ V1 pi) + €. 
Si l’on faisait C, — 0, on obtiendrait l'intégrale particulière 


x 


M D JO ete ep Cl Ti Ce 


: ne = à Re Ji 
Si l’on faisait, au contraire, C, — a, à cause de p + ie p°="- ct 
@, 
PTE An À , 
p=-————, il viendrait 
24Y 


SIS8 


— 
ASIE ou 27° = ae; 


x = al 
130. dy? —yd?y = nV/dr°dy + #d°r?, pt qgy =nV/p+ aq"; 
faisons 
FR RON OP EN UP 7ET 


il viendra 
p° — p£ZY = np Vi +, p—z=n A+ az; 
différentiant et remarquant que dp — zdy, On trouvera 


na°zdz 


— Y Az = ——\, 
We + a?z? 
d’où 

na?z 


d=0 où = — ———— 
D 1 + a7z° 


La première équation donne 
dy 


Das AS P Se C,> —- Ga dx = Do nc. : Cæ = 1(C,» -t- C, ; 
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la seconde équation donnerait 


: CRE CRETE n 
p= sg Hair 2, 
UT 1+ a°7° 
dy a?dz 
Fr Te 1 Wie, MNT ES tang az +C,, 
… 
et parce que ze RER ENT 
aV/ n°a? — y? 
C—x " J b—x 
———— = arc tang — —arcsin—; J—nasin 
a nu y? na a 


289. ILL. Équations homogènes. 

Une équation différentielle est homogène lorsque, en considérant les 
variables x, 7, et leurs différentielles dx, dy, d°y, comme des facteurs 
du premier degré, tous les termes de léquation sont du même degré. 
Ainsi, par exemple, l'équation x°d°y + xdx° + ydy ? — o est homogène, 
parce que tous les termes sont du troisième degré. Mais si dx, dy, d°?y 


sont considérés comme des facteurs du premier degré, p, qui est égal à 
dy , ae ; LEA 

Ja? SCra du degré 0, qg — Tes Sera du degré — 1, etc.; donc, si lon 
ramène l’équation à ne plus contenir quex,Y,p,q,..., pour qu’elle soit 
homogène, il faudra qu’en accordant respectivement à ces quantités les 


degrés 1, 0, —1,..., tous les termes de l’équation soient enccre du 


À : . ë t 
même degré. On en conclura que si l’on fait y = 2x, 9 —-,..., tous les 
TX 


termes contiendront x à la même puissance. Cette variable disparaîtra 
donc, et sa disparition ‘est précisément le caractère distinctif des équa- 
tions homogènes. L'intégration de semblables équations du second ordre 
se ramène toujours à l’intégration d’une équation du premier ordre. En 


, : t : : ; Ne 

effet, puisqu’en posant y = 27, q = -, x disparaît, l’équation résultante 
x 

renfermera les trois seules quantités z, t et p, et par conséquent une de 


ces trois quantités pourra toujours s'exprimer au moyen des deux autres. 
Mais, des deux équations dy — pdx, zdx + xdz — dy, on tire 


dx dz 


zdx + xdz = pdx, —— ; 
ZT PES 


on a aussi 


t 
dp pes q dr Aie 


d’où 


nr dx 
En égalant ces deux valeurs de —, on aura 
X 


ds dp 
Nr ou  tdz= pdp — z:dp, 
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équation du premier ordre que l’on intégrera d’après les procédés con- 
nus, au moins par approximation. Cette équation sera réellement inté- 
grable à l’aide de simples quadratures, 1° si test une fonction homo- 
gène de pet de z, car alors l’équation sera homogène et du premier degré; 
20 si £ est une fonction quelconque dep, parce qu’alors l’équation est du 
premier ordre, et du premier degré, par rapport à z : mise sous la forme 


elle a pour intégrale 
dp 


Le el, 


30 sisest fonction quelconque de la différence p — z; car, en faisant 
p —z = u, t deviendra fonction de u, et, à cause de p —s + u, l'équa- 
tion 1dz — pdp — zdp deviendra 


tdz — udu + udt, 


FARM udu : rent udu | 
L — l—u 


l'intégration est ramenée à une simple quadrature; 4° si, en posant tou- 
jours p — z — u, et désignant par P, Q, R des fonctions quelconques 


de u, on avait t me pu ] l'équation devient 
u it tu + ————, car alors l'équation devien 
À Qz + Hz? q 


d’où 


Pdz — Qzdu + Rzrdu, 


et on sait l'intégrer; 5° si, en désignant par M, N des fonctions quel- 
conques de z, on a 


t=u + Mu? + Nur; 
car léquation devient alors 
Mudz + Nur-:dz — du. 
En général, comme l'équation 
tdz — pdp — zdp 
peut se mettre sous la forme 


udu — (t —. u)dg, 
on aura 
t — u + Su, 


si, en désignant par S une fonction des deux variables w et z, l’équation 
du — Suds est intéserable. 
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Exemples : 


19, x d°y = xdxdy + 3yrdr°, ou x°q = xp + 3; 


faisons 
L 
Y —= ZX, LS, te 
d’où 
de. dpndquie dpt v"de 
EN DE op+32 ip —2 
(p + 33) dz = pdp — zdp, p=2+V/4s +C, 
ee DES 23+V/ 48 +0 Dan ie 2 
x 2 €, re C, à 
Pr Ver rer Land WU si D er A LE den A PE PAP RE 
C, C,x L AL pr 
5 a Dé Ad Aie Ace dde 2058 
PAU x? _ Œ LV” mx°dy ? + ny 2dx° $ 


les mêmes substitutions donneront 


de V/ mp? + nè =(p—z)dp, 


et, én faisant p — 25, 


dz (s — 1)ds 
“5 Léms Ætin sn. à (A 


30. nt d'y (Ydx =-)\œdr); 


les mêmes transformations donneront 
ndp = (p — :)d, 


et, en faisant p — z —u, on trouvera 


ndu UT 
dz = = , rex ru D 
D fo Cu 
TEE je nC.x 
y = nxl EN HR Le, 
2 C,(1 — C;x) 
4, (dx? + dy?ÿ — ndxdy V2 + y; 


on trouvera 
Gi+pidz=n(p— 1)dpVitre 


Pour intégrer cette équation, posons 


p = tanga, 'e—tangeé, 
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on aura 
da 13 FRANNE re Me RE? AM ; 
1 — nsin(x — 6) 1—nsin”y 
si'y = « — 6,et 


dx __dz _ décosx  (cos6cosy — sin 6 sin) dé 
x  p—z cosésiny cos 6 sin y 
__cosyd6  sin6d6  ncos dé sin 6d6 
siny COS6 1 —nsiny CUS 

puisque 

FAUs n sinydy ; 

1 —nsiny 
donc 
C, cos 6 C,sin6 
LE ——, = —————— — 
1 —nsiny 1 — nsiny” rs 


260. IV. Équation différentielle qui devient homogène quand on y con- 


sidère y comme ayant 7 dimensions, et, par conséquent, p et g comme 


des quantités de degrés n — 1, n — 2. On peut ramener une semblable 
équation au premier ordre; en effet , si l’on pose alors 


Y =aAtz,, p = AMC, g,—='Xr Tu, 
à cause de dy — pdr, dp — qdx, on aura 


xdz + nzdx = tdx, xdt + fn — 1) tdx — udx, 
dx dz dt 
== — ———— —, dj[u—{(n—:1)t] ={t - ne) dt; 
x 1 — ng u—(n—:1)t L ( He DE 
mais, par hypothèse, si dans l’équation proposée on substitue à y, p, 
q leurs valeurs en z,t,u, x disparait de l’équation résultante, qui ne 
contiendra, par conséquent, que z, t, u : de cette équation on tirera la va- 
leur de w, pour la substituer dans l'équation du premier ordre entre z et 
t. L'intégration s’achèvera alors par les procédés connus. On remontera 
d'ailleurs facilement de la valeur de t en z à celles de x et de y. 


Exemples : 
19. x°d?y = aydx? + bxdxdy, où qx° = ay + bpx: 
icin = 0; faisons 
L u 
RP “Eee à 


il viendra 
UV bt; 
l'équation différentielle 
de{u—{(n—:1)t] = (t — nz)dt 
deviendra 
ay dy + (b + 1)tdy = tdi, 
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Faisons t — yz, il viendra 
ady + (b + à) zdy = yz5dz + z°dy, 
dy zdz 


Va (6 Eds 


en posant 
a+(b+i1)z— 3 — (x + z)(6 —:), 
on aura 
401: 4, G—au =b+i1, 
a 6 
ay Denes mer 
EE — + — 
dé a +2 G— z 
lr—C il jte 
VAR ONE CRT ET Et 
ou 
& 6 


on a d’ailleurs 
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dx __ dy at dz 
x Jz (a+ z)i6 —32) 
ou 
dx 1 dz l dz 
ADN TES A EE ; 
mn a+ 06 «x +3 x +6 G—3z 
Fours 6 6 
ALMMT, x + Z ax + © CE De EN D APE pue Ext + crie C | 
(ME CZ 4 GE LE C, , 2 CH Lx n 46108 


A 
2 


: C 
substituant et posant -—— — (7, 
CE ES 


6 
SL 2 (ed 
CPE 
FA x“ d°y = x*drdy + 2xydxdy — 4y dr, 


ou 
aq = xp + 229p — 47°: 
icin — 2; posons 
MS Tz, Dim tte ui gs 
il viendra 
u=—= t+922t — 4s°; 


l'équation différentielle en z et £ sera 

2zdz (t — 23) = dt (lt — 22), 
d’où 

125, oui #0, 
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U ; dx d à 
19. Sit —2z, à cause de == — on devra avoir 
3 


dz — 0, Zz — CT Y — Cr. 


dz : 
— Suivant que Ja constante C, sera 


: = dx 
2, Si1=P+C, — = ————— 
x 2 — 923 +0, 


égale à 1, à 1 — C,, à 1 + C., on trouvera 


x I x x 
1 EE. — x? — Æ = re 
Ci 1 — 3 x— 7? ( 7) Cu 
! 
1, CSP ET (C-t1}xt — y 12C 
ou Ir = — — pas Cr = C0 es " : ’ 
C' C'—z3 +1 (C—i)ax? +7 
dx dz 
ou — — —_ : 
x (&— 14 LC, : 
Se Z Z—T PT? VE 
1 — arc tang —_ = tang. C1—: 
C A a TT à Ce MASTER 


964. V. Équation dans laquelle la variable y et ses différentielles dy, 
d°y, ont partout la même dimension ; une semblable équation du second 
dre pourra encore, dans ce cas, être ramenée au premier. En effet, si 
l’on pose, comme à l'ordinaire, 


AN par; sidp = qdr, 


les quantités y, p, q auront les mêmes dimensions dans l’équation trans- 
formée; et, en faisant p — uy, q — vy, y entrera à la même puissance 
dans tous les termes et disparaîtra. L’équation résultante ne renfermera 
plus que x, u ets, et l’on pourra en tirer la valeur de v, par exemple, en 
x et u. Des deux équations 


P'=uy Mami qar, 
on tire d’ailleurs 
dy — uydx, udy + ydu = vydx; 
par conséquent 


œudx, —_— — , 


dy dy vdx — du 
y u 


du + u°dx = vdx. 


Il ne restera donc qu’à substituer pour +, dans cette équation du pre- 
mier ordre, sa valeur en x et x, pour intégrer et obtenir la valeur de u en 
fonction de x; on déterminera ensuite y, et l'intégrale cherchée au moyen 
? y 
de Péquation 
In ude TE eJudx. 
L'équation 
du +- u° dx =v dx, 
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quand on pose 
p—u + V, 
devient 
du = V dx 


et sera intégrable, 1° si V — X désignant une fonction de x et U une 


Ü ? 
fonction de u; 2° si V est une fonction homogène de degré nul de x et 
deu;3°silona V—X,u+X,u", X,, X, étant des fonctions de x, ; 4°si 
U,, U, étant des fonctions deu,ona 


I 


V = = — . 
U,x + U,z2" 
dx dy 
Exemple. ayd°y + 6dy° — KE PU. «TI +Op— NN: 
Var + x: V/a Li 
en faisant p—uy, g—="}y, il vient 
Leu EEE Ne QE RE en D Ê tEu 
a? +. x° aa + x æ 
d 2 
OU DS Re on Me CUS 
«V/a?+ x° a 
1 
ou , en posant u — = 
sdx 6 
nb ec ion 
Va x? œ 


I 


multipliant par (x+ V/a + x'}* et intégrant, on trouve 


I 


6 si Le 
=(1+£) faG@+ Vat+xihe, 


R | = 


5 (x + V'a° + x!) 


Faisons encore 


TL CR PES % 
x+V/at+rxt— 1 : 
d’où 


> 22% œ, 
ai ir, — 220%, 


a 


TES œ 2 RAR 
E = —— "10 tas —%, de = “ at(x ds VS à 


at” 


6 2 [ x — # Fr RER 
si 1+°) [ES AL 2 st =C,+iT + ; 
LES OP" 2 D la 


668 CALCUL INTÉGRAL, 


tod: d 
mais 2 = udx — ER et l’on a 
ÿ s 


dx += dx 
4 RU OR Le 7 


donc 


1 
6 Dale + 
| (: ++ :) bn ls +1 (x+ Ve + m)=lst+C, 7=C'(st+ 6, 


-6 
et, ven posant C,(— cr, 
à 
l » 1—4 
! 1 FUN at “ARTE 
3.= C4 KO a ; 
a +1 CEE 


et, parce que 1—(x+ 1/4 + 2°)*, 
2e DEtaal 
Cry za rat À + 


12 


———————— TES 2 A ——— VE à F4 
; (x +14 ze x?) EL Qi — (etat x°) SE 
a —1 


On intégrerait plus facilement cette équation ramenée à la frme 


ay gq —+- 0 p° Fear, PME à 


V7 a + x? 


Le d. 
en Ja multipliant par . en effet, à cause de gdx—dp, pdrx —dy, on trou- 
| Pi 


vera ainsi 


14 Gdy dx 
DORE 


d’où, en intégrant, ; 
6 I 


6 . LA COS : ————— , ; 
pr =C(r+Va tr), y'a = Car (r+ Va + &)'; 


une seconde intégration ramènera à l’équation déjà trouvée. 


La forme générale des équations qu'on peut intégrer de cette ma- 
nière est 


Pdp + Ydy + Xdx=o ou P3+Yp+X=o, 
P,Y,X étant respectivement des fonctions dep seul, de y seul, de x seul. 


Exemple : xy d°y = ydx dy + xdÿ? + —= 2 ——, ou 


xXYq = Jp + 2%p° + 
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en faisant p —=uy, q =vyr,ona 


bu° d du — udx bx d 
du + ut de = u © + de + ædu—udr _ brdr 


espagne Ver nues à 
er l dx 
CO TE a De notes roro | 
a Cite NC V7 ar 
et, posant L/a—zx=1, d'où xdx = — tdt, 
dy. tdt dy AA Caé 
5 IG BE ENT RC EL) 
t G 
=; + 1(CG+8)+I1C", 
et, en faisant C, —C'b*, . 
] pureg Va — Fun C' C'b+V7 at — all 
pu b b 


262. VI. II ne sera pas inutile de donner au moins un exemple d’inté- 
gration à l’aide d’un facteur indéterminé. Considérons avec Euler l'équation 


ay dx? 
RS depadrtes 0) 
essayons de rendre le premier membre intégrable en multipliant par 
2X, dy + 2X,ydr, 
X,, X, étant des fonctions de x, et représentons par 
X, dy? +2Xx,rdxdy + Udx'=Cdr!, 


U étant une fonction de r et de x, l'intégrale du produit 


TES ù 2aydr® (X, dr +X, ydr) 
2d°y(X,d X.ydzx ÉUECTN ER RTE AUTRE EE 
24 A ESS TRE EE (br?+c+2dx + ex} ? 


on devra dès lors avoir 


DUR AR: de 2e 47e PEU dE PRG Ra Een 
k F (br° + c—+o2dzx + ex?) 


Cette équation ne pourra donner par l'intégration la valeur de U qu'au- 
tant que l’on aura 
dX,+2X,dr—0o, 
on aura alors 
ay (2X, dy — rdX 
dU As dora — 27 dy 


— y+ c+2dr + er) dx 


LT : 


] 
le second membre est la différentielle par rapport à > de Pexpression 


— aX, , 4X, 


by c-todr tes) 7 dr) 
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on aura donc 
ke — aX, .d4X, 
” b(by*+c+2dr+er) bar à 


pourvu que ia différentielle du second membre, prise en considérant y 
comme constante, soit nulle ou que l’on ait 


—adX, (by°+ ce + 2dr+ex*)+2aX, dr(d+ex)  ,d?X, 
b(br°+ c+adx—+ex*) éne 
ay? dX, À 
(by°+ c+2dr + ex*)°? 
or on satisfera à cette équation en posant 
DANS 2 
PE pE TS DOM dX, (c+2dzr+ex) +92X,dr(d+ex)=0o. 
11 reste à savoir si ces deux conditions sont compatibles avec celle que 
nous avons déjà trouvée, dX,+2X, dx — 0; or la seconde donne 


X, = c+92dx +ex*, 
d’où | 
dx, æX 
de: | RURALE EU JE 
2dx TS dx? . 


X,— — 
Les deux conditions s’accordent, et le facteur cherché est donc 


2dy (c+ 2dx+-ex°) — 2yrdx (d + ex), 


et conduit à l'intégrale 


dy° a (c+2 dx + ex°) 
2 dx cz?) — 27 Ÿ (à ex —— + er" = C 
FREE Te K TI bthyire+ode ter) | 7 ÿ 
3 a 
ou, én ajoutant p 2UX deux membres, 
se dy , ay ? ; 
er”) — 2 EH CE) + ©, + opt = C'. 
Tele + 2dx + 4 7 —(d + cx) re a due y 
Si l’on faisait 
c + adx + e2° =bs ') 
d’où RTL 
d + ex 
l'équation qui précède deviendrait 
bz°dy° 2byzdydz : ay? LES 
ERP ET ORNE PEN Et 
ur dre b(rx*+z*) b 
el, cn posant Y = us, 
be*du®=-Dufzdz? au” . & 


Rs TT TOME Et (bi 
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- mais 
z°dz? (A + ex)? 
pn — Ha v 
donc 
bz‘du* ce — ds _ C+(C —a)u 
Poil tb D US 1 Pet 
ou 


b'rédu® _ C+(C— a +d°— ce)u? + (4? — ce)u‘ 
di 1 +u , 


et, en substituant pour £ sa valeur, 


dx be Labs 2 en À LL ai dt Aa = 
ee es IL AÆRO ed cit 7 


les variables sont séparées, u est exprimé en x; on a d’ailleurs 


(ue 2 dr + ex° 
=uZ;=u Re 


Si dans l'équation proposée on fait 


c + 2dxr + ext — bz}, 
elle devient 
ay dx° 
dy + ——— — 
J b°? (> ee g? ÿ 9 L 
et, en posant} — uz, 


audx*? 
gd?u + 2dzdu + ud?z + tri tree PR 
b°z(1+ u°) 


Le facteur qui la rend intégrable est 2b{z°dy — yzdz) ou 2bz°du, ou sim- 
plement £°du: or, commeona 


dre 


on aura 
Ledx*,. drdz (4 + ex) Wuedzr° 


der (A Lex)” (ce/22 4?) de 
bz bz° TS bz b°:° Fe b°25 47e 3 


— = 


d°z 


L'équation, multipliée par z°du, devient dès lors 


ce — d° aududx? 
z‘dud?u -+ 9z*dzdu? + —- UdUALÈ = 0: 
+ dzdu? —- DE A b'{r+ u E ; 


elle a évidemment pour intégrale immédiate 


140) CRE QU de adx° ‘ 
Ledut + ——— ur — > = +Gdx 
| 2b° 2b* (Feu) 


nn 
2 
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on en {ire 


d? — ce a 
s'Ui — dx C Ras er : ; 
M rm 


et parce que la valeur de z étant donnée en x, les variables sont immé- 
diatement séparables, la seconde intégration est facile. Remarquons que 
ce — d° 


—— dx? — «dx? qui doit 


la valeur dezsatisfait à la condition z°d°?z — a 


s’accorder avec l'équation 
c + 2dr + ex° = bz°, 


Et en effet, de la condition z°d°z — «dx° on tire 


92 de 2d d 2 
22dx°dz di = Edit — a dx pe zdz 


5 ; Fit A  ——— 
£ Z V6 — x 


6x Cut er V/62— x, Gz° = à + + 269% + 2x2, 


2dzd?z — 


Exemple : Véquation 
a?y dx? 


LT + — > — 
(y +) 


devient intégrable si on la muitiplie par le facteur 2x°dy — 2yxdx ; son 
intégrale est 
| Pare dy a°y° 


— 27} — ———— = hp! 
He der Ve RU AETE A 


En posant y = ux, on arriverait à la transformée 


du PATRT u° 
Le? che (b? — &)u 


965. Vi. Empruntons à M. Liouville deux exemples remarquables 
d’intégrations obtenues , l’une par un procédé qui pourra souvent être 
employé, l’autre par une voie complétement détournée, 

19. Considérons l'équation 


Di + f(x) Der +F(r) Der = 0, 


et supposons un instant que le troisième terme n’existant pas, l'équation 
à intégrer soit 
D°7+ f(x) Der — 0, 


a 
on en tirerait 


Due Ce NUE. 


levenons maintenant à l'équation proposée, et voyons si, en changeant la 
constante € en une fonction de y, on ne pourrait pas, dans le cas où 
F(r) n’est pas nul, conserver à la dérivée première la même forme 
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Dir = Ce”) JP) as En différentiant , on trouvera 
Dey—e.//@)& D,cD.r - Cf), 
ou ,en mettant pour e PE Ge, sa valeur tirée de l’équation 
D.7 = ce” SF) dx è 
Diy = f(x) Der + DC Det 
En substituant cette valeur de D’ 7 dans l’équation proposée, 7. a 


GDrC+F(r)=0; 
et, en intégrant, 
cacrers E (#47, 
On a, par suite, | 
ne cereO)A er) e, 


équation où les variables se séparent d’elles-mêmes et qui conduit à l’in- 
tégrale cherchée, 


frOa Lo fees + or. 


On serait arrivé à la même intégrale si, en supposant un instant f(x) — 0, 
on avait pris pour équation auxiliaire 


Dr +F(r) Der?—o. 
En posant D;y — 7", et observant que Dir —7'D;,7"', on aurait eu 
Dr ax Cr) = 06 
et, en intégrant, 
RDA CSN AU 27. 
puis, en regardant C comme une fonction de x, 
Er —F (7) Der + A DeC De: 
de sorte qu’en substituant dans l’équation donnée, il viendrait 
LD: C+fG)=0,  CæGte//P4, 
= 2110 
DSr =C'e RE (7) dr, J (x) 0° etc. 
SIT 43 
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20, Supposons qu’on connaisse l'intégrale y = œ (x, &, €. 
d’une équation différentielle quelconque de l’ordre n 


E 
‘s, Cn}s 


fer; Dans DIN ISO TTENLX, 7; MT TU Po) VD DD: 


L'intégrale y et ses n dérivées y’, y",..., (0), dépendent non-seule- 
ment de x, mais des n constantes €,,€,,...; €n. La variable x, au con- 
traire , est complétement indépendante de ces constantes , de sorte qu’en 
différentiant la fonction f par rapport à l’une de ces quantités, c, par 
exemple, on aura 


D,/D, 7+D,' LD et D," SD,» Ph. + DD 04 


or, si l'on pose D. y —=2Z, £ étant une nouvelle variable, on aura 
D, Re Des; De. JDE De. yUe= Ds; 
en effet, 
De, TL D, Der =D:D, » Ur 
De "=D, Der'= DD, x'= D’, 


et ainsi de suite. En substituant pour D, 7, D, »',..., leurs valeurs, 
Li 


on trouvera 
2 nu 
2D,f + Des D, + D,s Dyf +... + D z D,G) f—0, 


équation dans laquelle y, y’, r",..., y), étant des fonctions de zx dé- 
terminées par l'équation 


J DT, Cis Cases) Cn), 


D,/f, D, f..., D,®7, doivent être considérées comme des fonc- 
tions connues dex, c,, C,,...s Cn. Or, cette équation est une équation li- 
néaire et homogène entre z et ses n dérivées ; et l’on sait qu’elle doit 
être satisfaite par la valeur z— D. y, puisque l’on est parvenu à cette 


équation en faisant précisément D, 7 = z; de plus, ce que l’on a dit de 


c, on aurait pu le dire de c,, c,,..., €; donc l'équation 
2D,f+ Des Di SD: 5 D FE. EDD,0f = o 
est vérifiée par les n valeurs particulières 
2=D, y, 2— De Je.) Dr 
et a par conséquent pour intégrale sénérale 


7= CD, 7 + CD 7 + De +. + CMD, 7. 
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064. VIIL. Intégration de quelques équations simultanées. 1°. M. Binet 
est parvenu, à l’aide des transformations les plus ingénieuses , à intégrer 
le système suivant d'équations du second ordre 


Dx=DR, Dr =D,R, D;:=D.R,...; 


test la variable indépendante, x, y, z,... sont les variables dépendantes, 


R est une fonction déterminée de la quantité r=V/2 + +2 +,.., 
en sorte que E 


DR=<D;R, D,R=7D,R,etc; 


les équations proposées deviennent dès lors 
2 T 2 Tr 2 Z 
D° L = -D,R, D 7 ="-D,R, D z—=-D,R,.. 
t r à t r £ Pa é 
En les combinant deux à deux pour éliminer D,R, on trouvera 
2 21 4784 14 = Li Ar 2 — e 2 a RÉ L. Lee 
xDy—7Dix—o, 2:D:x x 570, > D:z FPE 0, 


: $ nn. da n(n— 1 
d’où l’on tire les intégrales premières en nombre pe 0 
1 


xD, y — 7 Dix —C,, zDix — x D; — Le YD:z —zD,x— Ne ‘s 
La somme des carrés de ces équations donnera 


(xDiy — 7 Dix} + (2Dix — xD) + (Dis — zDix) +... 
(++ 2.) (De + Der + Dir...) — (xDix+ Di 7 +2Diz +. sQ 
=? 


En multipliant respectivement par dx, dy, dz,... les équations propo- 
sées , ajoutant et intégrant, on trouvera 


D,x° — D. y2D;z° ire ete 


et par suite, en substituant, 


(xDix +yDiy + 2Dic +...ÿ = 27° (R + B) — 4°; 


mais 
aD, x + rD,7 + sDr2+..—=rDir, 
donc 
r2Dir® = 272 (R + B)— A’, d= - rdr 
Var. [R+ Be À° 


A° L A2 
D,r° — 2R + 2B — 5) D° r=DR +7. 


On peut , à l’aide de cette formule, éliminer D,R de Ja première des 


AR 
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æ . - 
équations données D'x — : D, R, on trouve ainsi 


FU 
rD'x — xD’ r =D: (rDix— xD, r) as. DD, = — — 
Tr 
1? 


et, en multipliant par — 75° 


mots 2 

r je Ex Col 
—D,. =D, - += — 0: 
À TA (x r : 


cette dernière équation prend une forme plus simple quand on fait 
dt À dr $ 

RUN PERRET IS sa Eur res 

rV/2r?(R + B)— A’ 


elle devient, en effet, 
x 


TI 
DA URIE ait 
on aura, de la même manière, 
JR z z 
Dés += = 0, Die St Ge 
PRNT: r Pier 7 


ces équations s’intègrent séparément, et, en désignant par a,, b,, a,, b 
an, bn des constantes afbitraires en nombre 27, on aura 


gra » 


Ë b, si 1e b,si 7.3 b, si ; 
EL CORTE Sin, a nn + RE CN 25in9, DRE? le 8 SIM... 
l'équation 
rdr 
LE =" î" — 
Var (R + B) — A! 
donne d’ailleurs 
rdr 
t+ à —= 


V/2r(R+B)— À 


et comme R dépend uniquement de r, on aura r en fonction de t +: ®, à 
son tour, sera donné en fonction de r, et, par suite, en fonction det+ a, 
au moyen de l’équation 


Adr 


Dig Le MS Ca 0 
? r Vart( R+ B)—A° 


En remontant ensuite aux formules qui donnent les valeurs de -, —,..., 
rit Fe 


les n variables seront exprimées elles-mêmes au moyen de t+ à, de À, 
B, et des on constantes 4,, b,, a,, b,,..., c’est-à-dire que dans ces ex- 
pressions il entrerait, en apparence , 2n + 4 arbitraires , qui devront être 
hées entre elles par plusieurs équations, car le problème n’admet que 2» 


À = ; : 3; x Y 
constantes arbitraires. Et, en effet, si l’on substitue pour WE Hossfite leurs 


Z 
1 
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valeurs dans l'équation 


æ° ir” ra — 
NTM | 
r3 r° 1°? ) 


on trouve, en employant pour abréger une notation connue, 
cos? pZai -+ sin*opZbi +2 sinç cospZa,b, — 1, 


et cette équation, qui doit avoir lieu pour toute valeur de +, entraine les 
trois suivantes 


24? — 1, Zb? 1, Zn, 0! 


la constante 6, d’ailleurs, se confond avec à,, b,, qu’elle modifie seule- 
ment, car 


a, cos (o + 6) + b, sin (o + 6)= a’ cos y + b’sinv; 


donc jes 2n +4 constantes apparentes, réduites d’abord à 2n +3, qui 
sont B, À, «, a,, b,,...;, sont liées entre elles par trois équations, et ne 
forment en réalité que 2n constantes arbitraires. 

Les deux intégrales 


ne AFF rdr f. dr. 
Var (R +8) — À rV/2r (R+B)— À” 


qui semblent étrangères l’une à l’autre, et indépendantes, peuvent ce- 
pendant être ramenées à une origine commune. En effet, supposons que 
R soit une fonction de r, déterminée par l’équation 


A 
R= FEVER B)— 4’; 
il est évident qu'on aura 
i+a—=DRR, o+6——D,R; 
les deux intégrales sont donc, au signe près, les deux dérivées partielles 
de la fonction R, de laquelle seule dépendent les variables x, y, 2,.... 
I] résulte de ce que nous venons d'établir, que l’équation 
D°z—D,R.”, 
$ 


transformée successivement en 


et 


ASP LPO VON SIRET COR RE DL SE PA UD LUN à © LA Ta RASES "PS 
ES ne VE 
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a pour intégrale générale 

x Tr (a, cosp + b, sin v). 
a, ; b, sont les deux constantes arbitraires. Afin de donner un exemple, 
supposons R — =; l'équation à intégrer sera D’x+ Tr =0, r étont donné. 
en fonction de t par l’équation 


rdr 
es nel Le 


V2 (2 B ) a 
nr: : 


ou , en posant B=— — ne A°—ma(i—e), 


faisons encore 
a—r—=accos}, où r—a{i—ecos4{), 


+ étant une nouvelle quantité auxiliaire , on aura 


m 


"© 3 —— 
he A un Vmatie)a(ecos)d4 174 — cd} 

Fi at V//m (1—ecos À )° 1— € cos J? 
Den MEL PAU, cos y— cos —e NIGER 
MATE 2 I—e cos À r 
PR À re à x aa,(cos À — c}+ab, sin LL” 1— €. 


r 


On n'aura plus qu’à remplacer 4 par sa valeur en £ pour obtenir Pin- 
tégrale cherchée, mais il faudrait pour cela résoudre l’équation transcen- 
dante 


me 
d—esind—(i+a) Vie 
On peut obtenir plus facilement la valeur de t en x: posons 
aa,—=ccosy, ab,V1—e—csiny, 


c et y étant deux nouvelles arbitraires , on aura 


x T 
cos (d—y)—ecosy Has Ÿ=7y+arc cos [Fe cos >) . 
(t+x) V/ — y -+arc cos (: +ecos) — esiny (£+ecos) 
C 


+ ÉNRE CANE 
—— 6 COS y Ÿ/ 1 — Rue COS : 


BE 14 
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Il sera facile de faire disparaître de cette dernière équation l’are cos en 
? l’isolant dans un seul membre et prenant les cosinus des deux membres. 
Le resultat serà l'intégrale générale de l’équation du second ordre 


mx 
Dr+——0 


r étant une fonction de & donnée par les deux formules 


—a(i—ecosd), Ÿ—esing—({t+2) V. 


Remarque. Si A? devenait négatif, @ serait imaginaire; dans ce cas, 
néanmoins, l'équation différentielle s’intègre encore. On a alors 


rene rdr 
L+ a — 
V2 (R&B) +A 
ou 

rdr 


ta [| SHARE eu ee 
V/2r° R + A: A’ 


en comprenant la constante B dans R, on en conclut successivement 


:: Lg 
Dert=oR+, Dr=DR-:, 
F 
Ai x "à œ« æ 
nD° x — xD, Re nn Deer Des re 
et, en posant 
Adt. À dr 
do ——— Fe TR : 
: ne 2r°R + A° 
T° x Me) 
De — = 0, = 2696 D. 


On serait arrivé au même résultat en passant du réel à l'imaginaire, et 
4 2 

remplaçant r par r/—1, R par R V/—1, ® par o V/—1, les quantités 

sin (o V ns cos (9 Ve) par des exponentielles imaginaires. 


Scolie. Lorsque leur nombre ne surpasse. pas trois ; les équations que 
nous avons intégrées se rapportent au mouvement d’un point attiré vers 
un centre fixe, par une force dont l'expression est D,R. L'intégration de 


: , mx ! x d 
l'équation D? x + —-— 0 renferme toute la théorie du mouvement el- 
’ 
liptique. 


265. 20. Considérons les équations 
m,. m m 
MD r# M, D, ÿ + MDP URO PE" T), 


n ; n. an ë 
NID PNR D "7 -2'N D'AMENER 
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que l’on peut mettre sous la forme très-simple 
1112 11 
MD rE=T, AEND;r = T., 


et dans laquelle T, et T, sont des fonctions quelconques de la variabie. 
indépendante #, et de une ou de plusieurs autres variables ainsi que de 
leurs dérivées. Si les coefficients M,, M,, M,,..., N,, N,, N,;..., sont 
constants , il suffira, pour éliminer y et ses dérivées, d'écrire, à la place 
de y, T, dans le premier membre dela première équation, T, dans le pre- 
mier Membre de la seconde, et d’égaler les résultats, en sorte que l’équa- 
tion finale sera 


ZMDŸT, = END°T,. 


En effet, si l’on différentie tour à tour la première équation ; n, fois, n, 
fois, n, fois, etc., on aura 


>MD” ie y = DAT, >3M n°? + Te y — DAT, 
MD", DAT... 


Multiplions respectivement ces équations par N,, N., N,,..., et ajou- 
tons, l’équation résultante pourra évidemment se mettre sous la forme 


>MD” (xD + ND + ND.) =NDÉTAÆN DT +. 


ou, en vertu de la seconde des équations. données, 


2MD,T,—=2>ND,T, 


ce qu’il fallait démontrer. 

Si les deux équations proposées sont linéaires en x et en y, et ne con- 
tiennent que les deux variables, et la variable indépendante t, on pourra 
former à volonté, par le moyen précédent , l’équation finale en y ou en x, 
et, chose remarquable, ces deux équations finales différeront seulement 
par le terme fonction de # qui ne contiendra que cette variable. I] en ré- 
sultera que les valeurs de x et de > seront de la forme 


x = Cet + Ceñit + Cest... 


x = C'eht + C'ehot + C'elst, 


C,, C:,-.. étant des fonctions de t, que l’on saura déterminer par les mé- 
thodes connues , dans chaque cas particulier ; et les quantités À,, Au; Agpvre 
étant données par une équation commune. 

Si l’on avait m équations entre m + 1 variables à coefficients constants 
pour toutes ces variables, moins une, qui sera la variable indépendante, 
il suffira, pour éliminer on d’entre elles, d’ordonner le premier mem- 
bre de het équation, par rapport à ses dE après avoir fait pas- 
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ser toutes les autres dans le second membre ; on comparera ensuite Pune 
quelconque de ces équations avec les »m— : autres. On formera ainsi 
m — 1 couples d'équations entre lesquelles on éliminera la variable en 
question, comme il a été dit ci-dessus, et l’on n’aura plus que m—1 
équations entre » variables. En continuant de la même manière, on ar- 
rivera à une équation entre deux variables seulement ; on conçoit qu’il 
sera dès lors facile de remplacer les m équations proposées par m autres 
équations dans chacune desquelles entreront seulement la variable indé- 
pendante et l’une des autres variables qu’il s’agit de déterminer. 

On peut conclure, à priori, l’ordre de l’équation finale, si, par exem- 
ple, on am équations du premier ordre; le procédé indiqué conduira à 
m — 1 équations du second ordre , à m — 2 équations du troisième ordre, 
à m—(m — 1), ou à une équation du mème ordre : et, en général, sim,n, 
p,... sont les plus forts indices de différentiation pour chaque variable, 
m+n+p sera le nombre indiquant l’ordre de chaque équation finale. 


Cette méthode d'élimination a été donnée, pour la première fois, par 
M. Favre-Rollin. 
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Réduction d’un système de n équations simultanées du premier ordre à 
une seule équation de l’ordre n.—AIntégration par séries. Note sur les 
intégrales singulières des équations différentielles d’un ordre quel- 
conque. 


266. Nous avons vu comment on pouvait ramener l'in- 
tégration d’une équation différentielle de l’ordre 7 à l’in- 
tégration de x équations simultanées du premier ordre : 
réciproquement, on peut aussi se proposer de ramener 
l'intégration d’un système de n équations simultanées du 
premier ordre à celle d’une seule équation de l’ordre 7. 

Supposons, en effet, qu'on donne 7 équations de la 
forme 

DR NT 20, à Cr DEEP 


DRE Nr AA AT ER 


L s’agit d'éliminer entre ces 7 équations les 7 — 1 va- 
riables y, z,..., et d'arriver à une équation qui ne ren- 
ferme plus que la variable indépendante t, et l’une des 
variables dépendantes, x par exemple. Pour y parvenir, 
on différentiera 7 fois.la première équation, en ayant 
soin de substituer à D, y, D,z,..., leurs valeurs tirées des : 
nn —1 autres équations : on obtiendra de cette manière 
# — 1 équations nouvelles 


Dir" oi (or Mine en) ND tes 
D'x = PP x Pas 
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qui, Jointes à la première équation donnée 


Da. (e, LT, Here ie 


fourniront les moyens d'éliminer les 7 — 1 variables dé- 
pendantes y, z,..., et conduiront à l'équation différen- 
tielle cherchée de l’ordre #, entre t et x. Après avoir in- 
tégré cette équation, on en tirera la valeur de x et de ses 
dérivées successives, avec z constantes arbitraires, pour 
les substituer dans les équations 


FES 2 nn 3 ee n 1.0 
Due fe TX — D, D'aes oi Div 


qui donneront les valeurs des 2 — 1 autres variables, ou 
les 7 — 1 autres intégrales cherchées. 
Exemple : Considérons les deux équations simultanées 
F q 


D; rt Dir: 
on tirera de la première 
Dir Dr; 00 Did EME Tr: 
Comme y se trouve immédiatement éliminé, cette der- 
nière équation, D/x = x, est précisément l’équation fi- 
nale ; intégrée, elle donne 
LÉ CN CLE TS 
et l’on en tire 
D,x — Ce! | #50 6er, 
et, par suite, 
Ne Cie EC. er: 
c'est la seconde intégrale cherchéé. 


267. Nous avons dit qu’en général, l’équation finale 
sera du 7°" ordre, et que son intégrale renfermera n 
constantes arbitraires. Il peut cependant arriver, dans 
certains Cas particuliers, qu'elle ne soit que d’un ordre 
inférieur à 7, et que son intégrale renferme moins de 7; 
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constantes ; mais On verra qu'alors, pour arriver à la va- 
leur des autres variables dépendantes, il faudra effectuer 
certaines intégrations qui compléteront le nombre indis- 
pensable de constantes. Supposons, par exemple, qu’on 
donne à intégrer les trois équations 


Dr=y+z, Dyry=zxz+z, Dzey — 7x, 
on tirera de la première 
D'z = D,7 + Diz2= 7 +2, 


et l’on sera dispensé de différentier une seconde fois, parce 
que l’on élimine immédiatement y et z entre les deux 
équations 
Dx=y+z, Dix = 7 +3, 

qui donnent pour équation finale 

D? ILES, D'z, 
qui est du second ordre seulement, et qui a pour intégrale. 

tx = Cui+ Ce. 
Cette intégrale ne renferme que deux constantes; mais 
aussi, pour déterminer les deux autres variables, on n’aura 
qu'une seule équation, Ce! — y + z, qui ne suflira pas : 
on en tirera 

2 = Cie — 4, 
et, en substituant pour x et z leurs valeurs dans l’équa- 
tion D,y = x + z, on aura 

D,y = C; + 20e! — y. 

Pour intégrer cette équation linéaire, il suffit de multi- 
plier par e‘. On trouve, de cetie manière, 


= Gi + Ge + Cse, 


et l’on voit apparaître la troisième constante. Les trois 


TRENTE-NEUVIÈME LECON. 685 


intégrales 
x = C,; + Ces Y — Cr + Cet + Get, 
ZE — C, — Gen) 


ont toute la généralité voulue. 

Supposons maintenant que les 7 équations données 
renferment avec la variable indépendante £, x et ses mr 
premières dérivées, y et ses m° premières dérivées, z et 
ses m' premières dérivées, etc., et que l’on ait 


m+m' + m"+...—= m, 
on pourra les ramener au premier ordre à l’aide des 
équations connues 
D, x — ri D, x’ — æ”, .…) D,x("'—2) == ar} 


=" ! ART à 
DER T alles DS. 


et l’on aura à intégrer un système de m + n équations 
simultanées du premier ordre que l’on ramènera à l’in- 
tégration d’une seule équation de l’ordre m + n. 


268. Lorsque aucune des méthodes par lesquelles nous 
avons appris Jusqu'ici à intégrer les équations différen- 
tielles ne réussit, on essaye l'intégration par série. Ex- 
posons en peu de mots cette nouvelle méthode, qui ne 
doit être employée qu'avec beaucoup de réserve. 

Considérons d’abord l’équation différentielle du pre- 
mier ordre dy = fi (x, y)dx, et supposons qu'il s'agisse 
d'exprimer, au moyen d’une série, l’intégrale générale de 
cette équation, ou une valeur de y qui satisfasse à l’é- 
quation proposée, en prenant pour x — x, une valeur 
quelconque donnée y,. L’énoncé mème de la question 
suppose que l'intégrale cherchée est développable en sé- 
rie convergente; et, par conséquent, intégrer par série 
c’est résoudre tout simplement le problème suivant : 

En supposant que la valeur la plus générale de y, qui 
vérifie l'équation proposée et se réduit à y,, pour x =x,, 
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puisse être Re He au moyen d’une série convergente, 
déterminer cette série. 

Or, la solution de ce problème est trééibiles car, 1° si 
Ja série convergente qui donne la valeur de y existe réel- 
lement, elle devra coïncider avec celle que donnerait la 
formule de Taylor; 2° de l'équation 

dy = f(x; y)dés où y! =fi(x, r), 

on déduira, par de simples différentiations , les valeurs 
des dérivées successives de y, 


ke fais 7}; Ne, Ml LE Ja, De 
et en faisant, dans les équations obtenues, x = x, 
Y = Ÿor ON aura 
Ta = fo Yo)s dB Po s Post VS = (To) Jo)r-.» 
et par suite, en vertu de la formule de Taylor, 


TL — Lo LE — Æo)”. 
F=TŸo + - Fe Yo) AE (Los Y à) 
(x) 
Eu Lx Cor Vo) +... 


Voilà donc la valeur cherchée de y ; elle sera admissible 
si la série du second:membre est convergente. Dans ce 
cas, comme elle satisfait évidemment à l'équation pro- 
posée, se réduit à y, pour æ=x,, et contient une con- 
stante arbitraire y,, ce sera nécessairement l'intégrale 
générale cherchée. Si l’on peut exprimer en termes finis la 
somme de la série convergente, on aura, en termes finis, 
l'intégrale générale de l’équation proposée. 

Prenons pour premier exemple l'équation très-simple 

AY ERAYALS ME AT, 
on aura 
PR A VAUT I el a T 0 heu tie. 

| Jo = AVoy...) 


ax —x, (xx) (x —x,) 
Ep iee= cine) éteep | 
k n.% LD 
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La série du second membre est toujours convergente et à 


Fe … ar %0). doncreny Ent) 
pour SOMME 7 0€ ; On aura onc y =) o € ou 


simplement y= Ce“, comme nous le savions déjà. 
269. Ce que nous venons de dire s’étend, sans dificulté 
aucune , à une équation d’ordre quelconque 7 


D’ 1 D Pi CA Ta DAT MODES; vire Di Je}. 


En effet, chercher l’intégrale générale d’une semblable 
équation, c’est, comme nous l’avons vu, chercher une va- 
leur y qui satisfasse à cette équation, et qui soit telle, 
de plus, que, pour x=—x,, elle et ses z — 1 dérivées pre- 
mières Y,#',Y/>..., 71°) prennent des valeurs données 
Vos Vos Forces ST). Cela posé, si la série qui expri- 
mera cette valeur cherchée de y est convergente, elle coïn- 
cidera nécessairement avec la série que l’on déduirait de la 
formule de Taylor. D'ailleurs, de l'équation y°”=—f, on dé- 
dura POST Te TN es Ne nee 
et en faisant dans ces équations x = x, et par conséquent 
F=To À om ren NT ER E on suvatles 
valeurs y"), y#+1,..., des dérivées de l’ordre 7 et des 
ordres suivants, correspondantes à x — x, ; on aura dès 
lors, en vertu de la formule de Taylor, 


. FH LT.) 1 T — XL) 5 
=. | : A o Ca ) / 2 . 
(x — x)! À (x— x)" “ee 
SR — Dm I Le ide UN UM 
ä SRE AU Vi Marie [l *. 


Ce sera l'intégrale cherchée, car cette valeur est admis- 
sible, puisque, par hypothèse, la série du second membre 
est convergente; elle satisfait évidemment à l'équation 
proposée ; elle prend pour x=x,; avec ses 2—1 premières 
4 25 r / # = | 4 ! 1! FRE 
dérivées, y, y ,7 7%, les valeurs données 5, ÿ',,..., 7%; 
ou, ce qui revient au même, elle contient 7 constantes 
arbitraires. 
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Exemple : Considérons l'équation 
Diy =y"= ay, 
‘on aura | 
11 MERE ! 1V 1 PR VERS pat d'à MNT) / Deere 
SJ =, ÿ —d4dÿ —aY, F —aY, Y —AY —4«}ÿ; 


RE AA RER) V' Na ji Le] 
Vo for Vo — For Vo —= Tor SA Tor...) 


nt : 4 Pi 2 Te 0} de EL, AL 
ans, ea, ES Een. à 
afz—x)  4?(x —xo) 
= y] + 142 149.054 vi | 
 F(a—xo)  a(x—x) a(x—x) | 
. + 1 rain TE PR 


Les deux séries dont se compose le second membre sont 
convergentes; elles ont pour somme 


1 
et (x—x) ÉL e— (x—xo) ' eaë(x—x0) SA e—%(&—20) 
? 2 


En ajoutant ces deux expressions, on aura la valeur de y, 
J P ) 
qui peut se mettre sous la forme très-simple 


y = Cet + Core, 
Cette même méthode , appliquée à l’équation 
xD? y + 2D, y + r°xy = 0, 
donnera, pour son intégrale générale, 


C, sin zx + C, cos x 
Y Le ——— —————— 


ba 


270. A la formule de Taylor on peut substituer la for- 
mule de Maclaurin, en donnant à x, la valeur particu- 
lière o ; mais alors il faui bien prendre garde à la valeur 
correspondante que l’on assigne à y”, car cette valeur peut 
ètre telle, que quelques-unes des dérivées de y deviennent 
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infinies ; et alors le développement sera devenu impos- 
sible. Ainsi, dans le dernier exemple que nous venons 
de citer, si l’on fait x, = 0, et que l’on donne à y, y” ‘les 
valeurs arbitraires y, , y", l'équation 


xD? y + 2D, y + r°xy = 0, 
qui se réduit d’abord à xy” + 2y°, = 0, ne pourrait être 
vérifiée qu’autant que l’on supposerait y” infinie ; mais dès 
lors on ne pourrait plus recourir à la formule de Maclau- 
rin : il faudrait nécessairement, dans ce cas, admettre 
que y’, est aussi nul. Dans cette hypothèse, de l’équation 
xD? y + 2D, y + HAUTS 0: 
et de ses dérivées successives 
2Di y +3D27 + 2°xD,y +r y =o, 
aDiy + ADE y +r2Di y + on D,y =0,. 
en AE Mag æD° “ ro a 


on tirera 
rare 7 d ñn4Ÿo 
= — EYME HE (3e Pie 5 , 
ny 
JM Ne =, > 
fi 
x? x ; 
= Ye — n? © ñn Lis 
MOD NL: SC MRET ORNE TES ATTTE 
x?n? xin 
= De É 
a | Ho SD MAO ) 


Or, le facteur entre parenthèses n’est autre chose que 


sin 2x 
;: donc 


nr 


sin 2x sin 2x 
AR EE Een, 


Ï 


Jose 


nr TL 


Cette valeur de y n'est évidemment qu'une intégrale 
particulière, car elle ne renferme qu’une constante 


dE à 44 
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arbitraire. Mais il est facile de remonter à l’intégrate - 
générale à l’aide d’une méthode que nous avons déjà 
souvent employée et qui consiste à regarder C;, non 
plus comme une constante, mais comme une fonction 


indéterminée de x, Différentions, en effet, la valeur 
sin 2x 


Yi = Ci , en remplaçant €, par une variable w,, et 


exprimons que cette valeur satisfait encore à l’équation 
proposée : nous trouverons ainsi, toute réduction faite, 


Du, + 27D,u, cotnx = 06. 


En posant Du, — v, cette équation, ramenée au premier 
ordre, déviendra 
D,v + a7nvcotAar = 0, 
et donnera 
ART 
sin? 2x ? 
et, par suite, 


C' sin zx + C” cosnx 
u, = C'+C'cotnrx, 7 = ——— ; 
LA 
telle est l’intégrale générale cherchée. Si l’on considère 


\ ] d . , ] ti li 4 es cos 2T 
à part a seconue inteégra € par iculiere NE —= x > On 


voit que réellement sa dérivée seconde devient infinie 
pour x = 0, et qu'elle ne pouvait, par conséquent, être 
développée au moyen de la formule de Maclaurin. 


271. Souvent, aux séries de Taylor et de Maclaurin, 
on substitue les développements obtenus par la méthode 
des coefficients indéiterminés. Cette marche est même 
quelquefois préférable ; elle est seule admissible lorsque la 
série qui représente l’intégrale cherchée doit renfermer 
des puissances négatives de la variable indépendante : on 
fera, dans ce cas, 


F=To + Aix — 2) + a, (x — 2) T1 + 43 (o—2,) T8 +... 
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ou, en faisant X—X, = Z, dx = dz, 
Y=to+as + a, TH as +..., 


puis on déterminera les coefficients indéterminés a,, &, 
a3,..., et l’exposant &, par la condition que la valeur de y 
satisfera à l'équation proposée et prendra, pour x = x,, 
ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre n — 1 inclusive- 
ment, les valeurs données y,, y,,.... Supposons, pour 
fixer les idées, qu’on demande une valeur de y qui satis- 
fasse à l'équation 


dy — ydx — bx"dx = 0, 


et se réduise à o pour x — 0. En posant, comme tout à 


l'heure, 


3 


Pre a,2" + 4,2 7 A GO RAI $ 


on trouvera 
bz"- der +[a;—a,(e+ 1)l 24 Ta, —as(ato)| Ti. Eos 


Cette équation devra être vérifiée quel que soit z, et 

comme b n’est pas nul par hypothèse, il faudra d’abord 

faire & — 1 — m, «à # m + 1; l'équation devient alors 
: En | 


{b—a,(m+1)2t+ fa; — a,(m +o2)]27+ 
+ La, — a3(m+3)]zt? +,.,.—o, 


et entraine les équations suivantes 


b—a;(m+i)—=o, a,—a,(m+2)—0o, 
a, — a3(m+3)—=0,. JA 


d’où 
Por. b AR b 
ON RTE (mn Hi(m +2) 
Se Ps LUN 
(in + 1)(m + 2)(m + 3) 


ni b Hell — 7% + x? jf | 
LOCREREE : me o: 0 (mBia)(m +3) l 


| 44.. 
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La série du second membre est toujours convergente. 
puisque le rapport de deux termes consécutifs converge 
vers la limite o, donc la valeur précédente de y est ad- 
missible et remplit toutes les conditions énoncées. 

Dans le cas particulier où m = 0, l'équation proposée 
se réduit à dy — ydx — 0, et l'intégrale devient 


x? x? x 


An) Pres FETE AN ST fre - 1) 


comme cela devait être. 
Prenons pour second exemple l’équation déjà traitée 


2 
Di y +-D, y + 27 = 56, 
LT 
et faisons plus généralement 


y = ax" + ba +oexV +... ; 


il s’agit de déterminer les coefficients a, db, ec, d,..., et 
les exposants «, 6, y,...;ona | 


D, y = aux“ + b Ca icyar er FO 
Diy=au(a—1)r" + bE(S— 12 2 +. 85 
et, en substituant dans l’équation proposée , il vient 


ax (a+ A See + r'ax* + D (C + 1}n ie + n2bax° 


+ cy(v Hat? + n2cx) +... —o. 


En supposant que les nombres a, 6, y,... soient ran- 
gés par ordre de grandeur, « — 2 sera le plus petit des 
exposants de x dans la dernière équation; et comme 
d’ailleurs cette équation ne pourra subsister, quel que 
soit X , sans qu'on égale à o les coefficients des diverses 
puissances de x, on devra avoir, avant tout, 


da (4 + 1) = ©, 
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et comme a ne peut être nul, il faut que l’on ait 


AIO UOU tar -Lh 


Prenons d’abord & — — 1. Les deux plus petits expo- 
sants qui viennent ensuite sont æ et 6 — 2; ils peuvent 
être égaux ou inégaux : s'ils sont égaux, le terme 
bé(Ê + 1)x$—2, ne pouvant se réduire avec aucun au- 
tre, devra être nul de lui-même, ce qui ne pourra être 
qu'autant que 6 sera égal à o ou à — 1: on ne peut faire 
6—— 1, car 6 doit être plus grand que & = — 1; donc 
6 — 0. On arrivera ainsi aux exposants « et y — 2, qu'il 
faudra égaler, car le terme n° x* ne pouvant s’évanouir 
séparément, doit se réduire avec un auire : ilen résulte 


y = 1, Ra + cyfy + 1) = 0; 
en continuant de la même manière, on trouvera 


d — 2, rb + did + 1) 
NS An ce (FEU) 


j 
© 


I 


Les deux premiers coeflicients restent, indéterminés, 
comme cela devait être, et serviront de constantes’ 
arbitraires; les autres seront donnés par les équations 


n’a j nb 

C = — dE 22 
14%. r'h48? 
na nb 


rl a al 


et l’on aura pour l'intégrale cherchée 
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ou 
COST sin 2x C'cos nx+- C” sin x 
pe +b HR he dti 
TL nzx T 
Si, au heu de faire &« ——1, omavait faita—0o, on aurait 


obtenu, au lieu de l’intégrale générale, l'intégrale parti- 


COST 


culière y — a . Et, en effet, égaler à o le plus petit 


exposant «&, c’est admettre que le développement ue con- 
tiendra aucune puissance négative de la variable, et que 
la dérivée seconde ne peut pas devenir infinie pour x—o ; 
c'est par conséquent exclure formellement la seconde inté- 
grale particulière. 

Exemple. Considérons l'équation 


2 
DATENT AMEN, 
faisons 


y = a" + a st + aa + a3x% +... ; 
en substituant pour y et D° y leurs valeurs, on trouvera. 


a a (a — 1748. + di difa—1)a# + a, 2,(a,—1)ats +... 
— kart" aa D Rasa, 


et cette dernière équation ne pourra devenir identique 
qu'autant que l’on aura, en désignant par &, et a,, un 
exposant et un coefhicient quelconques de la série, 


a(æ—1)—0o, Ent Fm (r +2), Am ëm (dm — 1) = Amex : 


ces trois équations déterminent complétement tous les 
exposants et les coeflicients de la série. On satisfait à la 
première en faisant «— 0 ou « —1. À ces deux valeurs 
correspondent deux séries distinctes, renfermant chacune 
un coefficient arbitraire, et qui toutes deux vérifient l’é- 
quation dounée, dont elles sont des intégrales particu- 
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lières ; la somme de ces deux séries sera dès lors l’intégrale 
1 . 
cherchée, et en désignant par C;, C; deux valeurs du 
, ; | 
premier coefficient a, resté indéterminé, on aura 


Æanta Æ2x22 +4 
CCR A 
; (r+ 1) (2+02) Pr \(a+2)(2n+3)(an +4) ere 
LE É fi kart? is 2 anti fe 
D A CASA LCE NC (LEP AMD | 
Sin——)2, c’est-à-dire si l'équation donnée était 
D'y TU, 


ious les dénominateurs de la série s’évanouiraient ; mais 
en remontant à l'équation &,— x +m(n +2), qui déter- 
mine un exposant nd tue) on trouvera 


et par suite 
jy=(a+a +a, + a3 +...) xt — Axt; 
cette valeur, substituée dans l'équation 
D'y NI 
donnerait 


2 


au (a —1)2 "+ {ae(a —1)+ aa +. 


+{a,a(a—1)+ 4a;] NT +. = A[a(a—1)+ 412"? =o, 


CE mo A re LÉ 
2 


æ (æ — 1) + — 0, à — 


en appelant o”, &” ces deux valeurs, et désignant par C’, C” 
deux valeurs arbitraires attribuées à la quantité A restée 
indéterminée , on trouvérait définitivement 


P = Cx* + Cat 


272 L'équation du second ordre quenous venons d’in- 
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tégrer peut facilement être ramenée au premier ordre; il 
suffit pour cela, comme nous l’avons vu, de poser y=el ui 
on trouve en effet ainsi que l’équation transformée est 

: D:3 + EN" 


c'est précisément l'équation de Riccati. Si l’on savait l’in- 
tégrer et qu'on püt, par conséquent, en déduire la valeur 


de z, on déterminerait y à l’aide de PAL y=el “E 
ou de la série 


(J3 dr) 


(sde) 
me d, 
4 LUE A PE 
Réciproquement, comme l’équation de Riccati 


D,y + ay? = bzx' 
devient 


D°z — abzx" 
quand on fait 
I 
J = — D:z, 
on pourra l'intégrer au moyen de la série trouvée, qui 


donnera z, et par suite y, qui se déduit de z par une simple 
différentiation. L'équation 


+ 2m 
Dr Ds FE 0 
que l’on déduit immédiatement de l’équation 


Dar Er A CE 


nf 

en changeant x? en x et faisant 
n k 

2M= ——, bb = -—— 

n + 
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est donc censée avoir été aussi intégrée par séries. Il en 
est encore de même de l’équation 


m\m—I 
Pet. 0 008 


2 
laquelle, en faisanty — x"2, devient 
D°z + Det 102 
273. Si nous avions cherché à intégrer dites et 


par séries l'équation transformée 


7 m(m—1 
D Fe bHCInNAUs 2 by; 


3 ne 
nous aurions eu à rendre identique l'équation 
a[a(a—1)—m(m—1 Jr aile (e; —1) —m(m—x)]|x1 +... 
—= bax* + ba;x*: + ba,x*s +... 
ce qui aurait entraîné les conditions 
a(æ—1)—m(m—1)=0, 2m —a+2m, 
Am[tm(ém—1)— mm — 1)]= bar. 
La première équation fournit pour æ deux valeurs 
AN NET LEE ' — M. 


La troisième formule, quand on y met pour «,, sa valeur 
tirée de la seconde, devient 


am[e (4 —1)+2m(2m+2a—1)—m(m—i1)|—= ban, 
ou plus simplement, puisque &(æ—1)—m(m—1)=o, 
2m(2m +2 — 1) 4n= 0 Ans ; | 


on trouve dès lors pour l'intégrale complète exprimée en 
séries 
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He 0 x" pis te PORN tar, +... | 
‘ 2(2m<+1)  2.4(2m+1)(2m +3) 
+ C ne LL n | 
1 2(3— 2m) 2.4(3—92m)(5—2m) ‘°° 


Les séries qu’on vient d'obtenir ont cela de remar- 
quable, qu’elles peuvent être sommées et remplacées par 
desintégrales définies. En effet , quand dans la formule (5), 
page 38, 


Merle COS Vi 
f sin cos’ r dx — Sa ation tar 


km +) 
pri ; p —2 
sin” xcos —*xdx, 
m—+y 
on fait 
L'ONU EN DRE Lo r 20) 
il vient 
: _ 24 2M—1 
MAC TAN sin” * x COS x 
f sin? L0 cos?" 0 D = 2 Lin se br 
% DIN +24 —1 


M ir Ps J sin?*—1 9 cos?” ? 6d8. 
OM + 20 — 1 

Si l’on prend o et r pour limites des intégrales, la partie 

intégrée s’évanouit toutes les fois que « est une quantité 

positive , ou une quantité imaginaire à partie réelle po- 

sitive, en sorte qu'on à 


PR n CP Q77— 1 T F 2 —] 2om—2 
J sin **— "4 cos” 8 di = ——— 1! sin” cos Odh. 
0 2M—+-20@—1 


En vertu de cetté dernière relation , l'équation 
2m (2m + 24 —1)4n = ban: 
sera satisfaite si l’on prend 


ab" 


fn 1.2.3 ..(om—1)om 


3T eh 
| sin?*—!6 cos ?”” 0 db, 
CO 
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et par suite, en attribuant successivement à & les deux 
valeurs m,1 —m, on peut mettre l'intégrale obtenue sous 
la forme 


bx b?x \ 
F=G cab À (Er An re 494... : sin? 16d5 
T br? b2r4 
+ f . s20 a chi Prat cos 40... | sin —2"0d6: 
4 L52 1.2.3.4 4 
or 
b2x4 b2x° 
20 COS 0 © cos 60 +... 
. RU PIER FE NEUN c 12.911010 \TAPeUE 
J ANNE b cos ar 
CUS. Ve 1x V/bcos0 =- pd KE Ni e a ny 
, 2 
donc 
m/1 x,V/b cos 0 1 —xi bcos6 ; : 
ENTER (Le hat )sin2n- 625 
0 2 2 
m/y xVbcosû 1 —xV” Bcosg 
+ Cerf (Le È € sin 727040; 


Cette expression peut se simplifier encore, car on à, à 
cause du choix des limites, et de la nature des fonctions 
sin0, cosô, 


‘T -—COs D. T pC080 
| e sin” 9 dÿ — L e sin "dÿ ; 
Lo) 


0 


donc 


m xV/bcos8 | 7 xV/bcos8 
Va k e sin 2#—10d0+C,x'" J e sin'—2"(d0. 
k 


Q 


Ces transformations supposent, comme nous l'avons 
dit, que x est une quantité positive, et par conséquent 
que m et 1 — m sont des nombres positifs, ou que "7 
tombe entre les limites o et 1; si. cette condition est satis- 
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faite, l'intégrale générale de l'équation 


m(m—1) 


2 ms 
Dir a à AN à à 


sera exprimée par des intégrales définies. Quand m est 
égal à o ou à 1, l'équation se réduit à D>:7 — by, et l’on 
sait que, dans ce cas, elle a pour intégrale complète 


x AD LxV/E 
vY ÆiCre 20 ; 


. I 
Quand on fait m — son a 


LC zV/ b cos 6 


r=(c+c)Ve | e dB 


Les deux constantes se confondent en une seule ; l’inté- 
grale n’a plus la généralité qu’elle doit avoir. Pour ob- 
tenir l'intégrale complète, il faudra recourir à un artifice 
de calcul déjà employé : on fera dans le terme qui multi- 


plie CS mi = , et dans celui qui multiplie C., 


me = + €, puis on développera (xsin?0)  parla for- 


mule toujours convergente qui donne le développement 
de a—+*:de cette manière, en posant C; + C: = €, 


Ce — C”, et faisant ensuite € — 0, on trouvera 


fe xV/ bcos f° xV” bcos 


à. +. en. û À 
x=CV/x e d+C'V/z e 1.æsin?0d9. 


0 o 


Si m était plus grand que 1, on ne pourrait plus admettre 
la série qui multiplie C, : ce serait au contraire la pre- 
mière série qu’on omettrait si m avait une valeur néga- 
tive. Dans tous les cas, on obtient immédiatement , sous 
forme finie, une intégrale particulière y; de l'équation 


m(m — 1) 


D: y — Y = br. 


TL 
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On trouverait la seconde intégrale à l’aide du procédé que 
nous avons déjà plusieurs fois employé, c’est-à-dire en 
faisant y — u y, et exprimant que cette valeur, dans la- 
quelle la constante est remplacée par une fonction de x , 
satisfait à l'équation proposée. On verrait, de cette ma- 
uière, que l’intégrale générale est 


d. 
Y — CG? «( cs nn c'). 
Ÿ 


l 


Si, dans l’équation 


La b : 
Frs CA \L ae “a  sin2m—1040 


[e) 


7 h 
7e, Sa) eV’ cos sin —?" O4, 
.0 


on pose cos 0 — t, elle deviendra 
SE b 
Ve CE e* ki (1— 2)" dt 


+1 3 
+ Cain 1 MR et 
—! 
l'équation 
m(m—1 
DE Ÿ — HURRLEE by 


TL? 
aura pour intégrale particulière 


HT x VD 
if ( 


NE 


Le MN A En 1—42)" dt, 


ou 
LT SE VV” 
e ( 


=; 


PRICE 1 — +?) "dt, 
suivant que M >> I1,oum<I. 

La première de ces intégrations s'effectue quand m est 
un nombre entier positif; ce sera au contraire la seconde 
quand m sera un nombre entier négatif. Donc, toutes les 
fois que m désigne un nombre entier positif ou négatif, 
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on a, sous forme finie, une intégrale particulière de l'é- 
quation proposée, et, d’après la formule 


‘dx 
# =cn(fS +0’), 
Ji | 


la détermination de l'intégrale générale de cette même 
équation se trouve ramenée aux quadratures. L’équa- 
tion de Riccati D,y + ay° — bx" se transforme d’a- 


F- 


2 mn I 
bord en Diy — kyx", quand on change y en D Des 
qu'on fait ab — k; et qu'elle devient successivement 


MIM — 1 
( ; en 


TL 


2m 


PA - —m 
quand ôn y change x? ‘en x, puis y.en x7"y;, et 
qu'on fait 


n k 
FRERES Ce ee” 
2(n +2) n 2 
—_ + A 
2 
d’ailleurs, s1 m — + n, on aura 
— An 
NI 5 
20H 1 


donc l’iniégration de l'équation de Riccati se ramène 
aux quadratures toutes les fois que 7 est de la forme 

Un 
2n + I 
sommes déjà parvenus par deux méthodes essentiellement 


. Nous retrouvons ainsi un résultat auquel nous 


différentes. 


274. Il est enfin une troisième méthode d'intégration 
par séries que nous exposerons en l’appliquant, pour 
plus de simplicité, à l'équation linéaire du second-ordre 
sans second membre 

D; 7 +X;:D,y + X,7 —0, 
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X;, X: étant des fonctions quelconques de x. On peut 
d’abord ramener cette équation à la forme plus simple 


A : 
D} EX 2; 


il suffit en effet pour cela, comme nous l’avons vu, de 
faire y=uz, et de déterminer u à l’aide de l’équation du 
premier ordre 

2D,u + Xiu—=0, 
ou de faire 

u — eT+JX de 
Reste maintenant à développer la valeur de z en série 
convergente. Admettons que pour une valeur donnée 
x, de x, zet D,z— z" doivent prendre les valeurs z,, 
z,3; Z et 3, pourront, dans l'intégrale cherchée, servir 
de constantes arbitraires. Cela posé, de l'équation 


d?z 
rrXZ 
dx? 
on tire 
dz # 
d — = Xzdz,/ 
dx A 


. , F « . L 
et, en intégrant à partir de x,, 


d = MAÉ la 
ST RER Xzdx, ou = 2, + Xzdx. 


dx $ To dx CR To 


En intégrant une seconde fois, on aura 


TX 2 
2 = 20 + 2,(2 — Xe) + drik/Xzdu: 


Lo To 


ou, en posant pour abréger, Z,-+ 2, (x —x,)= t, 


LC «9 1X 
DL | dr | Xzdr. 


v Xo « To 


Si, dans cette équation, on remplace sous le signe f, z 
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L à 
par sa valeur, et qu'on remplace [ par f en-se rappe- 
. Lo t 


lant que toutes les intégrales sont prises à partir de x,,, 
on trouvera 


z=t+/fdxf X(t + fax f Xzdx) dx 
—1+ far f Xtdr + fax fXdr f'dx f Xsdx ; 


remplaçant encore z par sa valeur, on trouvera 


z = t+ f dx f Xtdx + [dx [ Xdx [ Xtdx 

+ fax f Xdx f'dx [ Xdx f dx [ Xzdx He 
En continuant cette même substitution, on obtiendra la 
valeur de z exprimée par une série indéfinie de termes 
qui sont tels que chacun se déduit du précédent, en mul- 
tipliant par Xdx?, et intégrant deux fois de suite, à par- 
tir de x — x,. Le dernier terme seul contient z ou la 
fonction inconnue qu'il s'agit de déterminer ; mais nous 
allons démontrer, 1° que ce dernier terme décroît indéfi- 
niment à mesure que le nombre des termes augmente; 
2° que la série tout entière approche indéfiniment d’une 
certaine quantité finie qu’elle ne peut pas dépasser, et dont 
elle peut différer autant que l’on voudra. 

Supposons en effet que x croisse d’une manière conti- 
nue dans l'intervalle de x, à x, et appelons £, € et r les 
plus grandes valeurs absolues de X, z et dans cet inter- 
valle, ou des valeurs plus grandes, de sorte que l’on ait 
toujours X AE CM TDi OILTOUVE POUTQURE 
valeur finie, il sera démontré par là même que z ne 
peut devenir infini pour des valeurs de x comprises entre 
les limites x,, x. Or, puisque entre ces limites on a 


NT Mere 


on aura 


J Xétdx ea à £rax —= &r( x —— ET 
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ou simplement 
J'Xtdz Er (x — 0). 


Si l’on multiplie les deux membres de cette inégalité par 
dx et qu'on intègre entre les limites x,, X : pour multi- 
plier de nouveau par Xdx et intégrer, pour multiplier 
encore par dx et intégrer une troisième fois, et ainsi 
de suite, on trouvera 


Sax f Xidx ne 


J'dx f'Xdx f'dx f Xtde L Er e _. 
— x Ÿ 


J'dx f Xdx f'dx f Xdx f'dx [ Xtdx 857 LEE 


et ainsi de suite pour toutes les valeurs de x comprises 
entre x, et x. On a aussi, pour ces mêmes valeurs de x, 


Xz <T 66, 


et, par suite, 


FXede Lt f Eldr = EC (x 1æt), 


Jde f Kate ET md, ; 
- NE $ S£a (E — %o)! 
J'dx J Xdx J dx J Xzdz << EE PRES 
et, en séhErAL | 
ii Tale 


En substituant, pour chacune des RE. dont se com- 
posela valeur de z, sa limite supérieure, on arrivera né- 


cessairement à l'inégalité 


4E= xt), 3, — 2)" 
2 Tr+ TE FS + ré 1.2.3.4 LR 
26) 
+ ren À 


LE" 


&æ* 
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Cette inégalité sera vraïe, à plus forte raison , si l’on pro- 


longe indéfiniment la série qui forme la première partie 
du second membre, mais cette série ainsi prolongée a 
pour somme 


M [ rie Le sn neWE |, 


et cette somme conserve évidemment une valeur finie 
pour toutes les valeurs de x comprises entre x, etx; on 
peut dès lors assigner une limite L qui lui soit constam- 
ment supérieure. D'ailleurs, l'expression 


Er (x — LES RE ii [ (x — a )V/E [7 


MONS OURS 19:93: More 
qu'on peut mettre sous la forme 


Ga) E (en) (ae (x m)/8 


I 2 3 on À 


décroit indéfiniment à mesure que z augmente, et peut 
devenir plus petite que toute quantité donnée €, quel- 


que petite qu’elle soït; on aura donc, en prenant n sufh- 
samment grand, 


2< L+éi; 


et comme cette inégalité est vraie pour toutes les valeurs 


de € comprises entre x;, x, on pourra, à la place de z, 
mettre sa valeur maximum £; on aura donc 


QU Hi rc, CE u ; 


IPS 


ou, parce que € peut devenir aussi petit que l’on voudra, 


CL. 


Donc, d’une part, le dernier terme de la série, qui est plus 
petit que 6e, décroît indéfiniment à mesure que le nombre 
de ses termes augmente, et, de l’autre, z reste toujours 
inférieur à une limite fixe et finie L. Donc la série qui 
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forme le second membre de l'équation 


z2—t+ f'dx f Xtdx + f dx [ Xdx [dx [ Xtdx 
+ f'dx [ Xdx [dx f Xdx f'dx f Xtdx +..., 


prolongée à l'infini, est convergente et a précisément 
pour somme l'intégrale cherchée z. 

275. On peut aussi développer en série l'intégrale gé- 
nérale de l’équation D? z — Xz de la manière suivante : 
on pose 

mt LE a ou Ce reel 


Uos Us Uaye ee) Un Étant 7 + 1 fonctions de x qu'il s’agit 
de déterminer , et qui sont liées entre elles par l'équation 


Du, + Du, + Du, +...+Diu) 
= Xu, + Xu, + Xu, +...+Xu,, 
ou 
2D AXE. 


Admettons encore que pour x= x,, z et z' doivent pren- 
dre des valeurs arbitraires z,, z',, et que les inconnues w,, 
u,... vérifient d’abord les équations 


Dir D UND AD, RER At X ue 


Puis intégrons ces équations à partir de x,, en admet- 
tant que 4, et uw, prennent les mêmes valeurs que z et z’, 
et que, par conséquent, les équations 


! ! ! f 
Uo Für Hu Ho Hz HU HU, +.+u, =z 


4 E UE A tel F tar ! 
se TÉSEDIPOUL MT O4 LU, == 20 Ur 


! l ! 
US PRE te Un == 0 EU ER EU TO. 


supposons enfin que l’on ait, pour x = x,, 


! 


! / 
U, OO, U, —O,.,., Un —O;S HU, —O, U,—0,..., Un — O, 


AS 
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Ho. Ro +2 (MO Er Ur dif Krdr: 
u, = fdr f Xda fax f tax, | 
u3— f dx f Xdx j'dx f Xdx [dx [ Xtdxr,…, RE. RERO 


les intégrales étant toutes prises à parür de x... 
La valeur ainsi obtenue pour z ne satisfait pas propre- 
ment à l'équation proposée 


DAS Een 
ou 
Dino + Dit +... + Diu, = Xuo + Xu, +... + Xu,, 


elle vérifie seulement celle-ci 


D? 4, + Du, +. LOMME XXIe EXT, ES 


mais on fait voir, à l’aide de raisonnements tout à fait 
semblables à ceux que nous avons employés ci-dessus, 
1° que la somme u, + ui + u; +...+4 u, tend toujours 
vers une limite finie à mesure que n augmente ; 2° que si 
Jon prend un nombre suflisant de fonctions u,, u:, 
Ugyeee) Unse +, déduites successivement l’une de l’autre, 
comme nous l'avons indiqué , le terme X4, pourra deve- 
nir aussi petit que l’on voudra, et que, par conséquent, 
la valeur 2 — 4, + ui + us +...+ u, vérifiera alors 
l'équation Di z = Xz. 

276. Pour suppléer à quelques omissions, reprenons 
encore l’équation du second ordre sans second membre 


Do im X,D.7 Fr XV — O; 


d. x £ : 
J#d% Gn la ramène à l'équation du pre- 


en faisant File 
mier ordre 


D,3 + 2 +zX, + X, — 0, 


que l’on intégrera par les moyens connus; y, dès lors, 
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sera donné par la Le 


Lie pe (Jzdx) 


1.2.3 Et. 


'-— 1 Jade + 


C4 


Nous avons vu que lorsqu'on connaît une intégrale par- 
ticulière y, de cette équation, on peut aisément déter- 
miner la seconde intégrale particulière, et, par suite, 
l'intégrale générale. I suffit, pour cela, de poser y — uÿ;; 
on trouve, de cette manière, 

| : nu és 


= (ce of a), 


Si, par exemple, on connaît F0 M particulière 
y = C,x de l'équation 


L 


2 


Der + 


1) 2 RAT ie; NUS USS LR, ET 
Der x(lx — 1) x?(1x— 1) 


10e 


la seconde intégrale sera donnée par l'expression 


f dx 
AAC D etre) le — 1 


ZX ax = f—— = A 
Le 


et l’intégrale générale sera 
SA Ce + Cr. 

Cette méthode s'applique, ainsi que nous l'avons dit, 
à une équation linéaire quelconque. Il existe un moyen 
plus facile de passer de la première intégrale particulière 
à la seconde, et qui n'appartient qu'à l'équation du se- 
cond ordre. ; 

Considérons les deux équations 


Dr +X, Dr +X,=0, Dir: + XiDeyi + X: =0; 


multuiplions la première par 71, la seconde par y, puis 
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retranchons-les l’une de l’autre, il viendra ainsi 

NaDiy — DT: + Xs (TD ÿ — FDeT:1) O0. 
Comme en faisant 

HiDey — JDT: = uw, 
on aura 
Ha Eur M4 D; Y: A Du, 
l'équation qui précède prend la forme très-simple 
Du + X,u = 0, 
d’où | 
—f X — f[ X,d. 
L te J RU YaD:Y — YDrT 1 = Cie J'X on 

On saurait intégrer cette dernière équation, qui est du 
premier ordre ei linéaire, par la méthode ordinaire; mais 
on arrive plus rapidement au résultat en remarquant que, 


le premier membre étant égal à y’ D. De on a 


et, par conséquent, 


/ 1/ least 
J' = Cri + C fa 


Scolie. L’équation 


Va = Ye Da 


met en évidence plusieurs propriétés de l'équation li- 
néaire du second ordre sans second membre. On voit 
d’abord que, pour une certaine valeur de æ, y et sa dé- 
rivée D,y ne peuvent être nuls en même temps. En 
effet, s’il en était ainsi, la constante arbitraire C; de- 
vrait être nulle, ce qui ne peut avoir lieu dans le cas gé- 
néral. 
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On voit ensuite que, entre deux valeurs successives de 
x, *, et Xi, qui rendent y, nul, il se trouve une valeur 
de x qui fait évanouir y. En eflet, si l’on suppose la 
constante €; positive, on conelut de l'équation 


YiD:Y —YD;7;:= CieT ARE) 


que; ‘pour € = Los, L'—= LD, 7: <20, etpar suite, 
que y et D, y, sont de signes contraires; maïs très-peu 
après x, et très-peu avantæx1, D, y, a des signes contraires; 
donc il en est de même de y, et, par suite, y doit s’éva- 
nouir au moins une fois dans l’intervalle Réciproque- 
ment, entre deux valeurs successives de x qui annulent 
y» se trouve au moins une valeur de x qui fait évanouir 
Y1. On en conclut que si l’on fait croître x d’une manière 
continue, depuis — œ jusqu'à + æ, les deux fonctions 
y et 71 deviendront nulles toujours alternativement. Par 
exemple, l’équation | 
D; y + y =0 
a pour intégrale générale 
Y = C;sinr+:C'Cosr, 


et l’on vérifie aisément que les courbes y — sinx et 
y = cosx rencontrent alternativement la ligne des ab- 
scisses. 


277. Terminons cette analyse complète de tous les 
iravaux qui ont eu pour objet l'intégration des équa- 
tions différentielles, par quelques considérations sur les 
solutions singulières. 


Supposons que l'équation différentielle 
fie, Ts DEF; DRE FUDE ») À LAS J'> La MIS FES 0 
ait pour intégrale générale | 


LTD ten Cao Men Fe Où 
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Si, entre les équations 
RER PRD: EN ORD ARE 10.10. AD, Fo), 


on élimine les 7 constantes ©, Ce, C3,...., Ch, on 
retrouvera nécessairement l’équation proposée. 
. Ainsi, par exemple, l’équation 


D'y+ay —1—=o 
a pour intégrale générale 
EF = ay —: +cos.xV/a—(c, SIn.x V/a +e, cos.æV/a)V/a—0 


et l’on en tre 
D,F—aD,y7— V/asin.xV/a—(c, cos.æV/a—c,sin.xl/a )a SU: 
D°F—aD;7-a cos.æ/a+(csin.xl/a+c,cos.xV/a Ja V/a=0; 


or, de cette dernière équation , jointe à la première, on 
déduit immédiatement l’équation proposée 


Dy+ay—i—=o. 


Cela posé, concevons que l’on différentie, par rapport 
aux constantes C1 , C2 ,..., €, , les n équations 


TO, LDLE 2 0,2) 50270, LC AD eER0, 
et représentons, pour abréger, par 
Ed F, 2d D.F,..., zd D, °F 


les différentielles obtenues, on arrivera toujours à l’é- 
quation proposée; si, pour éliminer les constantes, on 
emploie, au lieu des équations 


D CDS TO PREND RE 
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les équations nouvelles 
F—o, D,F+x&4F—0o, D'F+z4D,F—0,..., 


D'F+ 54 D'TF— 0, 


pourvu que l’on ait 
de Pt ON EDR 0 PRE D ANNE 0"; 


et il résultera de ce qui précède que si, après avoir éli- 
miné entre les 2 équations 


> do; 2 DER o LES 24: DptE 0; 


les 2z— 71 rapports 


de, de, der, 
2 por ? 
dc de À dc, 


de manière à arriver à une équation différentielle de 
l'ordre n—1, | 


f(x, 7, Cry Caye.es Cns Dr Dé 13 D y) —10; 


on élimine de nouveau les 7 constantes c:, c+,..., €, 
entre les 2 équations 


{== 0,. F0 DPF cher D'or, 


pour arriver à une équation différentielle de l’ordre #—1 
indépendante des constantes 


LES 1 
LE HEMDET 144$ D, J)= 0; 
cette dernière équation sera en général une solution sin- 
gulière de l’équation proposée. 
Supposons , pour fixer les idées, que l'on ait 


c, 
F=y—— 2x —c;x—c—c—=0o; 


4 
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en éliminant les.constantes c,, c, entre les trois équations. 
F— oyÿND.F 2 0,4 D'F— 0, 
on trouvera pour l'équation différentielle 
Fa 7 De, Diy)= y — xD:y 
+ = Diy — Dry? — (D,y — xDir) = 0; 


on a d’ailleurs 


zd EF : ME 
i. ue ASE Re 2 ELA 54 REA 
de, D que a de, RO 
I de, 
CE NE TAN D) RIRE I 
de; es de, ; 
s1° . dc; , ” 
et en éliminant le rapport ne entre les deux équations 
* à Ca ; 
due ns de, de, 
Es == 20C — — JE — 9C3 = O — TL — 1 = O 
no ide ? de, , 


on aura 


enfin, si l’on élimine les constantes c;,, c., entre les trois. 
équations 
PE tON EE 0 DITS 


on arrivera à l’équation 


æ LPS 8 
x =J (+ )+S—Dr = (e+t 


6 ) Dr FM 


qui sera une solution singulière de l'équation 
x? 2 2) a 2 ,.\2 
RH DENTE = Dir Dpt (Dir — xD y} = 0: 
Il est facile de voir que non-seulement l’équation 


x (æ, Ÿ Dsrs..., D, 7) O0 
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sera une intégrale singulière de l'équation différentielle 


Fe 7; DJ; DE 73... D" y) SE 
mais que les intégrales successives 


[ 


X: (x, Joe Cs D.7,; . Se D 


——3 
2 (2, ce, Dir, D” j) = 0; 


/ 7 Le 244 
Las lTs PCA CNIL EC UNE 0; 


de cette même équation y — 0, seront encore des solutions 
singulières de l'équation f — o. Il en résulte que la solu- 
tion singulière la plus générale contient au plus 7 — 1 
constantes arbitraires , ce que nous savions déjà. 

Il arrive quelquefois que l'équation f — o ne renferme 
aucune des constantes arbitraires €1, C»,..., ©,3 alors 
la solution singulière y — 0 se confond avec f — 0. Suppo- . 
sons, par exemple , que l’équation différentielle donnée 
soit 

f= 7x Diy — 2x° D,7° + 6Gxy D, y — 67° —=0, 
son intégrale générale sera 


EI xy Lite + Fe N0, 
et l’on aura 
I de, I 


SU E = = . 
PROS NET POI LE 


détsdr 
Her 


Sd, DE = 32° 


on trouvera 


1 dy dx 
a or em == OÙ, 
3 y z 


en l’intégrant on trouvera une seconde solution singulière 
Ÿ = cX / 
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Si l'équation f — 0 ne renfermait que 2 —m constantes 


arbitraires C1, C+,..., c,_», pour arriver à la solution 
singulière il sufhiraït des équations 


fes D'or re Of D PEER Du Dire oO. 
Supposons maintenant que l'équation différentielle 
Fa 7 Der... Di) 0 
soit vérifiée RO ROUE RER par l’expression 
Put LE US ADD ME EU Ge 10 
mais encore par une seconde valeur de la forme 
PERD ES PR, Ci Ce dOmels COL, Ces ta NC ls 


m étant inférieur ou tout au plus égal à 7, et e désignant 
une quantité très-petite. L'équation 
(4 res 
S [æ, Js ne RATE ; y] — 19 
sera vérifiée non-seulement par les valeurs 


1/4 


V4 
DNA US 6 SR AU 
mails encore par 


MA ED à FA ep, 7'+:p",..., 7 + eg), 


et l’on aura par conséquent 


‘d d DAT N 
f+ (Let Le+. dE (A PE 


d? 2 f° \ 
A Te + PRET Je 


2 


ë, désignant une nouvelle quantité infiniment petite qui 
s évanouira avec €. Mais f — 0; donc, en divisant pare, 
puis faisant € — 0, on trouvera 


df df df 


df 
dyt?) (2 d'p 


(4 
EC DTA ti PO oE 


TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. , 7 
Cela posé, ou le coefficient _. a une valeur finie, ouil 
est nul. Dans le premier cas, l’équation qui précède sera 
de l’ordre #2 et donnera par suite pour ® une valeur ren- 
fermant 2 constantes arbitraires; m sera alors égal à » , et 
la valeur y —F, ne sera pas une intégrale particulière, 
mais l'intégrale complète de l’équation proposée. Dans le 
second cas, l'équation qui donne ® sera d’un ordre infé- 
rieur à 2, msera plus petit que 7, F;, sera une intégrale 
particulière ou singulière. On en conclut que dans le cas 
où l'équation f[x,y,7",...,7(]=o admet des solu- 
tions singulières, on a 
df 


FAR pee LES (EE 


et comme 
df = D.fdz + D,f.y' dr + D, f.7" dx +... 
+ D;u-0 f. y dx + Dynf. y) dx, 
on aura aussi, dans l'hypothèse d’une solution singulière, 
DS HD, 7 + D f 7 ++ Dre 0 fer M HDye-0 f 7" 0, 
et par conséquent 
re) = Dr = 
Les deux équations 
D f = 0, Dr = ss . 


fourniront, dans certains cas, des solutions singulières, 
alors même que l’on ne connaîtra pas l'intégrale générale. 
Exemples : 


SARA FE" +or—oV/æ + Dr 0, 
ou 


Y" + 2x — 2V/ x? +y =o; 
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on peut mettre f — o sous la forme 


ER Ve +y or Ve +r + y — 2(2x + y) — 0, 


de sorte que 
d 
dy” 


re Vr+7y'; 


en égalant cette valeur à o, on trouvera 


cette valeur de y satisfait à l'équation proposée et en est, 
une solution singulière. 


20. f= Ir —Y Ve + y —a + x—o, 
Df=y—-Va+p—e, 


d'où x° — a? — 0; mais si l’on mettait l'équation donnée 
sous la forme 


on aurait 
Dyf=(y —V/x +y—a) Var Er Ta = 0, 


et l’on tirerait de cette équation non-seulement 


mais encore 


3°, æy? — 9ÿ y" +x 0; 
on en tire 
PE PANNE 15 AU 
D de 2 ox — ÿ') 
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d’où l’on tire, en éliminant y”, 


x? 


ja Va —— O, dy en TAC, 7 = C; ia 


us 
4°. Enfin 
sd zy" Le de. V1 + y; 
on aura 
) 
NU armee NU 
xV/1+ 7? — ay 
et par conséquent 
zVi+ÿ"—ay—o, 


" 


d'où 
LA A 
YÉL Se à 2° y! ri > 2 DIE 1) 
a — x _ Va — x? 
et en éliminant y entre cette équation et la proposée, on 
obtiendra les deux solutions singulières 


(a — x) — (ax + a} —o, y? + x — a — o. 


Dans tous les cas, pour savoir si les intégrales trouvées 
par la méthode que nous venons de développer sont réel- 
lement des intégrales singulières, cequ'ily aura de mieux, 
comme nous l'avons déjà dit, ce sera de chercher si on 
peut les déduire des intégrales générales en donnant aux 
constantes des valeurs particulières. 

Nous avons emprunté cette méthode au Traité élémen- 
taire de Calcul intégral du R. P. Caraffa, professeur de 
Mathématiques transcendantes au collége romain. Voici 
comment le géomètre italien procède dans le cas des équa- 
tions différentielles du premier ordre. Soit 


ACT KBLNIER0 


l'équation différentielle donnée que nous mettrons sous 
la forme 
RPM NT) DT ERA 0 
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et soit 
Ele, y c) — 0 


son intégrale générale; en différentiant cette dernière 
‘équation, on trouvera 

D.F+D,E.7=0o, 
et, en résolvant par rapport à la constante c, 

ce Ale Von) 


cette valeur de c, substituée dans Fxsuyc) "0, 


donnera 
Ffx, 5 x (x, S 4 HOME 0; 


ou, en mettant pour y’ sa valeur — o (x, y), 
F{x, Yi (x Dion. il 0; 


cette dernière équation doit être évidemment une équa- 
tion identique o = 0, et, par conséquent, l’on aura, en 
différentiant tour à tour, par rapport à x et à y, 

DEF + (D:x— Dex D:9)DxF = 0, 

D,F + (D,x— DoXD,o)D;F = 0, 
d'où l’on tire 


D,F +D>FD,x D,F+D,FD,x 
D QE D QE ET 


Mais toute solution singulière entraîne l’équation 
DANSE AO), 


et, par sulie, 
D'FLE 0 
D 4 ? 


donc elle entraînera aussi les deux équations 
Dig o Me D OT 


et ces deux équations, ainsi établies à priori, serviront à 
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déterminer les solutions singulières d’une équation dif. 
férentielle dont on ne connaitrait pas l'intégrale géné- 


rale. 
Exemples : 
xdx + ydy io r V/x° + y? — a, 

ou 

D, y LS CAE TE RETRO 

NE +VE Ep a? 
on a 
T 
Q(x, r)=— 
| — y +V a+ y —a 

D, =— É 

bi À +V/x nm demi ie 

+ a RE  . 

+ y ef (—r HV pe) 
Fo 

D,9 =— 


Véro rCy Var on) 
ces deux valeurs deviendront infinies, si l’on a 

BAR IE ANS OPA SO RENTE 
La première de ces équations donne 


zdx + dy = 0; 
la seconde 


xdx Et Or 


toutes deux sont des solutions singulières de l'équation 
proposée. 
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Exposition d'une méthode nouvelle et rigoureuse d’intégration ’ d’un 
système quelconque d'équations différentielles simultanées du pre- 
mier ordre. 


278. L'intégration par série des équations différen- 
telles est illusoire, tant qu’on ne fournit aucun moyen 
de s’assurer que les séries obtenues sont convergentes, et 
que leurs sommes sont des fonctions propres à vérifier 
les équations proposées, en sorte qu'il fallait nécessaire- 
ment, ou trouver un semblable moyen, ou chercher une 
autre méthode à l’aide de laquelle on püt établir géné- 
ralement l'existence de fonctions propres à vérifier les 
équations différentielles. C’est ce que nous avons fait 
dans la vingt-sixième et dans la trente-troisième Lecon. La 
méthode exposée est rigoureuse et ne laisse rien à dési- 
rer sous le rapport de la théorie; nous l’avons d’ailleurs 
étendue à un système d'équations différentielles d’ordre 
quelconque dont on peut ramener l’intégration à celle 
d'équations différentielles simultanées du premier ordre. 


279, Sous le rapport pratique, et sous d’autres points 
de vue, la méthode nouvelle que nous allons exposer, et 
qui est due encore à M. Cauchy, présente de nombreux 
avantages. 

Soient x, y, z,... des variables dépendantes, ou des 
fonctions inconnues de la variable indépendante t, de- 


= ; 
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terminées par les équations différentielles du premier ordre 
dx Ed, dy =Fdt, di —=Fsdt,..., 
ou 
END FE DT PONT EL ERP 
(D) dx us dy. | ds," dt 


) 


dans lesquelles F;, ie Herr mr désignent des fonctions 
connues des variables x, y, z,..., t. Il est évident qu'on 
n’ajouterait rien à la généralité de ces équations en écri- 
dt ; dt 
vant au lieu de = 
Supposer que ces équations sont intégrables, c'est ad- 
mettre que x, Y; Z,.-., peuvent varier simultanément 
de manière à les vérifier, ou, ce qui revient au même, 
c’est admettre qu’en désignant par r une valeur arbitraire 
de t, etpar €, n, &,.:. les valeurs correspondantes attri- 
buées arbitrairement à x, y, z,..., les variables dépen- 
dantes sont liées à £ par des équations de la forme 


(à ) fr —@ (5; #, O0 .r) t), Y —P2 (fe 2 Dates t), 

: { BÉOGRÉE HN ONETAOT, 0 
Ces équations seront vraies encore quand on fera { — 7, 
et puisque €, #, €,...: sont les valeurs de x, y, z,... 
correspondantes à la valeur r de {, on aura identiquement 


£ nu LE) HSE FT 7); n — LE A 7 ee T; #) 
np: U3 Cpeees T r); .….) 


on aura de même évidemment, et pour les mêmes raisons, 


TAC EETTEUET y Y— Pa (T3 V3 29e.) FLAN D = 03 (4e lacs 


\\ 
lyljyee.s 


LES TA Bates y 79 ed té em EDR Ce Pi (ANT 2e PRE 


AG 
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Le premier et le dernier de ces quatre systèmes d’équa- 
tions sont également propres à représenter les intégrales 
générales des équations données , et admettre l'existence 
de l’un de ces deux systèmes, c’est admettre que l'inté- 
gration des équations proposées est possible et réalisée. 

Admettons, pour fixer les idées, que le système d’inté- 
grales cherchées est représenté par les équations 


(ë 


ie + Pr, I Zyost T)) CN CS ARE SSP EE 
CE qu (6) 0 ES SLT 


que nous écrirons sous la forme plus simple 
tes Lu GS EME 


Désignons par 
u = f(x, Y, Z,...) 


une fonction déterminée des seules variables x, y, z,.., 
et par 


AU 4) RAM DRE: 0 


ce que devient la fonction w quand on y remplace les va- 
riables x, y, Z,..., 1° par les valeurs arbitraires £, », 
€... 3 2° par les fonctions f;, f;, f5,...; U, ainsi que f,, 
f,, fs, dépendra uniquement des quantités x, y, z,..., 
t, T, et se réduira identiquement, pour { = T, à la nou- 
velle constante arbitraire désignée par v. De plus, en 
vertu des équations (4), on aura nécessairement 


PARA TAGS ARCS Pen PU PEN À LPO RO EN 1 ET Re 2 


Cela posé, il est facile d'établir les trois propositions sui- 
vantes, qui servent de base à la nouvelle méthode d’inté- 
gration. 


280. 1° Théorème. L'expression U— €, C étant une 
constante arbitraire, et U une fonction des seules varia- 
bles x, y, z,..., tetr, ne pourra être une intégrale des 
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équations données (D), qu'’autant que la valeur s = U 
sera une intégrale particulière de l’équation aux dérivées 
partielles 


(C) Dis+F,D,s<+E,D,s +F:D,5+...— 0. 


En eflet, U — C ne pourra être une intégrale des équa- 
tions données , qu'’autant que les valeurs de x, y, z,..., 
tirées des équations 


Os Re TE rt Cm li Ua 
ou 
LE Ps (Es PNR AE ne Pa | Eat 


réduiront Ü, non à une fonction de {, maïs à une con- 
stante arbitraire; et U, d’ailleurs, ne pourra être réduite à 
une constante arbitraire qu'autant que sa différentielle 
totale, par rapport à £, étant nulle, on aura 


D,U + D, UD,x ns 04 6) ee D,UD,z +...—0; 


ou, en substituant à D,x, D,y, D,z,..., leurs valeurs 
tirées des équations (D), 


DU 4 F,D;U +:E; DU + BD,U +. ..— 0. 


Cette dernière équation doit d’ailleurs être une équation 
identique o — 0, car, sans cela, elle établirait entre les 
seules quantités x, y, Z,...,{ett une certaine relation, 
et cette relation serait une conséquence nécessaire des 
équations 

| NN PE EN 2e, IAE De 8 à RE 


Or, cela ne peut être, car, par hypothèse, ces dernières 
équations sont vérifiées par des valeurs entièrement arbi- 
traires de x, y, z,..., t, t, et par les valeurs de E, n, €, 
déduites à l’aide des mêmes équations des valeurs attri- 
buées à x, y, z,...,1 ett. De sorte qu'il est absurde de 
supposer que l’on puisse éliminer, entre ces équations, 
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les variables £, n, €,... pour arriver à une relation entre 
les seules quantités x, y, Z,...,tetr. L’équation 


(A) DU +F, DU + ED,U+ FD, U+...—0 


ne peut donc être en réalité qu'une équation identique 
exprimant que s — UÙ satisfait à l'équation (C); donc 
réellement, pour que Ü — C puisse être une intégrale 
des équations proposées , il faut absolument que s = U 
satisfasse à l’équation aux dérivées partielles (C). 

Scolie. Si l'on nomme v la valeur particulière que 
prend la fonction f quand on y pose 


ee LE 2 
LE En Hat 2 Gone 


celle des intégrales générales des équations proposées qui 
seront de la forme U — C se réduiront nécessairement, 
d’après ce que nous avons dit, à ÜU —v, et alors aussi la 
valeur s — Ü —v sera, en même temps que la valeur 
s = Ü, une intégrale particulière de l'équation aux déri- 
vées partielles. Done, 1° pour savoir si les équations pro- 
posées peuvent admettre une intégrale générale de la 
forme Ü = €, il suffi d'examiner si la valeur s — Ü ou 
s — U — v fournit ou non une intégrale particulière de 
lPéquation (C); 2° v désignant une constante arbitraire et 
Ü une fonction des variables x, y, z,..., t qui ait la 
propriété de se réduire pour une valeur particulière + de 
la variable £ à une fonction donnée de x, y, z,..., sa- 
voir, àu—f (x, y, z,...). Pour obtenir celles des ex- 
pressions Ü = v qui pourraient satisfaire aux équations 
proposées, il faudra égaler à o la valeur de s qui a la dou- 
ble propriété de vérifier l'équation (C), et de se réduire à 
u—v pour { — 7, ou bien encore il sufhra d’égaler à v 
celle des intégrales de l'équation (C) qui a la propriété de 
se réduire à uw pour {= T. 


2814. some T'héorème. Pour obtenir celles des valeurs de 
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la forme 

MES ft; CH 
qui peuvent former un système d’intégrales générales des 
équations proposées, il suflira de chercher les diverses in- 
iégrales particulières de l'équation (C), qui ont la pro- 
priété de se réduire, pour t = +, à l’une des variables 
C5. CORRE 

Ce théorème est un corollaire du précédent; on l’en 
déduit immédiatement en remplaçant tour à tour la fone- 
tions 0x Mr) par rs et Des lon sr Don 
désigne pars — f,, s —f,, s—f,,... les diverses inté- 
grales de l'équation (C) qui, pour t = +, se réduiront à 
l’une des variables x, y, z,.... On vérifiera encore 
cette même équation (C), en attribuant à s l’une des va- 
leurs s —f, —Ë, s—f, — n, s—f, —£,... et, en éga- 
lant à zéro ces dernières valeurs des, on obtiendra, sous 
la forme cherchée, les intégrales des équations propo- 
sées (D). 

282. 3"° Théorème. Réciproquement, l'intégration gé- 
nérale de l'équation (C) entraine l’intégration générale 
des équations (D), et pour obtenir les intégrales généra- 
les de ces dernières équations, il suffit d’égaler à des con- 
stantes arbitraires £, n, €... les valeurs f,, f,, f,,... des 
qui ont la double propriété de vérifier l'équation (C) et 
HÉPRCRECQUITE à TT: 2,2 DOME. 

Démonstration. En effet, on obtiendra de cette manière 
les équations 
CRAN EE nier fc 0) née ts al Dies 
en vertu desquelles x, y, z,..., seront des fonctions de £ 
qui pour & — 7 se réduiront respectivement à Ë, n, €,.... 
Cela posé, puisque f, est une intégrale particulière de 
l'équation (C), on aura 


Déf + ED +ED,f +BDif +... o. 
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D'ailleurs , en faisant varier x, y, z,... avec t, onti- 
rera de l'équation f, = E 

D,f, —+- D,f,D,x —- D, f,D,y + D,f,D,z + 5. = 6. 


En éliminant D,f, entre ces deux équations et opérant de 
même par rapport à f,,fs,..., on trouvera 

D, f,(Dix —F;)+D,f.(D;y7—F,)+D.f,(D;z—F3)+...=0, 
D, {2 (D;x —F,) + D, f, (D,7 —F,) — D, f, (D, Z —F3) fe nes À » 
D, f; (D,x —F,) —+- D, f; (D:y7 —F,) À D, f3 (D, Z —F3)+ °°. —0; 


++ +. © © + + ee 0 0 0e 0 8 © + e . re 


Si lon combine entre elles par voie d’addition ces der- 

vières équations après les avoir multipliées par des fac- 

teurs choisis, de manière que toutes les différences 
D,xz—F,, D, y —F,, D,z—F3,... 


se trouvent éliminées, à l'exception d’une seule, etsi l'on 
fait ; | 
K=D,f, D, f, D, ff... —D,f, D,£D,f3...4+09 


il viendra 
K(D:x—F,)—=o, K(D;:7 —F,)=o, K(D;z— F3;)=0o; 


or la fonction de x, y, z,...,t, représentée parK, ne sau- 

rait être généralement nulle, car elle se réduit à Punité 

ainsi que D. f,, D,f,, D.f;, pour t — +, puisqu’alors 
fur, afro nl te 


on devra donc avoir nécessairement 


Dix —F;—0o, D;y —EF/—0,\D,z—F:20;. 


na 
ou enfin, 
Die PS Dyy' =; DFE SE". 


les héquanDasie fe ni LR AR ENE vérifie- 
ront par conséquent les équations proposées, et seront 
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leurs intégrales générales. Ces intégrales d’ailleurs sont 
telles, qu’étant donné un système de valeurs des variables 
ZX, Vs Z,.. t, elles fournissent immédiatement les nou- 
velles valeurs £, n, €,... que prennent les variables 
dépendantes pour une nouvelle valeur 7 de la variable 
indépendante. 

Scolie. Les intégrales générales des équations (D) étant 
obtenues comme on vient de le dire, et représentées 
par les formules (4, ), la formule U — v, dans laquelle 
Ü= f(f:, fa, fs...) désigne une fonction quelconque 
de fi, fa, fs,..., représentera une nouvelle intégrale 
générale des équations (D) : et, pour obtenir cette nou- 
velle intégrale, il suffira, comme nous l’avons vu, d’é- 
galer à une constante arbitraire v celle des intégrales par- 
ticulières de l’équation (C) qui a la propriété de se réduire 
AU (100 SR NN DORE ITS 

Exemple : Supposons que les équations données 
soient 

diras di dt ide, 
on aura 
1 A 8 ne a ne fl den 


l'équation (C) deviendra 
Des + xD, s + TD,s+2D,s+... —=o. 


T—t 
> S — ZE soleil 


T —t 
Les valeurs s — xe 


ie re 4 
jouissent évidemment de la double propriété de vérifier 
l’équation aux dérivées partielles, et de se réduire pour 
t—T,àx, Y, z,...; les intégrales générales des équa- 
tions proposées seront dès lors 
T—t rl à Loue 
bte lip yep sp Eetrenh dag pl, 

ou 


% 
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Dans ces dernières formules, £, n, €,... peuvent être 
considérés comme représentant les constantes arbitraires 
introduites par l'intégration. 

Plus généralement : comme en désignant par w une 
fonction homogène quelconque de x, Vs 2,..., dupre- 
mier degré, on a 


xD. u + JD,u + zDu — u, 


le produit uek(r—?) aura la double propriété de vérifier 
l'équation (C), et de se réduire à 
Lo loge rire) 
pour t=7t; donc l’expression 
k (x —®) k(t—x) 


DRAC ou HE AY EC 


représentera encore une intégrale générale des équations 
données. 


283. Posons, pour abréger, 
F,D,s+EF, D,s5+B3D;s+...=—D,sD,x +DysD;7F...—Fps, 
et servons-nous du signe caractéristique Sn s pour indiquer 
t e 
l'intégrale définie — [ Fos di, de sorte que l’on ait 
V T 
De Û 
Sps =— | Das D,s-+FD5e. jt [| Fosd[*} 
T CT 


s étant d’ailleurs une fonction quelconque dex, y, z,..., 4. 
On tirera dès lors de l’équation 


DU + F,D,U + EF, D,U + FDU+...—0, 


[*] Au lieu des notations Fps, Sps, qui indiquent tout naturellement, 
il me semble, une fonction de dérivées partielles, et la somme ou inté- 
grale d’une expression composée de dérivées particles, M. Cauchy a 
choisi les notations []s, V/s. Il m’a été impossible de les admettre, à 
cause de leur étrangeté, et surtout parce qu'en même temps qu’elles ne 
disent rien à l'esprit, on peut à peine les énoncer. 
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intégrée par rapport à t et à partir de {= 7, 
U —u— SU = 0, U = 4 + Sp U. 
Si dans le second membre de cette dernière équation 
on substitue une ou plusieurs fois de suite à la fonction U 
sa valeur tirée de cette même équation, alors, en écrivant, 


pour abréger, SU, SSU,..., au lieu de Sp SU, 


Sp Sp So Ü, etc., on trouvera 


U = «+ Su LSU—= M di Sn LS LS du 


et généralement 


U=u + Spu + Sju+Sju+ Su +,..S ou + Su, 


n étant un nombre entier quelconque. Si dans cette der- 
nière équation le terme S5 u décroit indéfiniment pour des 
valeurs croissantes de 7, la série du second membre sera 
convergente, on aura simplement 


U=u+S,u+Siu+Siu + Su +...; 


par suite, la formule Ü — v, propre à représenter une 
intégrale quelconque des équations proposées , deviendra 


u+Spu+Sju + Su +... =; 


et comme, dans le cas où S, désignerait non plus un 


système d'opérations à effectuer sur une fonction don- 
née , mais une quantité véritable, on aurait 


I 
LRO D ES DA DD Huet a) 
1 — Sp 
l'intégrale générale pourra être représentée sous la forme 
symbolique 


732 CALCUL INTÉGRAL,. 


D'ailleurs, comme de l’équation qui donne en série 
convergente la valeur de U, on tire 


SpÙU = Sp(u + Spu + Su + Sÿu+ ...) 
= Spu + Sju + Sju +... —= U — u, 
il est clair que la valeur de U, fournie par cette équation, 
vérifiera la formule U — u — SU — 0, et par suite la 
. formule (C), tant que la série sera convergente. On peut 


donc énoncer le théorème suivant. 
4° Théorème. Tant que la série 


HUE DUT ODIs Ne re 


sera convergente, la formule 
1/2 
(L) u+ Spu + Sju+Sju+...—u ou Ten 


est propre à représenter l’une quelconque des intégrales 


# 'É 


générales des équations (D). 


284. Lorsque F,, F;, F:,...,et, parsuite, F,s , ne 


renferment pas explicitement la variable indépendante 
t, mais seulement les variables dépendantes x, y, z,.…., 


hs 
alors, ensubstituantàs,dans l'équation Sos —— J F, sdt, 
Lg 


la fonction w qui ne renferme pas non plus la variable #, 
on tire successivement de cette équation 


14 { 
Sou=—{ Foudt=— Fou | dt ={(r —t)Fpu, 
NUNT: QD 


[( — t) dt 


COR 


DA 
Su — ) (s—1)Fiud=—Fiu 
UT 


= + Fin, 


; » 


ei généralement 


SU ten Et D: 
.2 
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En vertu de cette dernière équation, l'intégrale quel- 
conque (1,) des équations (D) devient 


Pal 


T 2 
2! ER a 
EF DU dtlote—= (Ù 9 


De 
Fpu + 


1 11522 


u + 


et comme dans le cas où F x représenterait, non plus un 


système d'opérations à effectuer sur une fonction donnée, 
mais une quantité véritable, on aurait 
z —t (z —— tP 


2 2 (rT—dF 
} + - L _F, D 0 ) b. 


l'intégrale pourra être présentée sous la forme symbo- 


lique 
(1) er —t)En, —e,. 
On arrive de cette manière au théorème suivant. 


be Théorème. Lorsque les fonctions F;, F,,F;,...ne 
renferment pas explicitement la variable indépendante 1, 


l'équation 

; T—t (r — t}.,, 

(1) u + Fa rad nb on 
ou 


e(r — ED y —», 


est propre à représenter une quelconque des intégrales 
générales des équations (D), tant que la série 


est convergente. 


Scolie. Si des formules 


= R rt) Foy — v, 


on veut déduire les intégrales générales des équations (D), 
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présentées sous la forme £=f,, n=fa, É=fs,...,Ë,n,6 
étant ce que deviennent x, y, z,... considérées comme 
fonctions de la variable. indépendante £, quand cette va- 
riable indépendante reçoit une nouvelle valeur +, il suf- 
fira de poser successivement dans ces formules 


nr CAE nus a er vu + 
He Die 02 NES LS LE to CS 


les intégrales générales des équations proposées seront 
donc représentées, dans tous les cas, par les formules 


x F4 Z 
(e)} PME A ANS CR RERERE ro EC 
La E So fe HoSp. : ds 1 — Sp 1 


et, dans le cas où F;, F,, F,,... ne renfermeraient pas 
explicitement la variable £, par les formules 


Er, prb, g—AT—-9En, 


RENE) 


Re 


Ex +7 CSN Ur Fix 


Prenons encore pour premier exemple les équations 
dé ti dy di dr=;sdr, 
on aura 


F,Deu +F,D,u + F:3D;u +... = xD,u + yD,u + Du = Fpu. 


Si d’ailleurs on prend pour w une fonction homogène du 
premier degré en x, y, Z,...;, On aura identiquement 


xDeu + yD,u + 2D,u +...—u, Fpu =, 


et l’on pourra poser simplement Fo — 1; et comme d’ail- 
leurs F;, F:, F3:,... ne renferment pas explicitement t, 
les intégrales générales cherchées seront 


Em re T |, H=IPE Te Üc ser mi} 
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285. Lorsque dans l’équation 
FE, Ds+E,D,s + B3D:s—+...— Fps, 
on remplace s par u, il vient 
FD, u +F,D,u + F:D,u +...— Fpu, 
et siF,, F+, F,,... ne renferment pas explicitement f, 


en désignant par À une quantité constante, et choisissant 
la fonction # de mamière à vérifier l’équation 


F,D,u +E,D,u + FaD,u +...—%4u, 


on aura identiquement 
Fo mien AU 
et la formule 


réduite à 


= ueh(r-t) onze (t =), 


sera propre à représenter une intégrale générale des 
équations proposées. 
Pour donner une application de ces formules, considé- 
rons les équations 
dx = (aix + by + ci3 +...)dr, 
dy = (a;,x + b,y7 + c,3 +...)dr, 
dz — (a3x + b3y + c33 +... )dr, 


Us Ds Cie. Gay Ugo Cape ee tant dés quantités Cou- 
stantes, on devra avoir 


d AT 
e+hirest) + (ettbir este) PE et À 


et l’on vérifiera cette équation en posant 
En 2 0 PO e mp on mt 7 


pourvu que À, u, v,... désignent des facteurs constants 
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ù [4 » { 
propres à remplir les conditions; 


Qù + Au + ag +... Àà, 
bia + bip + bay +...— kue, 
CA + Cu + Car +... —= kv, 


ou 
(a; — k)h + au + a3r +...= 0, 
b,1+ (b;, = pe 4 O3 FRET 0; 
Cù + Cu + (cs — Àr +...= 0, 


desquelles on déduit, par l'élimination de À, fe 0e 
l'équation 
(a; — À) (b, — À) (c3 — 4)... — a,b, (c3 — ALES 0, 


qui renferme la seule inconnue k, et dont le degré est 
égal au nombre » des variables x, y, z,.... Les n ra- 
cines de cette équation fourniront z systèmes de valeurs 
pour les coeflicients À, 1, v,..., et les intégrales géné- 
rales des équations données se trouveront toutes comprises 
dans la formule 


ou 


AT + my + v2z +... = (aË + pen + vC +... A D. 


Si aux équations que nous venons d'intégrer on substitue 
les suivantes 

dx =[a;x+ b;y +ez+...+f(e]dr, 

dy ={a,;,z + b,y +c,z+...+f,(0]dr, 


dz —= [ax + b37 + c32 + c'e . +/fs(t)] de, 


de la variable t: alors, en supposant toujours la fonction w 
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déterminée par la formule u—Ax+uy+vz+..., choi- 


sissant les quantités À, m, v,...'de manière à vérifier les 
mêmes conditions que ci-dessus; et faisant pour abréger 


A O+R PO + A+. =, 


on trouvera 


vi 4 
Fou= Au+f(t), Spu =— | Fou dt k(r—tu + [ f(e) dr, 
T T 


k2(r —t LC | 
ARE JAN VAE k(r—t) f (à dt, 
re T 
A (r—t); tk(r—1t) 
TE — t) dt 
SD 4 1.2.3 1 fe 1.2 f() ke 
et l'équation 
—u + Spu + Siu+Shu +... =uv 
1 — Sp 
donnera 
F Æ2 =}? 
af i+46-n+ ET 4. 


— f Li+(—r) + os ET 4... | 76 à, 


ou, ce qui revient au même, 


o— u eX(r—t) —[. *(T—1)f(#)de, 


t 
ne ki ve ht — ÿ) ef (0 dt 
T 


àæ puy ri + ot = (EE pen ré.) AG | 
À iQ k 
+at f e af, (D + us, (t) +...] de. 
L'ATE 47 


ou 


ou enfin 
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Les diverses équations que comprend cette dernière for- 
mule, eu égard aux 7 valeurs qu’on peut attribuer à la 
constante k, et par suite à À, Lo vip. -., présentent le 
système des intégrales générales des équations proposées. 
Si deux, trois, ... racines de l’équation en # deviennent 
égales entre elles, les deux, trois,... équations corres- 
pondantes à ces racines coïncideront et devront être rem- 
placées, comme il est facile dele prouver par l’une d’entre 
elles, jointe à l'équation dérivée du premier ordre, ou 
aux deux équations dérivées du premier et du second 
ordre qu’on obtiendra en différentiant une ou plusieurs 
fois de suite les deux membres de l’équation conservée par 
rapport à la seule quantité k. 

Pour montrer une dernière application de la formule 

u 
1— SD 
seule qui soit du premier degré par rapport à x et de la 


—v, supposons les équations (D) réduites à une 


forme 
dar [JE +.x Fo at 


f(), F(e) étant deux fonctions quelconques de t : om 


aura dans ce cas 
F=fO+2r(), Fou=[/O+zF(0] À, 
Sou=— f° [/0)+ + FO] & de, 
et, par suite, en faisant u = x, 
— z|: — [' F(e) dt + 1% F(+) qe F(+) dr, di—.. | 
4 ft FO Ha F(t)dt + [°r(0) [°F dede —. |. 


L 
D'autre part, /° (+) étant la dérivée de J F(e) dt, on 
* 
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aura 


[ r(e) fF(oar. dt Le ra), 
JE F(0 (F0) f'rod.ar. à = sl froel, 


œ 


+ . . . . . 0 . . ° e ° ° e . ° 


et, par suile , 
t ‘1 D 4 ‘ 
1 f F(t)dt +f F(e) [ F(t)dt. dt — .... 
T T UT 
1 ri nt 2 ni F (1) dt 
=1—/ Fe) +2] | F() de | RE PET 
T 2LVr 


donc l'intégrale généralè sera donnée par l'équation 
- J Ep (c}de 0e di f E F(sat 
Fe 13 — f f{e)e : dt. 
TT 


Dans les divers exemples que nous venons de passer en 
revue, la formule (1,) fournit pour les équations différen- 
tielles proposées les intégrales connues, celles auxquelles 
avait été conduit par les diverses méthodes précédemment 


on développées. 
r—0)F 
286. Il est facile de prouver que la formule à 9 Du y 


continuera de représenter une intégrale générale des équa- 
uons (D), si 4 devenant une fonction explicite de toutes 
les variables x, +, z,..., {, on détermine Fpw, non plus 
à l’aide de FPéquation RAS 

Fpu = F,D,u + F, D,u + Es Du +..., 
mais à l’aide de la suivante 


Fpu=D,u +EF,/D,u + F,D,u + F3D,u + st 


2 
pourvu toutefois que la série 
Che ea: (Tr — t) : 


Fpu, 
i F:2 


2 
U, PORT 4 


ÂT:s 
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reste convergente ; et que l’on désigne par v la valeur de & 
correspondante aux valeurs £, n, €,...,7T des variables 


x, Y, z,..., ti En effet, si, dans cette dernière hypo- 
thèse, on pose 


ae 


VE u LP Ru + Fin. 
comme on aura généralement 
r— 2) (r —t) ni (Tr — à Re 
Fo. ab Ad Fpu = Ep U=—- RER re U 
MAD SIN 7 10/3. 1.2.3...(7 —1) ri 


on en conclura EF, Ü == 0, ou, ce qui revient au même, 


DU + EJD,U + ED,U + B3D.U +... —o. 
Donc, dans l'hypothèse admise, s — Ü sera une inté- 
grale particulière de l'équation (C), et la formule 
U—v, ou += AK eh pinmm mms Fou +... v, 


où 
? et — ED, — v, 
sera une intégrale générale des équations (D). 

Au reste, on peut, dans la même hypothèse, déduire 
directement des équations (D) la formule ci NES. 
à l’aide de la formule de Taylor. En effet, w étant une 
fonction quelconque de la variable indépendante t, et 
des variables dépendantes x, y, 3,..., liées à # par les 
équations (D), on aura, en vertu de ces équations, jointes 
à la formule qui définit la fonction F;, 


du = Fpu.dt, d.Fpu = Fhu.dt, d.Fôu — Fu. de, 
et, par suite, 
du Fpuidt,\ d'u Eu du EE FRuI dr) 


D'ailleurs si l’on nomme v une nouvelle valeur de x, cor- 
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respondante à une nouvelle valeur 7 de la variable indé- 
pendantet, la formule de Faylor donnera pour les valeurs 
de la différence 7 — t, qui permettront de développer v 
en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
et entières de cette différence, 


| 2 PE Rai “e dan a: du ee), 


et, en substituant Fou du, d'u,... les valeurs qui pré- 


cèdent, 


S 


de PEUR, ua Menda :Var ture mi Fu +... LE het PT 


Pour . cette pale sur un exemple très-simple, 
concevons que les équations (D) se réduisent à 


Ar — ut) dj dt, di—-dt, ..., 
t 3 t £ 
on aura 
1 
Fpu — (Du + xD,u + yD,u +z2D.u), 


et, par conséquent , 


u 
Fu; 


lorsque w deviendra une fonction homogène du premier 
degré en x, y, z,..., t. Mais alors Fou étant une fonc- 
ton homogène d’un degré nul, on aura 

Fit— 0) FEU A0, Prpibe, 
et l'intégrale sera donnée dès lors par l’équation très- 
simple 


U = ü —+- 


T—Tltu 7 U 
al ou a 
I t t y 


t 
es 

Si dans cette dernière formule on réduit successivement 
la fonction u aux variables æ, y, z,..., il faudra en 
mème temps attribuer à la constante arbitraire v l’une 


des valeurs £, n, €,..., et l’on obtiendra ainsi les inté- 
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grales générales des équations proposées, sous la forme 
Ad A A + Du 
£ mn DPF ES ART 
on arriverait directement à ces mêmes valeurs en inté- 
grant les deux membres de chacune des équations 


287. On pourrait encore généraliser la formule 


Pre 


2 
Fu +..., 


T — 


t 
Fpu + 


(1) U— u + 
1 1.2 


en y remplaçant la variable indépendante #£, et la quan- 
tité 7, par une fonction donnée r des variables x, y, 
Z,..., {, et par la valeur particulière p de r, correspon- 
dante à £ — t. Effectivement, r et 4 étant deux fonctions 
quelconques de x, y, z,..., t, les équations différentielles 
(D) obligent x, y, z,..., t, et par conséquent aussi les 
fonctions r et u, à varier simultanément ; et si l’on 
nomme p et v deux valeurs correspondantes de ces fonc- 
tions, v sera ce que devient la fonction w quand la varia- 
ble r reçoit l'accroissement p — r; or, en admettant que 
v soit développable, par la formule de Taylor, en une sé- 
rie ordonnée suivant les puissances ascendantes de cet ac- 
croissement, On aura, en représentant par 


Fi Fos :°.. 


REN CE 
DE £ — Tr}? air 
En ac r du (P 


— CARE CET +. 
t dr dus dr 
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on a d’ailleurs identiquement 


dr = D,rdt.+ D, rdx D,rdy + 1,742 + 4. 
du = Dudt + D,udx + D, udy + D,udz +.. 
et, en vertu des équations (D), 
TR AZ, il He dr 
NOTES Fes oo Dep Er Dr RD) MEsD,r-1 A 
vR du 
Du +F;Diu+E,D,u+ F3D,u +... ? 


du Du + FDiu ED; + BD,u +. 
dr Dir + BE Der + F,D,r + F3D;r +...? 


done, si l’on fait, pour abréger, 


_ Du + FD, u + FE D,u + FD,u +. 2 


gr fee tion 2 Me muet À 26 lon Lan As 
PANDA TE DineeiF D, 7 RE CS 0 


on aura simplement 


du 

re F U 

dr à 
on en conclura 
s du 

dr Fou nt 
nus = = F5 teen 
dr dr 


et, par suite, 


Rata la Fu +..., 
ou 


Ut ep +4) ED y. 


Ajoutons que ces dernières formules représenteront 
une intégrale générale des équations proposées, tant que 
la série , 

P ES Fr p ie r 2 ; 

’ à Fp&, ) Foiait 


so À 


(2 
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sera convergente ; en effet, si l’on fait, pour abréger, 


ÜÙ = u + DRE Fi 
1.2 


PETEM 
CRE UF, 


comme, en vertu de l'équation qui définit Fou au moyen 
de ret de u, on a For = x, et, par suite, 


A nes PR amet PART PLIS LS 


He ne 072 RAP EC 1.2.3...(72 —1) 
on trouvera FSÜÙ — 0, et, par conséquent, 


DU + F, DU + EF, D,U + F3 DU +...—=o; 


donc s — UÜ sera une intégrale particulière de l’équa- 
tion (C), et la formule 


U—= LU + Fou + 


Ad X Le 2 
CT pu +, .., 
1.2 


sera une intégrale générale des équations (D). 


288. Si, en supposant u fonction des seules variables 
x, Y, 2, on nomme Fou, Fou, Fiu,... ce que de- 
vient F,u lorsque dans les quantités F,, F,, F,,..., con- 


sidérées comme fonctions de x, y, z,..., t, on remplace 


la seule variable + par de nouvelles variables £”, €”, &”,..…., 


‘on aura évidemment 


De A tt 
Sou=— | Foud=— f pudt!— 1 Foudt”, 
Süu= fr of. F'hudt/ dt! = f: F'F'dt"dt", 
3 LE de 1 ” 14 M Ja Jr 
Su — | Eyf LA | F'udt"dt"dt 
vV T UT (1 à 


t! 
FRE fe 1h Cr D F'F'udt"dt" dt", 
ŒS MAUT: 


G e. e. CR e. e. e . . 0 e 0 e e. + e 


et par suite line générale des équations (D) de- 
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viendra 


Dr: tx), fat! , 
vu — u— [. F;,udt’ " [ FF dt"dr! 


ne ch: 1h Lfa F' FPF'udt"dt"dt! +. 


Lorsque les fonctions F,, F,, F;,.... ne renferment 
pas explicitement la variable #, on a 


(r') 


. l. L/4 2 
Epu VE ut np ur ou pu re, 


2e et TE 
fifi dt"dt'— Kurt Snap fé de"dt" dt = Nr ni 


La formule (1°) devient, comme cela devait être, la for- 
mule (I; ). 

Il est bon d'observer que, dans le cas où l’on considère 
seulement deux variables x et ft, et où l’équation 


Des + F,D,s + ED,s + F3 D,s + ... —0 


et de plus, 


se réduit, quand on y faits —=U, à 
D,U + F,D,U — 0, 

la différentielle totale de la fonction U, 

dÜ = D,Udt + D.Udr, 
se réduit, quand on y substitue pour D,UÙ sa valeur 
— F,D,U, à un produit de la forme V (dx—F, dt), la 
valeur de V étant V — D,U; donc la fonction U étant 
déterminée par une des équations 


U=u+Spu + Spu + Sju + ..., 


—7r (p — 1 


ue à Fp 4 + 


Fimte.., 


L 


le facteur V = D,U sera propre à rendre intégrable le 
premier membre d’une équation différentielle entre x 
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et 1, présentée sous la forme dx — F, di 0; elfecti- 
vement , l'équation D,U + F, D, U— 0, différentiée Pas 
rapport à x, donne 


DIV=D,.(—EF,V), 


équation qui exprime bien l'intégrabilité du produit 
V(dx — F, dt), et qu'on peut regarder comme une équa- 
tion aux dérivées parüelles propre à déterminer le fac- 
teur V en fonction des variables x et £. 

Si, à la place des équations données (D), qui sont du 
premier ordre, on considérait une ou plusieurs équations 
différentielles d’ordre supérieur, pour réduire celles-ci à 
n'être plus que des équations différentielles du premier or- 
dre, il suflirait de leur adjoindrequelques-unes des formules 


Diz—=x, Dix —=x",..., DEVISE VND EE 


c’est-à-dire de nouvelles équations différentielles qui se- 
raient elles-mêmes du premier ordre dans Île cas où l’on 
prendrait pour inconnues non-seulement x, ÿ, Z,..., 
mais encore quelques-unes des fonctions dérivées”, x”, .…., 


! 1} 


! C4 
Fo ses 92 3e. 

À l’aide de cet artifice, on déduira sans peine de la 
formule 
ÀC HT +2 +. 


k(t—r) 
—(2Ë + rl. $ 6 


A MEET A+ (04.4 


l'intégrale générale sous forme finie d’une équation li- 
néaire à coefficients constants avec un second membre 
variable, c’est-à-dire d’une équation de la forme 


D'r+ A, DA + AID’ re Meter An: Dr l'en L'on le 
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2 
# 
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Détermination des limites entre lesquelles les séries qui représentent les 
intégrales générales d’un système d’équations, différentielles restent 
convergentes, et des erreurs que l’on commet en conservant seulement, 
dans chaque série, les #7 premiers lermes. 


289. Il nous reste à faire voir comment on peut s’assu- 
rer généralement que les séries de la leçon précédente 
sont convergentes, du moins pour des valeurs de la diffé- 
rence {— T, où t —{ suflisammentrapprochées de zéro, 
et comment on peut alors fixer des limites supérieures 
aux erreurs que l’on commet en conservant seulement, 
. dans chaque série, les 7 premiers termes. Nous y par- 
viendrons facilement à l’aide de quelques procédés nou- 
veaux dont l’ensemble a paru assez important à M. Cau- 
chy pour qu’il ait essayé d’en faire un calcul nouveau, 
qu'il a appelé calcul des limites. 

Soient r une quantité positive, @ un arc réel, et f(x) 
une fonction quelconque de la variable réelle ou imagi- 
naire X; on aura évidemment 


| 


— Déf(x —- reû Lei ). 


7: ER | 


D, f(x + re V1) — 


Or, si l’on intègre les deux membres de cette équation , 
1° par rapport à r, et à partir der — 0; 2° par rapport à 
8 entre les limites 9 — — 7, 8 — + 7x, et si l’on suppose 
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que la fonction de x, r'et6, représentée par f(x+refl”—1), 
reste finie et continue, quel que soit 8, pour la valeur at- 
tribuée à r, et pour une valeur plus petite, on trouvera 


[LT Def(e + re) dre — 0, 
J'et 
ou, ce qui revient au même, 
JTE + re) 40 = [H(e) dd = ar f(x), 
et l’on en conclura 
(fe (x + re” —1) d. 


Si l’on différentie cette équation 71 fois de suite , par rap- 
port à x, on en tirera 


di SAR 
fo) (æ) = — | f(x + re 1) do; 
27 J 7 \ 2 


uis, en intégrant par parties le second membre de cette 
pus, 8 
dernière 7 fois de suite, on aura 


AOC ES Pan Te sl QUEUE. > eur f(x +- reiV”/—1 ). 
DT DIRE nes 
L'expression reoV/—1 peut être considérée comme un ac- 
croissement imaginaire attribué à la variable x : désignons- 
le par k;, en sorte que l’on ait re’ 1 h;, et représentons 
par Lf(x + h;) ou Lr la plus grande valeur que puisse 
acquérir le module de la fonction imaginaire f(x + h;), 
lorsque dans la valeur de h; — reÿV”—1 on fait varier l’an- 
gle 0 sans changer le module r. Le module de l’expression 


rte n0V/ 1 1e + reb V1) 
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sera inférieur, ou tout au plus égal au produit r 7" Lr, et 
la valeur numérique de l'intégrale 


ES HS" ANS ta 4 f (z+ re V—:) dô 
À 


ne dépassera pas l'expression 27 r 7" Lr, de sorte qu'en 
représentant par l’initiale 47 le module ou la valeur numé- 
rique d’une expression quelconque imaginaire ou réelle, 
onaura 

ME ren 0 ea r t Le, 


comme on a d’ailleurs généralement 
F:2.B Enr TT 1 rD, MTS: 


on aura aussi 
MER) ar DIE RTL. 


Cette équation subsistera encore pour 7 = 0 et l’on aura 
M.{(x)<<Le, comme on aurait pu le conclure directement 
de l'équation 


f (x) = [" f(e+n) dO. 


Les équations qui précèdent supposent, comme nous l’a- 
vons déjà exprimé, que la fonction 


f(x + hi) = (ae gp" PA 


reste finie et continue quel que soit ® pour la valeur attri- 
buée à r. | 

290. Cela posé, revenons à l’intégration des équations 
différentielles, et supposons d’abord qu’il s'agisse d’ex- 
primer en série l'intégrale générale d’une seule équation 
dx=#F, dt, dans laquelle F, —X —(x) est fonction de 
la seule variable x. Si l’on désigne par u — f(x) une nou- 
velle fonction de x seule, l’intégrale cherchée sera, 


B/ 
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comme nous l’avons vu, donnée par l'équation 


1.2 


O) FE ONE CP + ri (0) à 


e <od FHflc) +, 
dans laquelle on aura 
Fo (x) = Fi De f(x) = @ (x) D. f(x), 
ou, ce qui revient au même, | 


Fo f (x) = @ (x) f" (x); 
on aura donc | 
Fo f(x) = e (2) /" (x), 
F5 fx) = [e (x) Fe) + px) 9" ()f" (à), 
F5 f(x) = le (Fe) + SP (Te (x) f(x), 

+ [8 GP 67 (0) + 0 (x) Le’ (a) SP’ (a), 
De ces équations , jointes aux considérations précédentes, 


on déduira 
MFn/ Cr) << rL, rLy, 


M.F5 f(x) LR, (L, Pers À 
MES f(x) CR; (FL, }oerL,, 


d Press 9240) 11e Nas letenm enter e ile ane 


R;, R>, R3.... étant des fonctions de r déterminées par 
les équations 


ÆR;—= 7 Dr 
Be Ur Dr TE Orne) Dan 
Rs = TE De 25 Ho) DexmD nr: 
+ (nr DE rie 7 Dor PDF ES, 


et la valeur de r devant être telle que chacune des fonc- 
tions f (x + h;), o(x + h;) demeure finie et continue 
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pour cette même valeur de r et pour une valeur plus pe- 
tite. D'ailleurs, les valeurs de —R,, R,, —R;,,... sont 
évidemment ce-que deviennent les valeurs de Fn f(x), 
F3 f(x), F5 f(x), .., quand, après avoir fait 

e(x) = f(x) = xt, | 
on remplace la variable x par le module r, etil ne pou- 


vait en être autrement, puisque dans de second membre 
de la formule 


; TE) Dir are, 
le coefficient du produitr Ls est, abstraction faite du signe, 


ce que devient f(” (x)quand , après avoir posé f(x)=xT! 
on substitue r à x. On aura généralement 


M.F? f (re (rLy je rL f 


(— 1)" R, étant ce que devient la valeur de F5 f(x), cor- 
respondante aux valeurs de 6(x), f (x), données par l’é- 
quation @ (x) = f (x) = x°°, quand on y remplace x par 
r. Or on tire de l’équation 


Fo f (x) = @ (x) D: f(x), 


jointe à la condition 9 (x) = f (x) =x"", 


RAS Die Die 
Fÿ f(x) — ai D, —aT8( ) ue 3x5, 
FPE) ai D) Qu AE DET, 


on aura donc 
R, = 4.3.5. (enr —a)r CR 


et par conséquent 


ME, f (2), 00e — 1) (£,)" Ly. 
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Enfin, comme on a évidemment 
LiEth) __ er) 
, h; +" r 1 

Où aura aussi 


MB Po) Lo. 3:62. (2 r 0) | Lys 


Cela posé, le terme général de la série qui donne l’inté- 
grale cherchée, savoir, 


offrira une valeur numérique inférieure à celle du produit 


1.3.5...(272 — 1) ® (r+hi) 
12.37M7r Le) z . | 0 


è 


par conséquent à celle du produit 
 .P(x<+h;)] 


puisque l’on a évidemment 


1.3:9.4-(27:—2.1) 


#23. 47 le 


Donc les différents termes de la série en question offri- 
ront des valeurs numériques inférieures à celles des 
termes correspondants de la progression géométrique qui 
aurait pour terme général l'expression 


(x + h;) 
[26-022 T7, 


or cette progression sera convergente si l’on a 


® (x + hi) 


M | 265 1) LE | << (4, 
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ou 
{ 


L TE. 


M (rt) <> 


et alors, si l’on remplace la somme de la série par la . 
somme de ses 2 premiers termes, le reste de la série ou 
l'erreur commise sera inférieure, abstraction faite du 


signe, à 
| M. en 2e EET 
(E.) pe ue CAMP 2 
1 — M.2 nl cnrs 


Supposons en particulier f (x) = x, l'intégrale cher- 
chée deviendra 


T—th} _, (r — tt} 
D + choc DO pe Rate) 
1.2 1329 
et le reste de la série comprise dans le second membre de 
cette équation sera inférieur, abstraction faite dusigne, à 


; L;)7r 
[M2 (7 —_— t) L PET) 
[E®] ae NE at li TE L(x+h;). 
1— Mo pan 2 
On peut donc énoncer la proposition suivante. 


291. Théorème 1°. Supposons que la variable # et la 
fonction x étant liées entre elles par l'équation différen- 
elle dx = 9 (x) dt, l’on nomme £ une nouvelle valeur 
de la fonction x correspondante à une nouvelle valeur 7 
de la variable t; £ sera développable par la formule 
Ed ep 

l,2 1,200 


#1] 


[LG] E=x+(r—+t) Fox + Fiz+..., 


en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
IP 48 
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ascendantes de la différence 7 — t, si l’on a 


I 


L ® (x + h;) 
h; 


("1 Met) 3 
la valeur du module r de h; — re? VI étant assujettie à 
la seule condition que la fonction ® (x + h;) reste finie et 
continue, quel que.soit l’angle 0, pour cette valeur et 
une valeur plus petite. Alors le reste de la série réduite 
à ses z premiers termes sera inférieur, abstraction faite 
du signe, au produit [EE]. 

Alors aussi une fonction quelconque de Ë, f(£) sera 
elle-même développable en une série convergente ordon- 
née suivant les puissances ascendantes de 7 —t, et le reste 
de cette dernière série sera inférieur, abstraction faite du 
signe, au produit (E,), si la valeur du module r est as- 
sujettie à la double condition que les deux fonctions 
f(x + hi), p(x + h;:) demeurent finies et continues 
quel que soit l’angle 0 pour cette valeur de r et pour une 
valeur plus petite. Il est avantageux de choisir le module 
r de h; de telle sorte que la limite assignée pour le module 
de r — 1 devienne la plus grande possible. On y parviendra 


4 e La L T +; A ® Q 
en réduisant la quantiié L Lee à la plus petite valeur 


qu’elle puisse acquérir. | 

Pour montrer sur un exemple très-simple une appli- 
cation des formules qui précèdent, concevons que l’équa- 
tion dx =9(x) dt se réduit à dx — x" dt, a désignant 
une constante positive. Si l’on suppose x posiuf, afin 


que 9 (x) = x“ soit toujours réel, l'expression 


(r+h;) — (are: 


ne restera continue pour des valeurs fractionnaires ou 
irrationnelles de Pexposant & qu’autant que Pon aura 
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rx: on aura alors 


‘ 


 L(x+hi)=x +7, L(x+hÿ =(æ+r}, Lea _ (er) 


L; 7 


La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière 
quantité, eu égard à la condition r << x, sera, 1° si l’on 
suppose a << 2, la valeur qui correspond à r=x, savoir, 
r® x%1; 9° si l’on suppose a >> 2, la valeur qui corres- 


pond à la formule 


(4 
Di PRESS D. dE ; 
r CREER 
savoir, 
a 
a—1. 
PRESSE 


donc, en vertu du théorème premier, £ et 7 désignant 
deux valeurs correspondantes des variables x et £ assujet- 
ties à vérifier l'équation dx — x" dt, Ë sera développable 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
ascendantes de la différence 7 — #, tant que la valeur nu- 


mérique de cette différence restera inférieure à la moitié 


Û e 1 \ L] . y 
Dane? si l’on a a <H2 56 a la moitié du rap- 
(air TE 
DO ul l'on a a >> 2. Or, en effet, on tire de 


du rapport 


l'équation dx — x" dt, intégrée directement, 


A—1 __ ya—I bis 
ee RTL, É=ali —(a—i)at (rt a, 
ir L 


I 
et la puissance [1 —(a—r)xtt (Tr — te sera déve- 
loppable en une série convergente ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de la différence + — +, si la valeur 
numérique de cette différence est inférieure à celle du 


PTE 
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. 


j A È NS: à A 
rapport CR Ps D'ailleurs, il est clair que ce dernier 


rapport surpassera toujours, abstraction faite du signe, - 
I A . « . y e , 
le rapport ———, et à plus forte raison sa moitié, si l’on 
24 LITI 


(a— I pa A Se 
—, et à plus forte raison 


suppose a << 2; le rapport 


UTC A 


sa moitié, si l’on suppose a>>2. En effet, on aura dans la 


. ï I 
première hypothèse, M.—— > 1>>—; et dans la se- 
ï d a — 1] 07 
j ;) 1  (1—aÿ po 
conde, a* >> (1 —a)", 3 4 AS ENT Donc le théo- 
= « 


rème premier se vérifie à l'égard de l’équation dx —x"dt : 
et même il résulte de ce qu'on vient de dire que, pour 
une équation différentielle de cette forme, on obtiendra 
encore une limite supérieure à la valeur numérique que 
la différence 7 — t peut acquérir si à la formule 


I 


MIT EN) ER 
RS 
on substitue 
I 
Me ET) = Le 7 
G—)) En 
li 


Cetteremarque s'applique pareïillement aux équations dif- 
férentielles 


ir Ro, TEE EE ANA 


dont il est facile de calculer directement les intégrales. 


292. Concevons à présent que dans le second membre 
de l'équation dx — Fjdt, F, soit à la fois fonction de x 
et de f, en sorte qu'on ait F;,=f (x, t). Alors l'intégrale 
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sera fournie par la formule 
FE =#() —f" F f(x) cl Le 11 FES (x)dt" dt! 


(L) ct, 
4 1e fe of F. F" F" Le)de "dede +. 


dans laquelle on aura 


PJ) 2e, 2), 5 JU) fe, ef"), 
Fa) fa, 2) f'(2),… 
et, par suite, 
FoFn/(e) = f(x, #') f(x, 7) f(x)+f(e, #)D. f(x, #7). Px), 
PE" fe) f(x, 2), fe) + fa, 2°) DAf(æ, 2°). fe) 
FE rl ete TE (ee) (oc UE () 
+ f(x, éaf(x, €”) D,f(x, &) 4 D, f(x, #")f(x, &")] f(x) 
+ f(x, e/)[f(x, &") Dif{x, 1") +Dif(r, Def "TP X), 


10000189, 574 0): 5 v'75 eee r01e 26. eo) me) .saiis 0e dirru le etre): ® Tree qe. ele CERN] 


D'autre part, comme dans les intégrales définies les va- 
riables £’, t”, t”,.. devront rester comprises, la première 
entre les limites + et t, la seconde entire les finmites + et t”, 
la troisième entre les limites + et £”,..., il est clair que ces 
variables resteront toutes comprises entre les limites et. 
t ; d’où il suit que chacune d'elles pourra être représentée 
par une expression de la forme He (Tr — t), € dési- 
gnant un nombre renfermé entre les limites o, 1. Cela 
posé, si l’on représente encore par Le la plus grande va- 
leur que puisse acquérir le module de la fonction imagi- 
naire f(x + h;,t + e(r — 1], lorsque dans h; on fait 
varier l'angle 6 sans changer la valeur de r, ni celle de e; 
si d’ailleurs on nomme &,, celle des valeurs de € pour la- 
quelle le. module Z£ devient le plus grand possible, et 7 
un nombre entier quelconque, on tirera successivement. 


MF FLE 


ME fe) 148.5, 24 (ar —1) ŸL 
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de la formule A7.#09 (xy << (— 1) D; (r7')r L:, 
MDrE(», #) € (a) DE (r re, 
M. D'f(x, #7) (— 1) D‘) rLr, 
M. D’ f(x 2, r”) A, (— Li D" (t)rLr; 


puis de ces ie te on pr D en dési- 
gnant par L$” le module maximum maximorum, et par 
R;, R:, Rs... les mêmes fonctions de r que ci-dessus, 


MIPS (CNE Rur Dern DE 
MES (x) << Racr Lé.rL, 
MIE ES (DER: 7 LE L;, 


Il fallait nécessairement que les coeflicients R;, R;, Rs, 
conservassent les mêmes valeurs que précédemment; car 
lorsqu'on réduit la fonction f(x, t) à f(x), les dernières 
formules doivent coïncider avec celles que nous avons 
déjà obtenues, et cela arrive effectivement, mais sous la 
condition que les valeurs de R;,, R:, R3,... restent-les 
mêmes dans les deux systèmes de formules. La valeur gé- 
nérale de R, restant la même, on aura, pour une valeur 
quelconque de », 


1/2 01/72 nñn f É 
M. FSESE Se EN F(x) 27 1,38.5. :.(en—r)}r (ze) L/, 


ou, ce qui revient au même, 


hi 
Donc le terme général de la série qui donne l'intégrale 
cherchée offrira une valeur numérique inférieure à celle 


du produit 


PRE fr + hi, + ds dise 
roR 2 TB Fo dE h; Lfs 


fl + hi, LH enr — t)] v- 


Le 
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re à plus forte raison, à celle du produit 


f LE m FE 
La (9 2 Len er NA t)] us 


donc enfin la série en question sera convergente si l’on a 


/ f hi m — t) 
(C,) mia (= 2 EE ES Fi INC 


? 


et alors, le reste de la série réduite à ses z premiers ter- 
mes offrira une valeur numérique inférieure au produit 


M. 2(r—t) fr + his 24H enr — 0] x 
LE Aide art taime 


(E) 
a TR (r —t)] 


Il est important d'observer que le module r de h; doit 
être tel que chacune des fonctions 


flr+h, t+iefr—0) |, f(x+ hi), 


demeure finie et continue quel que soit. l’angle 0, pour 
la valeur attribuée à ce module, et pour une valeur plus 
petite. Il sera d’ailleurs avantageux de choisir ce mème 
module de telle sorte que la limite assignée par la for- 
mule (C,) à Ja valeur numérique de 7 — 4 soit la plus 
grande possible. Si l’on pose en particulier f(x) == na 
l'intégrale deviendra 


k 6 t t' 
if * = f Fix. dr' + f 1 FF) xdt”dt' 
T T fF. 
‘# d k 1” [4 1/4 144 7/4 [74 ! 
— [ f J FFE sé dede 92 
LU à T T 


et le reste de la série comprise dans le second membre 
de cette formule sera inférieur, abstraction faite du 


(°] 
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Fute axe he ren( NT 


k; 

D AO A us, 7 NN ARS ee 

EE TE PRE 0] 
li 


On peut donc énoncer la proposition suivante, 


293. s%° Théorème. Supposons que la variable # et la 
fonction x de cette variable étant liées entre elles par l’é- 
quation différent elle 


dus ils at) ct 


on nomme £ une nouvelle valeur de la fonction x, cor- 
respondante à une nouvelle valeur + de la variable #, £ 
sera développable par la formule [F ©] en série conver- 
gente. Si l’équation (C, ) est vérifiée, c'est-à-dire si la va- 
leur numérique de la différence 7 — t est inférieure à 
celle que détermine l'équation 


É rn e LeSE 


PÉ 
la valeur du module r de h; étant assujettie à la seule 
condition que la foncüon f[x + h;, t + e(r —t)] de- 
meure finie et continue, quel que soit l’angle 8, pour cette 
valeur de ret pour une valeur plus petite. Alors le reste 
de Îa série réduite à ses 2 premiers termes sera infé- 
rieur , abstraction faite du signe, au produit EE . Alors 
aussi une fonction quelconque de £, désignée par f(E), 
sera elle-même développable, par la formule (1), en une 
série convergente, et le reste de cette série sera inférieur, 
abstraction faite du signe, au produit (E,), si le module r 
est assujetti à la double condition que les deux fonctions 
fx +h), flx 4h, 14 e(r —t)], demeurent fi- 


nies et continues, quel que soit l'angle 8, pour la valeur 
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attribuée à ce module, et pour une valeur plus petite. 
Pour montrer une application des formules qu’on vient 
d'établir, concevons que l'équation 


dm f(x; dt 
se réduise à 
dx = (x + t\dr, 
a désignant une quantité positive quelconque. Si l’on 


suppose x + £ positif, afin que f(x + £) soit réelle, et 
rt, la fonction 


ffr + hi, t+efr—0]=fr+hi+tete(—e)] 
ne restera continue pour e — 0, qu'autant que l’on aura 


rx +t; 
alors on trouvera 


Lx + h+ite(e — DV —=[x+r+rte(r— 2, 


et, en nommant €,, la valeur de e pour laquelle cette der- 
nière expression devient la plus grande possible, on 
AULA ENS 
T [r+hi ++ em(r — 2} (x +7 +7} 
î "4 7 x 

La plus petite valeur que puisse acquérir cette dernière 
quantité, eu égard à la condition r <'x+t, sera celle qui 
correspond à r = x +t, savoir, 


(22 + t + 7} 
5 fo À ; 


| : k Œe HT : 
ou celle qui correspond à r — mu Savoir, 


at 
Æ + r\n ; 


ai ( | 
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: pre 7 We le mi: 
suivant que x + { sera inférieur ou supérieur à PT 


c'est-à-dire , en d’autres termes, suivant que le nembre a 
sera inférieur ou supérieur à l'expression 


Si, pour fixer les idées, on suppose le nombre a inférieur 
à 2, il sera inférieur, à plus forte raison, à l'expression 


a 
2 ani 


=> et, en remplaçant dans la formule 


th. Nue + hi, © Hem(r —0t)] 


= À 
L; js 


2 


le coefficient de T7 — t pas le produit (2x ++) 


Der Qi0n 


réduira cette formule à 
(r — t) (2x + Ar FE 2 = + (x + 6). 


Cette équation est évidemment vérifiée par une valeur 
positive de +, comprise entre les limites 7 —t, T =, 
qui, substituées dans le premier membre, le rendent 


successivement nul et infini. Il ya plus : comme on à 
généralement 


(2x HE + rt — (2x + 26) 
a + 1 


; t 
= (ox tt rh dr (er — 0) (22 ++); 
Cy 
il est clair que la valeur de +, propre à vérifier la formule 
(r —(2x+rt+ = +i(xz +0, 
sera inférieure à celle qui vérifie la condition 


SX ++ rt — (ox + 261 3 
REC CRE E H(7 + 0) 
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c’est-à-dire à la limite 
I 


‘ a +i ; 
T = 2(e+ 0] 2x + «| _— (2x + 2e 


donc eile sera comprise entre t et cette dernière limite, 
ce qui permettra de la calculer facilement pour chaque 
système de valeurs attribuées aux variables x et €. Or, 
pour la valeur de 7 ainsi déterminée, la série qui donne 
la valeur de £ ou l’intégrale cherchée deviendra conver- 
gente et offrira un reste inférieur, abstraction faite du 


signe, à l'expression [E 1, ou, ce qui revient au même, à 

É — 1) (2x + & + ar 

T+t 
METTIEETEOE (22 + t). 
z+t 

Donc cette série fournira l'intégrale générale de l’équa- 
tion dx = (x + t)*dt, et l’on pourra dire combien de 
termes on doit conserver dans le second membre de cette 
formule, pour obtenir la valeur de £ avec un degré donné 
d’approximation. Ces conclusions subsistent quel que soit 
le nombre désigné par a. Toutefois, dans le cas où ce 
nombre devient considérable, il est avantageux de rem- 
placer le coefficient de ? — t dans l'expression 


ffx + hi, t+em(r — t)] 


(7 — t) L FF ) 


(2x + t+ 7} 


non par ss 


, mais par le produit 


at , 
(ai (æ —+- Ca N 


En opérant aiusi, on obtient l'équation ‘ 


eo) (eo 4 EU 


a! 3 
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qui fournit une valeur de + inférieure à celle qui vérifie 
la condition 


(e HF (ER (a — 1} 
a 


Œn ? 


1] at 
par conséquent une valeur de 7 inférieure à la limite 


I 


Fr = (x + o| : + :( — )E ol - Z. 


La valeur de + en question surpassera notablement, si 
a devient considérable, celle qui vérifierait l'équation 


(Fr — t)(2x +e+rÿ = Ex +0, 


et une valeur plus petite, mais supérieure à t, rendra 
convergente la série qui donne la valeur de £. Ajoutons 
que le reste de la même série sera inférieur, abstraction 
faite du signe, au produit 


at ; 
Ps a+ (z ——— t) (x + Ca LR 


Lente], en 


294. Cette détermination des conditions de conver- 
gence et des limites de la série qui donne l'intégrale 
cherchée, peut être facilement étendue à un système 
quelconque d'équations différentielles entre une variable 
indépendante t et des fonctions x, y, z,... de cès mêmes 
variables. En effet, soit f(x, y, z,...) une fonction 
quelconque des variables réelles ou imaginaires x, y, 
z,.... Soient d’ailleurs x;, y:, z,,... des variables imagi- 
naires dont les modules soient respectivement r!, r', r”,..., 
en sorte qu'on ait 


2/4 
À Hg == r'e8'V/—1 su Vi re" V1 NL r'" eù V1. 
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9, 4", G",... étant des arcs réels; et supposons les mo- 


! 


dules 7’. r". r”.... choisis de manière que la fonction 
OUEN EE q 


fr+ a, JHYis 24%...) 


reste finie et continue quels que soient les arcs 4, 6", 
8",..., pour les valeurs attribuées à ces modules, ou pour 
des valeurs plus petites; on tirera successivement de la 
formule 


im La [EC + rev —1)d, 
are {5 


: +T 
Er 5) f(x + ai, 7,2,...)d0, 
nel | À 


TT 
+ Zi M a.) [ f(x+z, S + Yi tr) 0 3 
I +r 
ML, M Po7,..) ie f(x + xi, FH Ji) 2 + %i,...) db, 


27 75 


et. par conséquent 
2 9 


SPErS CEr dé! di” do” 
RES ni fe [a (THE, + 2 Zisoee) PDT TO IE 


En désignant par m', m', m',... des nombres entiers 
quelconques, on tirera pareïllement de la formule 


F0 (ay LE frren FE re tie 


27 —7 


1.2...) 1.2...) 1.2... 


en posant NP na LT VER + K, 
nu em Qt “ar! un 
D. -(m'bm"0"+.:, 7 — 1 dé! dÿ” 
- Me too il € Le Fi Hi. te AA à 
{3 —T V —7T 27 2r 


puis, en indiquant par la notation £; la plus grande va- 
leur que puisse acquérir le module de la fonction imagi- 
naire f, lorsque dans x, y: Zi. on fait varier les 
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angles 0, 8”, 0",...,sans changer les modules r', r”, r” 
on aura 

mn 1.270 LD LIN" 
MD ti We f(x, Jr2, .) T  — pme. Le 9 


Um * sum! *? 
Tan Se r 


ou, ce qui revient au même, 


MD FES f(o, y, 23...) 


DP m4 #m.…. = 
<(— I pure + He. tr DT (TT *Lr 0 


Cette dernière formule subsiste lors même que les nom- 
bres mn’, m', m”,..., ou quelques-uns d’entre eux, se ré- 
duisent à zéro. Il est d’ailleurs une remarque importante 
à faire, c’est que, pour obtenir, au signe près, le second 
membre de la dernière inégalité, il suffit de prendre 


r'rEr"... 


fers, su NT + BE 
puis d'effectuer les différentiations indiquées par la nota- 
tion DAT f(x, y, z,...), c’est-à-dire de différentier 
f(x, y, z,...), m' fois par rapport à x, m' fois par rap- 
port à y, m° fois par rapport à z,..., comme si R dési- 
gnait une constante ou une quantité indépendante de ces 
variables, sauf à poser après les différentiations effectuées 
R = 'L:; etrhors de la foncuon RE ET ER TT, 


& — STORALS LL 


293. Considérons maintenant un système d'équations 
différentielles de la forme 


doi Pt AP = di} td2— Ed: 


Si F,, F;, F;,,..., sont des fonctions des seules variables 
TL, V7, Mensorteqdue l'onait 


PR Gars AMAR s FE re a de 
Fais ga: Me 2 reel. + 
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et qu’on désigne par u = f(x, y, z,...) une nouvelle 
fonction de ces mêmes variables, une intégrale des équa- 
tions proposées sera fournie par l'équation 


FE 7, Ge) = fers De) He — D En f(e, 7: 5,2), 


us £)3 
ie Ln . Fo, M2, 38 


dans laquelle on aura 
Ff, 7, 2,..)=@Df +pDf+pD f+.... 


Cela posé, il est clair que dans le polynôme représenté 
par F% f(x, y, z,...), un terme quelconqueserale pro- 
duit de plusieurs facteurs égaux ou inégaux, dont cha- 
cun coïncidera, soit avec l’une des fonctions f, 9, 0, 
Ps, + +, soit avec l’une de leurs dérivées des divers ordres, 
prises par rapport à une ou à plusieurs des variables x, 
Ÿs Z,+..3 et pour obtenir une limite supérieure au mo- 
dule de F5 f(x, y, z,...), il suflira évidemment de rem- 
placer chacun des facteurs en question par une limite 
supérieure à son module, limite que nous avons appris à 
déterminer. En opérant ainsi, on obtiendra pour limite 
supérieure au module du polynôme représenté par 
FU f(x, y; z,...), un second polynôme que nous dési- 
gnerons par À, et qui, en vertu de la remarque précé- 
demment faite, se déduira facilement du premier. En 
effet, pour avoir, au signe près, la valeur de À, il sufira 
de chercher ce que devient F( f(x, y, z,...) quand on y 


pose, avant les différentiations relatives à x, y, z,..., 


EST 


TT. dé a 
fl — — À, Di ———— À,, 
HV. Ca pv 
nr re: PTT 
P= ——————— À,, Q3 = ———+— À 3; 


AY B. YA 
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puis, après les différentiations, 


À haË. 4 Res à bu ;7) 
D ET ASE y ce 


A = 1}, An Lys A=To, A3= Lo. 
D'autre part, comme on trouvera le polynôme 
Fifi, Ji 2, +07 


composé de termes tous positifs, ou tous négatifs, suivant 
que 71 sera pair ou impair, il est clair qu'il suflira de mul- 
tiplier par (— 1)" la valeur trouvée de Fo f(x, y, z,...), 
pour en déduire celle de À. Si, pour abréger, on pose 


. on aura 
PRE D AB PET 2e AG: 
Endless sb AD. fu Amy AD: ET 70) 
F5 fx, Y,2,..)= AFDo— Ly.Fhp; 
par suite, On aura 
Re Ron 


pourvu que l’on désigne par P, ce que devient l’expres- 
sion (—1)"F% p quand on a égard aux remarques que 
nous avons faites. [Il reste à déterminer r,. Or, si l’on re- 
présente par u, , w,.. des fonctions quelconques de x, 
Ÿs Z,..., On aura évidemment, en vertu des équations qui 
définissent la fonction Fn f(x, y, z,...), et de l'équation 


Enf(x, 7, 2,..)=p (AD, f + AD, f + AD. f +...), 
Fo(u+v + w+...) = Fpu + Fpv + Fpw +..., 
Fn.uv = uFpe + #Fpu, 


À; À, A 
Forte — n pr (+++), 


À" A” A’ Ant: Ant: A'"t+: 
Fo (EEE) = np (+ 2 + = +)» 


D'ALREE pers gatx 
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et, par conséquent, 


À; Art A € A° ÂA° À° 
Fie —2#( Hs.) + 6 ren h 
Y 3 æ LA Z 
27 A, À 3 Asa Ag A A A REA 
—F5r —6 ( +++ + (es PR \+5 + + ) 
YA M: Z LA Y Z x? LE z? ; 
; A 3 ÿ 
2 3 
an (ii + JE 


puis on en conclura, en posant hors des fonctions A;, 


As, AG dm Sp = ir" 21m 40e parlstite 
P —=°#;, 
ALIAS" AS 
Pr — — + + cures 
r’ '& 
A, A3 2 A° AT A; ù 
P,—9( pete tee] SEAT HSE +) 


AU UE Ponte ny or A? A? ne 
=6( ++ te Ve 14 nt ni Free )( 


A° A; A; 
+2( —> + 3 + st) 


les valeurs de A:, A:, A:,... étant déterminées comme 
nous l’avons dit. D'autre part, comme on aura évidem- 


ment 
A? A° A" A, A3 LC 
71m LE. 54 En Mn FtaS PE (+ 7 7" SE ) ) 


on en déduira 


A: À, ÂÀ3 1 À; À, A 2 
PR RAS me <3(S ++.) 


A A È 
ms 15 (7 DS PER 
rie 49 
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et, généralement, 


- À, À, VAa Xe 
r, NS Se à UN } k 


N désignant le 7°"”° dernier terme de la suite 
1,2+1—=3, 6+7+2—15,..., 


c’est-à-dire la somme des coeflicients numériques compris 
dans le second membre de l'équation qui donnerait F5p. 
Or, ces coefficients conservant les mêmes valeurs, quel 
que soit le nombre des variables x, y, z,..., il sufhira, 
pour obtenir le nombre N, de considérer le cas très- 
simple où l’on aurait 


=, Fof(s) = AD: f(x); 


on trouverait alors . 


Fu 
ñ TA NH 1x 
( 1) Fe =Np A ; 


et, comme on tire directement des équations 


4 


P=—, FD UC) = A eD, f(x), 


(— 1) F5 un. (dr ir) prie (&y, 


on aura 
NN 70/0 NOTE UT, 


el, par suite, 


At (AAA ë 
Pre 1, 90e (A )(£ HE LE RAR 


A, À, ÀA3 NÉ 
AIS 3.58 (OR 1) (5 gere tin an) Ls. 


Ainsi À, qui représente une limite supérieure au mo- 
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dule de Fo f(x, y, z,...), ne pourra surpasser le second 
membre de l'inégalité précédente ; il en résulte que le 


Ge — 


Le , mL pire . 
terme général ARTE Fo f(x, y, z,.) de la série qui 


donne l'intégrale cherchée, offrira une valeur numé- 
rique inférieure à celle du produit 


ANS PE, Diet AT" A3 AU 
RC ++ te )| 26 


1,2. 


par conséquent à CE du produit 


donc les différenis termes de la série en question offri- 
ront des valeurs numériques inférieures à: celles des ter- 
mes correspondants de la progression géométrique qui 
aurait ce dernier produit pour terme général: or, cette 
progression sera convergente si l’on a 


À, A PA. \ 
ne +5+5+)]< 
F \r 7 DL 


ou, ce qui revient au même, en substituant pour A;, A;, 


À,,... leurs valeurs, 


L 
GC.) -cH:GE$ LL ER RgE PUR NOR EE AE PH 
TR ST RC VE GI 
T; Vi Z; 


et alors si l’on remplace la somme de la série par la 
somme de ses 7 premiers termes, le reste de la série, ou. 
l'erreur commise, sera inférieur, abstraction faite du 
signé, au reste de la progression géométrique, c’est-à+ 


49. 
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dire à 


(E,) ppenGesras.)f 


Si lon suppose én particulier f(x, y, z,...) = x, là 
série qui donne l'intégrale devient 


Ep a Cd 
I LR 


LMP 
x + pe = Trie+ 


[ON #0 
[IG] + 23 


le reste, quand on s'arrêtera au 2°”° terme, offrira un 
module inférieur à 


EN. aa: Ÿ : 
[KE] > — — ——< L 
AfL (a LE 
M] 2 nn te E + rs |] 


On peut donc énoncer la proposition suivante. 


(x + hi). 


296. 3%° Théorème. Supposons que la variable #, et 
des fonctions x, y, z,... de cette variable, étant liées 
entre elles par les équations différentielles 


dx = @i(t, Yo 3,...)dt, : dy =@i(x, y, 2, LATE, 
TR PAL PSN re) dE 


on nomme £, ,€,... de nouvelles valeurs de x, y, z,..…., 
correspondantes à une nouvelle valeur r'de t; £, n, ete 
seront développables par la formule [1%] en séries con- 
vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de 
la différence 7 — f, si la valeur numérique de cette diffé- 
rence est inférieure à celle que détermine l'équation 
RASE A [ 

FRET HT, Y Hire) " y, Pate) 
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les modules r', r”, r”,... des expressions imaginaires 
2 RE Mr. M/S 
am re, y re Wos , z=r"e A 4. 


étant choisis de manière que les fonctions 
Pie + di, IP His 2 Hi zik e de) Pal) 10300) 


demeurent finies et continues, quels que soient les an- 
gles ©, 0”, 0”,..., pour les valeurs attribuées à ces mo- 
dules, et pour des valeurs plus petites. Alors le reste de 
chaque série réduite à ses 7. premiers termes, sera infé- 
rieur, abstraction faite du signe, au produit [ El] ou à 
celui qu'on en déduirait en remplaçant L(x + x;) par 
l’une des quantités L(y+y,), L(z +2; ),.... Alors aussi 
une fonction quelconque de £, n, €,..., désignée par 
JE, n, &,...), sera elle-même développable en une sé- 
rie convergente ordonnée suivant les puissances ascen- 
dantes de rt —#, et le reste de cette série sera inférieur, 
abstraction faite du signe, au produit (E,), si, pour les 
valeurs attribuées aux modules 7’, r”, r”,..., ou pour des 
valeurs plus petites, la fonction | 


SR + x, Y HYs 32+z+...) 


demeure finie et continue aussi bien que les fonctions 
Pis Dr> Pas. Quels que soient d’ailleurs les angles 0’, 0”, 
ARS 


297. Si, dans les équations proposées (D), Æ,, F., 
F;,... renferment explicitement la variable #, des rai- 
sonnements pareils à ceux par lesquels nous avons établi 
le 2"° théorème fourniraient, au lieu du 3%° théo- 
rème, celui que nous allons énoncer. 

4m Théorème. Supposons que la variable #, et des 
fonctions x, y, z,... de cette variable, étant Fées par 
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les équations différentielles 
AT RMS ET MEN. US EL ORIENTAL ON de Os, 
on nomme £, n, €... de nouvelles valeurs de x, y, z,..., 
correspondantes à une nouvelle valeur 7 de t, Concevons 
d’ailleurs que u — f (x, y, z,...) étant une fonction 
quelconque de x, y,z,..., on pose, pour abréger, 
Fp ù — PiDiu + 0, Du Hnp3Diu +..., 
1 4 i-5 (£ [14 C/! 
et que l’on désigne par Fu, Fu, Fu... ce que de- 
vient Fou quand à la variable £ on substitue d’autres 
variables 25 TM ET E Soient encore €, €”, e”,... des 
nombres inférieurs à l’unité, et supposons les modules 
l 1! 


r',r",r',... des expressions imaginaires 


! fl [1/4 
DR: — { 4 — ee. 
etes MT MAT 7 ' lt, ar" € 4 Pan 


choisis de marière que chacune des fonctions 


PT + di, P HT, 242, the fr —8], p.(...), osf.…), 
demeure finie et continue, quels que soient les angles 
8", 8", 0”,..., pour les valeurs attribuées à ces modules et 
pour des valeurs plus petites. Enfin, posons 


“Nr DR L@[x + x, DE Jév 2152; alt ëm(T — t)] ; 
è «! 11 
ASE TNA NT en 
Pa Ÿs 


L indiquant le plus grand module que puisse acquérir 
chaque fonction quand on fait varier les angles 0’, 0”, 8”, 


1 U/ 4 
Sanschanger r',r',r",...,@te , € ÿbe.... représentantles 


[LEA m? NS 

valeurs qu’il faut attribuer à &', e”, 6”, pour que chaque 
module devienne le plus grand possible. £, », &,... se- 
ront développables en séries convergentes par la formule 
tnt 


7 
ER TEE [ FACE. sas FF) xdt”dt! 
TA © 


TT &AUT 


£ 11! st! | 
U ({4 [LAB NI e / 
se f | (A LA CN PAU LUE lARANe re REINE 
(Te AE ee /T: j 
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et autres semblables, si la valeur numérique de 7 — & est 
inférieure à celle que détermine l’équation 


A, A, À 
(ch TERRE + )et. 
x 


Alors le reste de chaque série réduite à ses 7 premiers 
termes sera inférieur, abstraction faite du signe, au 
produit [EŸ], ou à celui qu'on obtiendrait en rempla- 
çant L(x + x;) par l’une des quantités L(y + y:), 
L(z + z;),..…, les valeurs de AÀ;, À, À:,... étant tou- 
jours déterminées par les mêmes équations. Alors aussi 
la fonction f(£,n, &,...) sera elle-même développable 
par la formule 


at 
JTE CE ARS LA Er J's Pie t ea AE Y5 2,511) Gb 
LE 
+ | | F5 Fnflc, y, 2,...)dé"dt —.…, 
(VA T 


et le restede cette série sera inférieur, abstraction faite du 
signe, au produit (E,), si, pour les valeurs attribuées aux 
modules r’, r”,r",..., ou pour des valeurs plus petites, la 
fonction f (x +x:;, y+yi, z+ z:,..) demeure finie 
et continue aussi bien que les fonctions ®1, @, o3,..., 
quels que soient d’ailleurs les angles 0”, 9”, 07, 

Dans l’application des 3"° et 4° ihéorèmes, il est 
avantageux de choisir les modules 7”, r”", r”...., de telle 
sorte que la limite assignée au module de + — # soit la 
plus grande possible. 


298. Note.On a vu, par ce qui précède, que pour déter- 
miner le reste des séries qui expriment les intégrales des 
équations proposées, il fallait chercher la valeur +, de €, 
propre à donner la plus grande valeur possible à une ex- 
pression dépendante de @, et que l’on supposait déjà par- 
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venue à son maximum, par rapport à 0. Cette plus grande 
valeur, qui conduit à l’expression du reste, est du genre 
de celles qu'on a appelées maxima maximorum et que 
M. Cauchy apprend à déterminer dans une petite Note 
récemment publiée, que l’on sera bien aise de retrou- 
ver ici. 

Soit x une variable réelle et u — f(x) une fonction 
réelle de x, qui demeuré! continue avec sa dérivée se- 
conde f'(x), du moins entre certaines limites. Les va- 
leurs de x qui, étant comprises entre ces limites, corres- 
pondront aux valeurs maxima et minima de la fonction u, 
seront, comme on sait, celles qui vérifieront l’équation 


TE 0 
ou, ce qui revient au même, l'équation 
DÉS #10: 


On sait encore qu'une racine simple de cette dernière 
équation fournit un maximum où un minimum de u, sui- 
vant que la valeur correspondante de Du est une quan- 
tité négative ou positive. | 

Dans certaines questions il importe de déterminer, 
non pas tous les maxima ou minima d’une fonction 
donnée, maïs seulement le plus grand de tous les naxima, 
ou le plus petit de tous les minima, c'est-à-dire, en d’au- 
tres termes, le maximum maximorum ou le minimum 
minimorum; on peut y parvenir dans un grand nombre 
de cas à l’aide des considérations suivantes : 

Concevons que la fonction w renferme , avec la varia- 
ble x, un certain paramètre « : il arrivera souvent que 
pour une valeur particulière de ce paramètre, il sera fa- 
cile de reconnaître quelle est celle des racines de l’équa- 
tion Du — o qui fournit le maximum maximorum de 
u. Soient X cette racine, et U la valeur correspondante 
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de u ou le maximum maximorum; on aura 
U = f(x); 
X étant racine de l'équation 
Due (TP E0; 


Concevons maintenant que le paramètre + vienne à va- 
rier par degrés insensibles : la racine X, qui correspond 
au maximum maxinmorum de la fonction uw, variera elle- 
A RUERA NE Q . 34 De 
même en général par degrés insensibles, jusqu’à Pinstant 


où l’on aura uw — u,, u, désignant un autre maximum 
correspondant à une autre racine X, de l’équation 
FANE et 


par conséquent jusqu'à l'instant où l’équation en u, pro- 
duite par l'élimination de x entre les formules 


= O0, EU :0" 


acquerra des racines égales. Soit Q/— 0 cette équation en 
u ; parmi les valeurs de w qui représenteront des racines 
égales, se trouveront comprises celles qui correspondront 
à des racines égales de l'équation 


Dix = 0; 


c’est-à-dire à des valeurs de x pour lesquelles se vérifie- 
ront simultanément l’équation 


HE EE TON 
et la suivante 
Duo: 


Des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 
fait usage, nous auraient conduit aux mêmes équations 


he 2 £= 
ho D Euthos 


s’il eùt été question de fixer, non plus le maximum 
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maximorum, mais le munimum minimorum de la fonc- 
tion u. On peut donc énoncer la proposition suivante : 
1° J'héorème. Soient x une variable réelle et 
u — f(x) une fonction ‘de x qui demeure continue, 
du moins pour des valeurs de x, renfermées entre cer- 
taines limites; soit, de plus, X une racine de l'équation 


D, u = 0, 


qui, étant comprise entre ces limites, fournisse le maxti- 
mum maximorum ou le minimum minimorum de la 
fonction u. Si ce paramètre vient à varier, la racine X 
continuera de correspondre au maximum maximorum 
OU au 7#unimum minimorum de la fonction uw, jusqu’au 
LI Qt e MA Q 
moment où le paramètre « deviendra tel que l'équation 
U —0, produite par l'élimination de x entre les formules 


DES PEN IDIE EN | 


acquière des racines égales, par conséquent des racines 
pour lesquelles se vérifie la condition D,U = o. D'ail- 
leurs cette condition sera remplie pour les valeurs de u, 
correspondantes à des valeurs de x, qui vérifieront non- 
seulement l'équation 
Du 0, 
mais encore la suivante 
Du = 0. 
En raisonnant de la même manière, on établira géné- 
talement la proposition suivante : 
2%€ Théorème: Soient x, y; z,... des variables réelles, 
tu CM NUS.) une fonction réelle de x, y, z,... 
qui demeure continue, du moins pour des valeurs de x, 
Ÿ» Z,..., renfermées entre certaines limites. Soit de plus 
X, Y, 2... un Système de valeurs de x, y, Z,... qui, étant 
comprises entre ces limites, vérifient les équations 


Di 0, KDju ss) AD,urs os, 


QUARANTE-UNIÈME LEÇON. 779 


et qui fournissent le maximum maximorum, ou le mini- 
mum minimorum de uw, pour certaines valeurs particu- 
lières d’un ou de plusieurs paramètres &, 6, y,..., conte- 
nus dans la fonction uw. Si ces paramètres viennent à 
Yarier,.Mesystèmedesvaleurs 2 — x) Yi y) z —%,.!;, 
continuera de correspondre au maximum maximorum où 
au münimum minimorum de la fonction w, jusqu'au mo- 
ment où les paramètres deviendront tels que l'équation 
U —.0, produite par l'élimination de x, y, z,..., entre 
la formule 


US PET , Etee le 


et les suivantes 
DE 0 0H TE 0 MD; Lost, 


acquière des racines égales, par conséquent des racines 
pour lesquelles se vérifie la condition D,U==0o. D'ailleurs 
cette condition sera remplie par les valeurs de , corres- 
pondantes à des valeurs de x, y, z,..., qui vérifieront 
non-seulement les formules 


Duo ED 0 6, DA 07 7e, 


mais encore la suivante, / —o, v désignant la fonction al- 
ternée que l’on forme avec les termes renfermés dans,le 


tableau 
D: &,14 D;,4" D, «, 
2 2 2 
D;,4, D, w, D,, w, 
D;;,u, D, D? u, 


En sorte que l’on ait, par exemple, quand les variables 
L, V: Z,... se réduisent à deux, 


p— D'uD,u— (D,uD,u}. 
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Note additionnelle. 


M. Jacobi a appelé, dans ces derniers temps, l’atten- 
tion des géomètres sur un théorème très-remarquable de 
Poisson, lequel, pour certains systèmes d'équations dif- 
férentielles, permet de déduire les intégrales les unes des 
autres d’une manière directe, et sans employer des qua- 
dratures; de sorte que, dans certains cas, il, suffit de 
connaître deux intégrales pour arriver à toutes les autres. 
Il nous serait impossible d'exposer ici complétement cette 
belle théorie de Poisson , rendue plus générale par M. Ja- 
cobi ; mais nous pouvons, en terminant ce que nous avons 
à dire de l’intégration des équations différentielles ordi- 
naires, profiter d’une Note de M. Liouville, pour donner 
au moins une idée de ce genre de recherches. 

Supposons qu'on nous donne à intégrer les quatre 
équations 


(D) FR PR cs Du="F,=——@D,F, 
DixEets— oD;F, Dé F; = —0D,EF; 


dans lesquelles © désigne une fonction donnée des cinq 
variables x, u, y, v, t, et F une fonction des seules va- 
riables dépendantes x, u, y, v. 

L'expression F—C, C étant une constante, sera évidem- 
ment une des intégrales des équations données, car cette 
équation vérifie évidemment l'équation aux dérivées par- 
üelles 


DE + FD, +R DF+F3D,F + F,D,F = o. 


Supposons que f — c, f étant une fonction des seules 
variables x, u, y, v, soit une seconde intégrale de ces 
mêmes équations, ou que l’on ait identiquement 


(C): DJFD,f—D.FD,/ + D, FD; D, RD, f— 0: 


et proposons-nous de trouver les deux autres intégrales 
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qu’il faut joindre aux précédentes F = C, f = c, pour 

déterminer complétement x, u, y, v en fonçhian de la 
_ variable indépendante #. 

Pour cela, observons d’abord que des deux équations 
F — C, f — c, on peut tirer les valeurs de deux des in- 
connues & et # par exemple, en fonction des deux au- 
tres, et des constantes arbitraires C, c. En portant ces 
valeurs dans les équations 


Dix —6DF, Dy — eD,F, 


on arrivera à deux équations à deux variables, et pour 
que f —vc soit une de leurs intégrales, il suflira que l’on 
ait 

Df+çe(DFD,.f+ D,FD,f) — 0, 
ou même plus simplement 


D,FD.f+D,FD,f—0o, 


si f ne renferme pas la variable indépendante t. 

Admettons maintenant, ce que nous démontrerons 
tout à l'heure, que le binômeudx + vdy soit la difté- 
rentielle d'une certaine fonction y des seules variables 
TX, Y: on aura 


J (udx + LOYV = RE UE DSP ee D, x. 
Mais en différentiant, par rapport à c, dont w et # dépen- 


dent, l'équation F — C, on trouve 


D,F Du --D,F D,r =, 
ou 
D, FE D,.D. x + D,F D,.D. x SO 


donc l’équation 
D,FD,f +D,FD,f— 0 


sera vérifiée, et f — c sera l’intégrale cherchée, si l’on 
fait f— D. y, et, par conséquent, l'équation D.y — c 
sera une troisième intégrale des équations (D). 
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Si © est’une fonction de { seulement, on trouvera ai- 
sément une quatrième intégrale. Différentions en effet, 
par rapport à C, l'équation F— FC puis multiplions par v, 
al viendra 

— ® + E(DF Déu + D,FDcc) = 0 
ou | 
TU Es pu e(D,F D,.Dc x Dis D,FD,.D x) +20; 
d’où il suit que l’équation 


D,f+ g(D,FD.f + D,FD, f) —. 


sera satisfaite par { — D, —.f odt, et que, par consé- 


quent, € étant une constante arbitraire, la dernière in- 
tégrale cherchée des équations (D) sera 


Dex — f'edt + ce. 


Mais lorsque o ne se rédBit pas à une Simple fonction de 
t, on doit se borner à tirer des trois intégrales re 
les valèurs de trois des variables dépendantes, u, y, 9, 
par exemple, pour les reporter dans la première des 
équations données, qui ne sera’ plus qu’à deux variables, 
et dont il restera à trouver l’intégrale complète. 

Il reste à démontrer que udx + vdy est une différen- 
tielle exacte , ou que D ,u — D,v. Or, des deux équations 
F—=C, f —c, différentiées tour à tour par rapport à x 
et y, en y regardant w, v comme fonctions des deux pre- 
mières variables 'on tire 
D,F+D,FD,u+D,ED,e—o0, D,f+D,fDiu+D,f D.v—0, 
D,F+D,FD,u+D,FD,o—0o, D,f+D,fD,u+D,fD,e—0, 
Do DefDiF=Dif D. F ,— Def D,F—D,/ D, EF 

AN DD ED FDF TON D, 2D,F—D; "DE? 
et ces deux valeurs sont évidémment égales, en vertu de 
l’équation (C) : 
D,FD, f— D,EFD, f + D,FD, f — D,FD,f— 0. 


KE 
A0: 
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On prouverait aussi de la même manière que le binôme 
xdu + ydv est une différentille exacte d, et la fonction 
d servirait, comme la fonction 4, à déterminer les deux 
dernières intégrales des équations données. 

M. Jacobi remarque que cette méthode-d'intégration 
s'applique d’elle-même aux deux équations du second 
ordre 


Dx— —DR—D;R, D?y7—-—D,R —D,R, 
qu on peut remplacer par les quatre suivantes 


Dix=u, Du——D,(R+R), 
Diy=v, Do ——D,(R+R), 


et qui déterminent le mouvement d’un mobile qui se meut 
dans un plan soumis à des actions D,R, D, R, fonctions 
des distances r, r de ce point à deux centres fixes situés 
dans ce plan. Pour faire coïncider ces équations avec les 


équations (D), il sufhit de poser 


p=i, F= :(wmw+w)+R +R. 


FIN DU DEUXIÈME VOLUME. 


“ 


-URBANA 


ILLINOIS 


UNIVERSITY OF 


L DIFFERENTIEL ET DE CALC 


DU 


|l 


[Il 


17235521 


01120 


3 


RS nn 1e. te nr ion . Lén ie à. 


